Вступ

Методичні вказівки присвячені темам другого модуля курсу «Чисельні методи», а саме методам чисельного диференціювання та інтегрування, а також розв’язку систем лінійних та нелінійних рівнянь та спрямовані на покращення засвоєння теоретичного матеріалу на здобуття студентами практичних навичок..
Наведені методи мають широке застосування в інженерних розрахунках, зокрема у задачах будівельної та теоретичної механіки, а також у різних галузях, пов’язаних з інформаційними технологіями – системний аналіз, математичне моделювання і таке інше. 
Тема 5. Чисельне диференціювання. Наведені основні формули чисельного диференціювання, обчислення похибки та вибору оптимального кроку. 
Тема 6. Чисельне інтегрування. Задачі чисельного інтегрування полягають у наближеному обчисленні визначеного інтегралу. Наведені основні квадратурні формули, оцінка похибки. Методи інтегрування функції із заданою точністю.
Тема 7. Методи розв’язку систем лінійних та нелінійних рівнянь. Для розв’язку систем лінійних та нелінійних рівнянь застосовуються прямі та ітераційні методи. Математичний апарат лінійної алгебри базується на понятті норми вектору та матриці, числа обумовленості. Розглядаються класичні методи виключення невідомих та особливості їх застосування.
Тема 5. Чисельне диференціювання
В чисельних методах функція від неперервного аргументу заміщується функцією від дискретного аргументу – сіточною функцією. Для сіточної функції вводиться поняття різниць. Так різниці першого порядку задаються наступним чином:
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 – центральна різниця.

Для обчислення похідних функції, заданої на сітці, застосовують інтерполяційні многочлени. Наведемо основні центральні формули чисельного диференціювання у таблиці:
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При виборі кількості точок необхідно керуватись наступними положеннями:

1. точністю з якою обчислюється похідна, 

2. степінню функції, яка диференціюється, 

3. розташуванням точки диференціювання на заданому відрізку значень. 

Уточнення похідної за Річардсоном. Уточнення формули диференціювання виконують виходячи з основного оператора диференціювання 
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 – крок. Цей оператор дає значення похідної 
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. Для вилучення головного члену помилки цього оператора вводиться оператор 
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 – теж основний оператор чисельного диференціювання. Похибка оператора 
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. Якщо таке уточнення є недостатнім, то вводиться наступний оператор:
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який вилучає головну частину похибки оператора 
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. Для процесу уточнення можна вивести рекурентну формулу: 
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Враховуючи той факт, що початкові дані містять похибки, то процес уточнення не доцільно продовжувати досить далеко.
Типові задачі.

Задача 5.1 Обчислити похідну функції 
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Розв’язок. Візьмемо 
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.– права різниця, абсолютна похибка 
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 – центральна різниця (за трьома точками), абсолютна похибка 
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 – за п‘ятьма точками, абсолютна похибка 
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Задача 5.2 Обчислити похідні таблично заданої функції у точках 
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Розв’язок. Точка 
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 знаходиться на початку таблиці. Візьмемо формулу за трьома точками, тоді 
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Точка 
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 знаходиться ближче до кінця таблиці, то приймемо 
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Для оцінки похибки похідної в точці 
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Відповідні залишкові похибки: 
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Аналогічно обчислюється похибка для 
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Задача 5.3 Нехай задана функція 
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	Розв’язок.
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Необхідні відомості з теорії

1. Яка функція називається сіточною?

2. Дайте визначення лівої, правої та центральної різниці?.

3. Яка основна ідея лежить в основі методів чисельного диференціювання?

4. Які методи застосовуються для обчислення похідної із заданою точністю?

5. Як оцінити оптимальний крок для чисельного диференціювання?
6. Як оцінюється точність обчислення похідної?
Завдання 5

Завдання 5.1 Обчислити похідні таблично заданої функції при заданому значенні аргументу та оцінити похибки:

а) першу та другу похідні використовуючи центральні формули, визначити оптимальний крок;

б) першу похідну з точністю до третього знаку, використовуючи уточнення за Ромбергом.
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Тема 6. Чисельне інтегрування. 

Основні квадратури
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· формула Сімсона: 
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· формула Гаусса: 
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Уточнення за Річардсоном. Нехай 
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Складемо розрахункову таблицю для середніх точок:
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За формулою Сімпсона 
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Для оцінки точності складемо таблицю скінченних різниць до четвертого порядку:
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Задача 6.2 Обчислити наближене значення інтегралу за формулою «3/8», для контролю точності виконати подвійний розрахунок при 
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 Складемо розрахункову таблицю:
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Складемо розрахункову таблицю:
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Отримані результати співпадають з точністю до стотисячних, отже приймаємо 
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Задача 6.3 Застосовуючи уточнення Річардсона обчислити інтеграл за формулою Сімпсона при 
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 Так як вузли для першого випадку є підмножиною вузлів другого, то складемо розрахункову таблицю при 
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Знайдемо уточнення, покладаючи 
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Задача 6.4 Обчислити інтеграл за формулою Гаусса. Для оцінки точності виконати подвійний розрахунок ( при 
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Розв’язок. За формулою Гаусса:
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 беруться з таблиці квадратурних коефіцієнтів Гаусса. 
Складемо розрахункові таблиці.
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Обчислимо значення інтегралу:
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Співпадання результатів розрахунків при 
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 свідчить про правильність їх виконання.

Необхідні відомості з теорії

1. Основні положення чисельних методів наближеного обчислення визначених інтегралів.
2. Квадратурні формули прямокутників та їх застосування у практичних задачах.
3. Квадратурна формула трапецій 

4.  Квадратурна формула Сімпсона.

5. Квадратурні формула «3/8»
6. Квадратурна формула Буля . Основна ідея. Що лежить в основі цієї формули та доцільність застосування інтерполяційних полінмів високих порядків.
7. Квадратурна формула Гаусса

8. Строга оцінка похибок цих формул.

9. Оцінка похибок методом подвійного перерахунку.

10. Уточнення значення інтегралу за Річардсоном.

11. Визначення кроку розбиття відрізка інтегрування, при якому квадратурна формула забезпечує задану точність.
12. Обчислення інтегралів від функцій, що мають розриви на проміжку інтегрування.
13. Обчислення інтегралів на відрізку 
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14. Обчислення кратних інтегралів.
15. Застосування статистичних методів до задач чисельного інтегрування. Метод Монте-Карло обчислення визначених інтегралів
Завдання 6
Завдання 6.1 Обчислити інтеграл за формулою 

а) трапецій з трьома десятковими знаками.

б) Сімпсона при 
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Тема 7. Розв’язання систем лінійних та нелінійних рівнянь

7.1 Обчислення норми вектора та матриці. Оцінка обумовленості
Нехай задано вектор 
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Абсолютна та відносна похибки векторів та матриць визначаються за наступними формулами:
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Система лінійних рівнянь може бути добре обумовленою або пгано обумовленою. Число обумовленості визначається як: 
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, то система являється погано обумовленою, так як можливим є значне зростання похибки.

7.2 Точні методи.

 Метод Гаусса Нехай задана система лінійних рівнянь 
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. Запишемо розширену матрицю цієї системи:
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1. Прямий хід – приведення матриці до верхньої трикутної (починається зверху до низу). На першому кроці елемент 
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 вибираємо як ведучий і ділимо на нього перший рядок: 
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Далі, послідовно помножуючи перший рядок на 
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 і віднімаючи його від відповідного рядка, занулимо коефіцієнти першого стовпчика: 
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Повторимо цю операцію для інших рядків, починаючи з другого і до 
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 (цим рядком ми виконаємо перетворення 
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-го рядка) і на кожному кроці нові елементи матриці будуть визначатись за рекурентною формулою: 
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.  Отримаємо верхню трикутну матрицю:
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2. Зворотній хід – розв’язання верхньої трикутної матриці (починається з останнього рядка). 
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Головною вимогою до застосування методу Гаусса є відсутність нульових елементів на головній діагоналі. 

Також метод Гаусса застосовують для обчислення визначника, для цього виконують прямих хід – приведення матриці до верхньої трикутної і тоді визначник обчислюють як добуток елементів головної діагоналі: 
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Однією з модифікацій методу Гаусса є схема з вибором головного елементу, де у якості ведучого елементу кожного рядка вибирається найбільший за модулем коефіцієнт.
Метод LU-розкладу. Невироджену матрицю 
[image: image496.wmf]A

 завжди модна представити у вигляді добутку нижньої трикутної матриці 
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 і верхньої трикутної матриці 
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Тоді розв‘язання системи лінійних рівнянь можна представити 
[image: image501.wmf]b
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.Розв‘язок такої системи можна розбити на два кроки:

1. 
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 – застосовуючи прямий хід; 

2.  
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– застосовуючи зворотній хід.

Для розкладення матриці 
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 на нижню та верхню трикутні матриці застосовують метод виключення Гаусса.
Метод Халецького. Якщо матриця А, що задає систему лінійних рівнянь симетрична, то метод LU-розкладу можна спростити, так як матрицю можна розкласти як 
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- верхня трикутна матриця. Для обчислення елементів матриці 
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 застосовуються наступні формули:
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Метод прогонки Розглянемо метод прогонки для трьох діагональної матриці. Трьохдіагональною матрицею або матрицею Якобі називають матрицю наступного вигляду:
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Система рівнянь 
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 рівносильна співвідношенню:

[image: image511.wmf]i

i

i

i

i

i

i

F

x

B

x

C

x

A

=

+

+

+

-

1

1

.
Метод прогонки базується на положенні, що шукані невідомі зв’язані рекурентним співвідношенням: 
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Звідси випливає: 
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. З 1-го рівняння знаходимо:
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Далі, використовуючи рекурентні формули, знаходимо всі прогоночні коефіцієнти 
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 та знаходимо розв’язок системи:
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7.3 Наближені методи

Нехай задана система лінійних рівнянь 
[image: image520.wmf]b
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. Для застосування ітераційних  
методів її необхідно привести до еквівалентного вигляду: 
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. Далі, задавши початкове наближення 
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 знаходять послідовне наближення до кореня. Для збіжності ітераційного процесу достатньо, що б виконувалась умова 
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. Якщо ця умова не виконується, то матрицю необхідно нормувати. Критерій завершення процесу ітерацій залежить від методу.

Аналогічно ці методи застосовуються для розв’язання систем нелінійних рівнянь. Система рівнянь приводиться до еквівалентного вигляду: 
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 Для систем нелінійних рівнянь достатньою умовою збіжності є 
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Метод простих ітерацій (метод Якобі). Розрахункова формула має вигляд: 
[image: image530.wmf](
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Критерій завершення ітерацій: 
[image: image532.wmf](

)

(

)

1

1

e

<

-

+

k

k

x

x

, де 
[image: image533.wmf](

)

B

B

/

1

1

-

=

e

e

. Якщо 
[image: image534.wmf]2

/

1

<

B

, то можна застосовувати більш простий критерій: 
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Швидкість збіжності значною мірою залежить від представлення системи рівнянь.

Метод Зейделя. Це модифікація методу простих ітерацій, де розрахункова формула має вигляд: 
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 – на кожному кроці застосовуються вже знайдені значення невідомих. Для існування єдиного розв‘язку  і збіжності методу Зейделя достатньо, що б виконувалась хоча б одна з умов:

1. 
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 (матриця строго діагонально домінуюча);

2. матриця 
[image: image538.wmf]C

 є симетричною додатно визначеною (всі її власні числа додатні).
Метод Ньютона. Розглянемо систему нелінійний рівнянь, яку у загальному вигляді можна записати: 
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 або у векторній формі 
[image: image540.wmf](

)

0

=

x

f

 (1). Матриця вигляду: 
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 називається якобіаном або матрицею Якобі. Метод Ньютона для систем нелінійних рівнянь можна представити ітераційною формулою: 
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Метод  Ньютона для систем пов‘язаний з великою кількістю обчислень (на кожному кроці необхідно обчислювати 
[image: image543.wmf](
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), тому на практиці часто користуються спрощеним рекурентним співвідношенням: 
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, де матриця обернена до якобіана відшукується лише один раз для початкового наближення вектора 
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. Збіжність залежить від вибору початкового наближення, якщо 
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, то ітерації збігаються до кореня.
Типові задачі.

Задача 6.1 Обчислити норму матриці та оцінити ступінь обумовленості системи лінійних рівнянь:
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Розв’язок. 
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Обчислимо 
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[image: image560.wmf]614

.

42

444

.

2

*

436

.

17

1

=

=

×

=

-

A

A

l

 - число обумовленості більше 10, отже похибка результату буде швидко зростати ( у 42.614 разів), для отримання розв’язку такої системи її необхідно нормувати. 

Примітка. Для обчислення норми матриці, та визначення числа обумовленості можна використовувати стандартні функції середовища Mathcad – norme() та conde().
Задача 6.2 Обчислити визначник та розв’язати систему лінійних рівнянь методом Гаусса.
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Розв’язок. Складемо розрахункову таблицю:

	Коефіцієнти системи
	Права

частина
	Зворотній хід

	0.32
	0.55
	0.61
	2.25
	

	0.70
	-0.65
	-0.26
	-0.12
	

	1.20
	-2.32
	0.75
	0.98
	

	1
	1.71875
	1.90625
	7.03125
	
[image: image562.wmf]5

.

1

9062

.

1

*

2

71875

.

1

*

1

03125

.

7

1

=

-

-

=

x



	0
	-1.85313
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Визначник: 
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Задача 6.3 Розв’язати систему лінійних рівнянь методом LU-розкладу:
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Розв’язок. Запишемо матрицю коефіцієнтів та праву частину:
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Розкладення матриці:
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Помножимо послідовно перший рядок на 0,5 і 0,25 та віднімемо з 2-го та 3-го рядка, отримаємо:
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Тепер у якості ведучого рядка візьмемо другий рядок матриці. Помножимо його на -0,5 і віднімемо від 3-го рядка, отримаємо: 
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Розв‘яжемо систему 
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Розв‘яжемо систему 
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Задача 6.3 Розв’язати систему лінійних рівнянь методом Халецького:


[image: image580.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

=

38

15

45

15

50

45

45

45

81

A

, 
[image: image581.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

=

193

460

531

b


Розв’язок. Знайдемо елементи матриці 
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Отже матрицю А можна представити наступним чином:
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Далі послідовно розв’язуємо системи рівнянь:
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Задача 6.3 Розв’язати систему лінійних рівнянь методом прогонки:
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Розв’язок. Обчислимо прогоночні коефіцієнти: 
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Знайдемо невідомі 
[image: image599.wmf]i

x

:


[image: image600.wmf]78

.

5

696

.

0

49

.

3

51

.

1

588

.

0

49

.

3

26

.

3

2

3

3

2

3

3

3

-

=

×

-

×

-

=

+

-

=

A

a

b

B

a

f

x

;


[image: image601.wmf](

)

435

.

3

588

.

0

78

.

5

696

.

0

2

3

2

2

-

=

+

-

×

=

+

=

B

x

A

x

;


[image: image602.wmf](

)

661

.

2

868

.

0

435

.

3

522

.

0

1

2

1

1

=

+

-

×

-

=

+

=

B

x

A

x


Задача 6.4 Розв’язати систему лінійних рівнянь методом простих ітерацій  та методом Зейделя з точністю 
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Розв’язок.  Матриця цієї системи є діагонально домінуючою, отже, вона задовольняє умові збіжності ітерацій. Якщо почати виконувати ітерації, то буде очевидним, що вони збігаються дуже повільно. Прискорити їх збіжність можна, якщо коефіцієнти матриці будуть задовольняти умові 
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. Для досягнення виконання цієї умови можна зробити наступні перетворення:
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Коефіцієнти на головній діагоналі ми представляємо у вигляді 
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, підбираючи значення числа 
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 так, щоб сума діагональних елементів була меншою за одиницю. Тоді ітерації можна записати наступним чином:
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Тоді будемо мати:
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Можна дати оцінку на кількість кроків для отримання розв‘язку:
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Як видно, після виконаного нормування матриці ітерації будуть збігатись значно швидше. В якості початкових наближень візьмемо вектор правої частини 
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1) Розв’язок системи лінійних рівнянь методом простих ітерацій:
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На п’ятому кроці знайдено розв’язок з точністю 
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2) Розв’язок системи лінійних рівнянь методом Зейделя:
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Задача 6.5 Розв’язати систему нелінійних рівнянь методом простих ітерацій з точністю до 0,001:
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Розв’язок. Приведемо систему до необхідного вигляду: 
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З графіку видно, що система має єдиний розв’язок в області: 
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Перевіримо збіжність методу:
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Рис. 2 Графіки функцій системи (6.5)
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. Отже умова збіжності виконується. Визначимо початкове наближення: 
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Задача 6.6 Розв’язати систему нелінійних рівнянь методом Ньютона з точністю до 0,001:
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Розв’язок. Перепишемо перше рівняння: 
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Для цього приймемо початкове наближення: 
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Рис.3 Графіки функцій системи (6.6)                           Позначимо:
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Для визначення якобіану знайдемо похідні:
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Уточнення кореня виконується за ітераційними формулами:
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Для відшукання кореня складемо розрахункову таблицю:
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	-1,523
	0,1615
	3,2199
	-0,019
	-0,006

	
	-0,733
	0,8059
	
	-0,162
	0,059
	0,8
	-2,199
	
	0,0794
	0,0247

	2
	0,4940
	0,1952
	1,6963
	0,9921
	-0,0007
	-1,4502
	0.1251
	2,9827
	-0,008
	-0,003

	
	-0,708
	0,7525
	
	-0,125
	-0,0523
	0,7904
	-2,1249
	
	-0,076
	-0.026

	3
	0,4913
	0,1931
	1,7265
	0,9894
	-0,0002
	-1,4904
	0,1452
	3,1673
	-3*10-4
	10-4

	
	-0,739
	0,8079
	
	-0,145
	0,0010
	0,7861
	-2,2017
	
	0,0013
	4*10-4


Отже корені рівняння з точністю до 0,001: 
[image: image705.wmf]4912
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Необхідні відомості з теорії
1. Обчислення норми вектора та матриці. Властивості норми.
2. Поняття обумовленості матриці. Визначення числа обумовленості.

3. Класифікація методів розв’язку систем лінійних рівнянь.
4. Метод Гаусса, його недоліки. Модифікації методу Гаусса.

5. Методи розв’язку систем із симетричною матрицею.

6. Розв’язання систем лінійних рівнянь з матрицями діагонального типу (метод прогонки та його застосування  до розв’язання диференційних рівнянь).

7. Наближені методи розв’язку систем лінійних рівнянь, їх недоліки та переваги.

8. Метод простих ітерацій для розв’язку систем нелінійних рівнянь. Умови його застосування.

9. Метод Ньютона для розв’язку систем нелінійних рівнянь та його спрощення. 
Завдання 7
Завдання 7.1

а) Обчислити норму матриці та вектора правої частини, оцінити число обумовленості.
б) Обчислити визначник та розв’язати систему лінійних рівнянь методом Гаусса.
в) Розв’язати систему лінійних рівнянь методом LU-розкладу.
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Завдання 7.1. Розв’язати систему лінійних рівнянь методом Халецького
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Завдання 7.3. Розв’язати систему лінійних рівнянь методом прогонки
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Завдання 7.4 Розв’язати систему лінійних рівнянь з точністю до 0.001:

а) методом Якобі;                                          б) методом Зейделя.
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Завдання 7.5 Розв’язати систему нелінійних рівнянь з точністю до 0.001:
а)  методом простих ітерацій;                       б) методом Ньютона.
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