Вступ
Методичні вказівки присвячені темам другого модуля курсу «Чисельні методи», а саме методам розв’язку нелінійних рівнянь, систем лінійних та нелінійних рівнянь.

При розв’язанні рівнянь та систем, необхідно пам’ятати, що вони можуть мати не один, а декілька розв’язків. Тому при чисельному розв’язку необхідно визначити які корені необхідно знайти: всі корені, або лише ті, що мають фізичний зміст. Так наприклад, рівняння третього степеня може мати один дійсний і два комплексно спряжених кореня, а може мати три кореня. Якщо це рівняння описую реальне явище, то може бути, що з трьох коренів фізично відповідає лише один або два корені. В результаті вивчення теоретичного матеріалу студенти повинні вміти аналізувати поставлену задачу в вибирати найбільш підходящий метод її розв’язку.

Тема 1 Чисельні методи розв’язку нелінійних рівнянь.
1.1 Відокремлення коренів

В багатьох наукових та інженерних задачах математична модель процесу або об‘єкта може бути представлена рівнянням вигляду:
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, де 
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 – задана функція; 
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 є коренем рівняння, якщо 
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. Наближене обчислення кореня складається з двох задач:

1 Відокремлення кореня – визначення інтервалу на якому існує лише один корінь, або визначення початкового наближення;
2 Уточнення кореня із заданою точністю.

Для вирішення першої задачі застосовується теорема Больцано-Коші.

Теорема. Нехай функція 
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 приймає на кінцях значення з різними знаками (
[image: image9.wmf](

)

(

)

0

<

×

b

f

a

f

 або 
[image: image10.wmf](

)

(

)

b

f

sign

a

f

sign

¹

). Тоді на цьому відрізку існує така точка 
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Зауваження. Якщо на заданому відрізку 
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) існуює і не змінює знак, то корінь на ньому буде лише один. 

Для рівнянь в основі яких лежить поліном 
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 верхню границю модулів коренів рівняння дає наступна теорема: нехай 
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, тоді будь який корінь задовольняє нерівність: 
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. Звідси виплиає, що всі корені будуть розташовані на інтервалі 
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1.2 Метод простих ітерацій

Рівняння 
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 необхідно привести до вигляду 
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. На наступному кроці визначається початкове наближення 
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. При виконанні цих дій керуються наступною теоремою: нехай 
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a) Якщо область значень 
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 має нерухому точку на відрізку 
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b) Нехай 
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 і існує додатна константа 
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 має єдину нерухому точку 
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c) Якщо 
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 то ітерації 
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 збігаються до єдиної нерухомої точки 
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. В цьому випадку говорять, що 
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 є точкою притягання.

d) Якщо 
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. В цьому випадку говорять, що 
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 - нерухома точка відштовхування і ітерації проявляють локальну розбіжність.

У якості початкового наближення 
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 вибирають таку точку, що б виконувалась нерівність с). Уточнення кореня виконується за наступним алгоритмом:
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до тих пір, поки рівність не стане задовольняти необхідній точності.

Точність обчислень оцінюється співвідношенням: 
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1.3 Метод дихотомії (Больцано)
Будемо розглядати рівняння 
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 необхідно вибирати таким чином, що б на ньому існував лише один корінь рівняння. Для методу умовою існування кореня буде: 
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. Основна ідея методу полягає у зменшенні відрізка шляхом відсікання від нього половини таким чином, щоб локалізувати корінь заданого рівняння. Отже основним ітераційним кроком методу є визначення середньої точки відрізку 
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 і аналіз наступних ситуацій, які можуть виникнути:
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 , що корінь 
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 що корінь 
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, що означає 
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 корінь знайдено.

Перші дві ситуаціє є основою ділення відрізка навпіл і вибору необхідної половини, третя – критерієм зупинки ітераційного процесу.

1.4 Метод хорд

Локалізація кореня на відрізку існування одного кореня виконується шляхом пошуку точки перетину хорди, що стягує його кінці і осі 
[image: image58.wmf]OX

. Ітераційна формула має вигляд: 
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. Як і для методу ділення навпіл тут існує три варіанти:

d) 
[image: image60.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

x

f

sign

a

f

sign

¹

 
[image: image61.wmf]Þ

 , що корінь 
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 корінь знайдено.

Які будуть лежати в основі ітераційного процесу і служити критерієм його продовження. Процес можна спростити, якщо:
· 
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Якщо функція вгнута або опукла в околі точки кореня то один кінець відрізку лишається нерухомим. Критерій зупинення ітерацій 
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 вже непридатний для завершення ітерацій методу хорд і кращим критерієм буде 
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 – критерій виродження відрізка у точку.

1.5 Метод Ньютона та його модифікації

Застосування методу вимагає, що б функція 
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 (була двічі неперервно диференційованою на відрізку 
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) і бажано, щоб на відрізку відшукання кореня не існувало критичних точок 
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. Для реалізації методу обирається початкове наближення 
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 і застосовується ітераційна формула 
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Щоб уникнути обчислення на кожному кроці похідної та недоліків, пов’язаних з її значенням, на практиці застосовують модифікацію методу Ньютона яка має назву методу „січних”. В методі січних похідна заміщується її наближеним значенням і основна ітераційна формули буде мати наступний вигляд: 
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. Для реалізації методу необхідно задати дві початкові точки 
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В методі Рибакова похідна заміщується деяким числом 
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 є значенням 
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 максимальне. При такому заміщенні збіжність не порушується але трохи сповільнюється. Основна ітераційна формула має вигляд: 
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. Кількість ітерацій для методу Рибакова 
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Для прискорення збіжності ітерацій застосовують інтерполяційну формулу Ньютона-Рафсона: 
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1.6 Метод Стеффенсена

Для реалізації методу обирається початкове наближення 
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 і застосовується ітераційна формула 
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1.7 Метод Уолла
Для досить складних і гладких функцій можна застосовувати метод Уолла, який дає кубічну збіжність але накладає на функції додаткові умови диференційованості (метод 2-го порядку). Основна рекурентна формула має вигляд:
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1.8 Знаходження відрізку, що містить максимум. Алгоритм Свенна 
Нехай задана унімодальна функція 
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Функція називається унімодальною на множині 
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 виконуються нерівності:
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Початковими даними алгоритму є початкове значення 
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2. Якщо 
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Якщо
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Якщо
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5. Якщо 
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 алгоритм звершений.

Зазначимо, що випадок 
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 не розглядається, так як це суперечить припущення про унімодальність функції. Зменшення відрізку досягається шляхом послідовного виключення його частини. Величина відрізку, що виключається залежить від розташування двох пробних точок у його середині. Так як координата точки максимуму невідома, то пробні точки доцільно розташовувати так, що б зменшувати довжину відрізку в однаковому відношенні (дихотомічний пошук).

1.9 Метод дихотомії

Функція 
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Алгоритм.
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2. Якщо 
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1.10 Заходження екстремумів методом «золотого перерізу»

Основна ідея методу теж полягає у звуженні відрізка, але відсікається вже не половина, а частка у відношенні золотого перерізу. Коефіцієнт золотого перерізу береться рівним приблизно 
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2. в цих точках порівнюється значення функції і відсікається той підінтервал де функція має більше значення: 
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Критерієм зупинки доцільно взяти умову 
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1.11 Метод порозрядного пошуку

В цьому методі перебір точок відрізку виконується спочатку з кроком 
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 або поки чергова точка не співпаде з кінцем відрізку. Далі крок зменшується (зазвичай у 4 рази) і перебір виконується з новим кроком у протилежному напрямку. Процес завершується поки крок більше
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 то переходимо на крок 4, інакше – до кроку 5.
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5. Виконуємо перевірку на завершення пошуку: якщо 
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6. Змінюємо напрямок пошуку: покладаємо 
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1.12  Метод парабол
Нехай функція 
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 має першу та другу похідні. Якщо розкласти функцію у ряд Тейлора до другого порядку: 
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, то екстремум можна знайти як корінь рівняння: 
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. Якщо замінити похідні замінити скінченними різницями, то отримаємо ітераційну формулу:
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В околі точки екстремуму метод має досить швидку (квадратичну) збіжність, але ітераційний процес вимагає постійного контролю збіжності. Наприклад процес буде збіжним коли:
1. знаменник основної ітераційної формули 
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 зменшують і знову роблять крок.

Типові задачі.

Задача 1.1. Відокремити корені рівняння аналітично та графічно 
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Розв’язок. Функція 
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[image: image186.wmf]0

£

x

 
[image: image187.wmf]0

)

(

>

x

f

, при 
[image: image188.wmf]3

0

<

<

x

 
[image: image189.wmf]0

)

(

<

x

f

 і при 
[image: image190.wmf]3

³

x

 
[image: image191.wmf]0

)

(

>

x

f

.

	
[image: image192.wmf]x


	
[image: image193.wmf]]

0

,

(

-¥


	
[image: image194.wmf](

)

3

,

0


	
[image: image195.wmf])

,

3

[

¥



	
[image: image196.wmf])

(

x

f


	+
	-
	+


Можна виділити два відрізки 
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 де функція змінює знак, а отже існують корені. Знайдемо першу похідну: 
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 зберігає знак (від’ємна) , що означає існування одного кореня. На другому відрізку 
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 похідна змінює знак, то знайдемо другу похідну 
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 додатна, отже на цьому відрізку також існує один корінь. Побудуємо графік функції:
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Рис. 1 Графік функції 
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Задача 1.2. Представити рівняння 
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Розв’язок. Переписати рівняння у вигляді 
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Побудуємо графіки:
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Рис. Графічне представлення рівнянь а) – випадок 1 б) – випадок 2.

Знайдемо похідні від правої частини виразів:

1) 
[image: image215.wmf])

(

cos

2

/

)

sin(

)

(

3

x

x

x

g

=

¢

                           2) 
[image: image216.wmf])

25

,

0

/(

1

)

(

4

-

=

¢

x

x

x

g


Будемо шукати корені на головному періоді функції 
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. Для визначення початкового наближення розв’яжемо нерівності 
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Отже, для відшукання першого кореня (
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) краще використовувати перше представлення функції при 
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З графіка функцій видно, що в першому і другому випадках ми будемо мати пряму збіжність. Для уточнення коренів складемо розрахункову таблицю:
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[image: image239.wmf]Відповідь: 
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Задача 1.2. Визначити відрізки існування одного кореня рівняння 
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 та виконати його уточнення з точністю до 0,001: а) методом дихотомії   б) методом хорд.

                                 с) методом Ньютона    д) методом січних

                                 е) методом Рибакова   є) методом Ньютона-Рафсона

                                 ж) методом Стеффенсена  з) методом Уолла.

Розв’язок. Визначимо відрізок локалізації кореня графічно. Для цього перепишемо рівняння у вигляді  
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 і побудуємо графіки лівої та правої частини.
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З рис видно, що рівняння має два корені на відрізках:
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[image: image244.wmf][

]

5

,

0

;

1

-

-

:         2.  
[image: image245.wmf][

]

5

,

1

;

1

.

Для уточнення коренів побудуємо таблиці:
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Рис. 
З таблиці видно, що 
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а) Знайдемо перший корінь рівняння методом дихотомії.
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Отже з точністю до 0,001 
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б) Знайдемо другий корінь рівняння методом хорд. Обчислимо другу похідну в околі кореня:
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в) Знайдемо перший корінь рівняння методом Ньютона.
Для складання таблиці обчислимо похідну: 
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Отже з точністю до 0,000004 
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г) Знайдемо перший корінь рівняння методом січних.
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Отже з точністю до 0,0001 
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д) Знайдемо другий корінь рівняння методом Рибакова.
Необхідні відомості з теорії

1. Класифікація методів розв’язку нелінійних рівнянь.

2. Етапи наближеного розв'язку рівнянь з одним невідомим.

3. Відокремлення коренів. Графічно відокремлювати корені.
4. У мови закінчення процесу відшукання кореня.

5. Теорема про нерухому точку.

6. Збіжність методу простих ітерацій.

7. Порядок застосування методу простих ітерацій
8. Умови застосування методу поділу відрізка навпіл. Алгоритм методу дихотомії.
9. Умови застосування методу Ньютона. Алгоритм методу та його модифікації.
10. У мови закінчення процесу відшукання кореня.
Завдання

Завдання 1 а) Відокремити корені рівняння аналітично та графічно.
б) представити рівняння у вигляді 
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 таким чином, що б метод простих ітерацій збігався.

с) Знайти один з коренів методом простих ітерацій з точність до 0,01 та визначити характер збіжності.
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Завдання 2 Визначити відрізки існування одного кореня та виконати його уточнення з точністю до 0,001: а) методом дихотомії   б) методом хорд.

                                 с) методом Ньютона    д) методом січних

                                 е) методом Рибакова   є) методом Ньютона-Рафсона

                                 ж) методом Стеффенсена  з) методом Уолла

	№
	
	№
	
	№
	

	1
	а) 
[image: image403.wmf]25

,

0

sin

=

-

x

x


б) 
[image: image404.wmf]0

8

9

3

2

3

=

-

+

-

x

x

x


с) 
[image: image405.wmf](

)

0

1

ln

3

=

+

+

x

x


	11
	а) 
[image: image406.wmf](

)

0

05

,

1

2

=

-

x

x

ctg


б)
[image: image407.wmf]2

,

1

3

,

0

2

,

0

2

3

=

+

-

x

x

x


с) 
[image: image408.wmf]7

lg

2

=

-

x

x


	21
	а) 
[image: image409.wmf]0

5

,

0

=

-

x

ctgx


б)
[image: image410.wmf]4

,

1

5

,

0

2

,

0

2

3

=

+

-

x

x

x


с)
[image: image411.wmf](

)

5

,

0

1

lg

5

,

0

=

-

+

x

x



	2
	а) 
[image: image412.wmf](

)

2

1

.

0

58

,

0

x

x

tg

=

+


б) 
[image: image413.wmf]0

8

6

3

=

-

-

x

x


с) 
[image: image414.wmf]1

2

=

×

x

x


	12
	а) 
[image: image415.wmf](

)

2

3

,

0

4

,

0

x

x

tg

=

+


б) 
[image: image416.wmf]0

2

6

3

2

3

=

-

+

-

x

x

x


с) 
[image: image417.wmf]8

ln

8

5

=

-

x

x


	22
	а) 
[image: image418.wmf]7

lg

2

=

-

x

x


б) 
[image: image419.wmf]0

5

6

3

2

3

=

-

+

-

x

x

x


с) 
[image: image420.wmf]5

,

0

cos

2

=

+

x

x



	3
	а) 
[image: image421.wmf](

)

0

387

,

0

cos

=

-

x

x


б) 
[image: image422.wmf]0

3

6

3

2

3

=

+

+

-

x

x

x


с) 
[image: image423.wmf]x

x

/

1

1

=

+


	13
	а) 
[image: image424.wmf]0

2

,

1

lg

=

-

x

x


б) 
[image: image425.wmf]2

,

1

4

,

0

1

,

0

2

3

=

+

-

x

x

x


с) 
[image: image426.wmf]0

sin

5

,

4

2

=

+

x

x


	23
	а) 
[image: image427.wmf](

)

2

3

,

0

44

,

0

x

x

tg

=

+


б) 
[image: image428.wmf]5

,

1

4

,

0

1

,

0

2

3

-

=

+

-

x

x

x


с) 
[image: image429.wmf](

)

3

2

2

lg

=

+

+

x

x



	4
	а) 
[image: image430.wmf](

)

0

6

2

/

7

lg

=

+

-

x

x


б) 
[image: image431.wmf]5

,

1

4

,

0

1

,

0

2

3

=

+

-

x

x

x


с) 
[image: image432.wmf]0

cos

=

-

x

x


	14
	а) 
[image: image433.wmf]0

10

sin

8

,

1

2

=

-

x

x


б) 
[image: image434.wmf]0

1

6

3

2

3

=

-

+

+

x

x

x


с)
[image: image435.wmf]0

3

=

-

x

e

x


	24
	а) 
[image: image436.wmf]1

cos

3

=

-

x

x


б) 
[image: image437.wmf]1

5

,

0

2

,

0

2

3

=

+

-

x

x

x



	5
	а) 
[image: image438.wmf](

)

2

4

,

0

4

,

0

x

x

tg

=

+


б) 
[image: image439.wmf]0

2

9

3

2

3

=

+

+

-

x

x

x


с) 
[image: image440.wmf]1

cos

3

-

=

+

x

x


	15
	а) 
[image: image441.wmf]0

25

,

0

=

-

x

ctgx


б) 
[image: image442.wmf]2

,

1

4

,

0

1

,

0

2

3

=

+

-

x

x

x


с) 
[image: image443.wmf]4

ln

-

=

x

x


	25
	а) 
[image: image444.wmf]0

1

,

0

=

-

x

ctgx


б) 
[image: image445.wmf]0

3

12

3

2

3

=

+

+

+

x

x

x


с) 
[image: image446.wmf]x

x

-

=

+

2

)

2

1

lg(



	6
	а) 
[image: image447.wmf](

)

2

2

,

0

5

,

0

x

x

tg

=

+


б) 
[image: image448.wmf]0

5

3

=

-

+

x

x



[image: image449.wmf]5

,

0

ln

=

+

x

x


	16
	а) 
[image: image450.wmf](

)

2

4

,

0

3

,

0

x

x

tg

=

+


б) 
[image: image451.wmf]0

6

4

3

=

-

+

x

x


с) 
[image: image452.wmf](

)

0

ln

1

=

-

x

x


	26
	а) 
[image: image453.wmf]0

sin

4

2

=

+

x

x


б) 
[image: image454.wmf]2

4

,

0

1

,

0

2

3

-

=

+

-

x

x

x


с)
[image: image455.wmf]5

,

1

)

1

lg(

=

+

+

x

x



	7
	а) 
[image: image456.wmf]0

1

cos

3

=

-

-

x

x


б) 
[image: image457.wmf]2

,

1

5

,

0

2

,

0

2

3

=

+

+

x

x

x


с) 
[image: image458.wmf]x

x

ln

2

=

-


	17
	а) 
[image: image459.wmf]0

sin

20

2

=

-

x

x


б)
[image: image460.wmf]8

,

0

3

,

0

2

,

0

2

3

-

=

+

+

x

x

x


с) 
[image: image461.wmf](

)

2

lg

+

=

x

x


	27
	а) 
[image: image462.wmf](

)

2

4

,

0

36

,

0

x

x

tg

=

+


б) 
[image: image463.wmf]4

,

1

4

,

0

2

,

0

2

3

=

+

-

x

x

x


с) 
[image: image464.wmf]4

5

,

0

=

+

x

e

x



	8
	а) 
[image: image465.wmf]5

,

0

lg

=

+

x

x


б) 
[image: image466.wmf]0

1

3

3

=

+

+

x

x


с) 
[image: image467.wmf](

)

x

e

x

5

,

0

1

2

=

-


	18
	а) 
[image: image468.wmf]0

3

/

=

-

x

ctgx


б) 
[image: image469.wmf]0

12

12

3

2

3

=

-

+

-

x

x

x


с) 
[image: image470.wmf]x

x

sin

2

=


	28
	а) 
[image: image471.wmf]5

,

0

lg

=

-

x

x


б) 
[image: image472.wmf]6

,

1

6

,

0

4

,

0

2

3

=

+

+

x

x

x


с) 
[image: image473.wmf]2

1

)

5

,

0

sin(

x

x

=

+



	9
	а) 
[image: image474.wmf](

)

2

1

,

0

5

,

0

x

x

tg

=

+


б) 
[image: image475.wmf]2

5

,

0

2

,

0

2

3

=

+

+

x

x

x


с) 
[image: image476.wmf](

)

5

,

0

2

=

-

x

e

x


	19
	а) 
[image: image477.wmf](

)

2

2

,

0

47

,

0

x

x

tg

=

+


б)
[image: image478.wmf]2

,

1

3

,

0

2

,

0

2

3

-

=

+

-

x

x

x


с)
[image: image479.wmf](

)

1

ln

2

+

=

x

x


	29
	а) 
[image: image480.wmf]0

2

,

0

=

-

x

ctgx


б) 
[image: image481.wmf]0

3

3

=

-

+

x

x


с) 
[image: image482.wmf]0

2

2

=

-

+

x

e

x



	10
	а) 
[image: image483.wmf]0

sin

4

2

=

+

x

x


б) 
[image: image484.wmf]0

9

12

3

2

3

=

-

+

-

x

x

x


с) 
[image: image485.wmf]0

2

2

,

2

=

-

x

x


	20
	а) 
[image: image486.wmf]0

sin

5

2

=

+

x

x


б) 
[image: image487.wmf]0

4

2

3

=

+

-

x

x


с)
[image: image488.wmf]5

,

0

lg

2

-

=

+

x

x


	30
	а)
[image: image489.wmf]0

1

5

,

0

lg

2

=

+

-

x

x


б) 
[image: image490.wmf]4

,

1

5

,

0

2

,

0

2

3

-

=

+

-

x

x

x


с) 
[image: image491.wmf]x

x

sin

3

=
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