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Диференціальні рівняння.

Практичне заняття № 9.6
ІНТЕГРУВАННЯ СИСТЕМ ЛІНІЙНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ
1. Інтегрування нормальних систем диференціальних рівнянь шляхом зведенням до одного диференціального рівняння.
2. Інтегрування нормальних систем лінійних диференціальних рівнянь з постійними коефіцієнтами за допомогою характеристичного рівняння.

1. Інтегрування нормальних систем диференціальних рівнянь шляхом зведенням до одного диференціального рівняння.
Нормальною системою диференціальних рівнянь називається система диференціальних рівнянь першого порядку виду
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Розв”язком системи рівнянь (1) називається упорядкована система функцій 
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Загальний розв”язок нормальної системи (1) , аналогічно одному  диференціальному рівнянню n –го порядку , має вигляд:
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Будь-яка нормальна система n рівнянь першого порядку зводиться до одного еквівалентного рівняння 
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-го порядку шляхом виключення всіх функцій, крім одної.
Задача 1. Знайти розв’язки систем лінійних диференціальних рівнянь:

1) 
[image: image12.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

-

-

=

+

+

=

,

2

3

4

,

x

z

y

dx

dz

x

z

y

dx

dy

 
якщо задані початкові умови: 
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Розв’язання. Продиференціюємо перше рівняння по 
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З першого рівняння даної системи знаходимо
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Останнє є лінійним неоднорідним диференціальним рівнянням з сталими коефіцієнтами. Характеристичне рівняння відповідного йому однорідного диференціального рівняння:
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Загальний розв’язок однорідного рівняння 
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Маємо систему для визначення сталих
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Отримали загальний розв’язок неоднорідного рівняння
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Отже,
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Підберемо сталі 
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Таким чином, розв’язок, який задовольняє заданим початковим умовам має вигляд
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Розв’язання. Продиференціюємо по 
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Виключимо змінні 
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будемо мати рівняння другого порідку відносно 
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Загальний розв’язок цього рівняння запишемо, розв’язавши його характеристичне рівняння (
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Підставимо в третє рівняння даної системи знайдені вирази для 
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Останнє рівняння є лінійним, розв’яжемо його методом Бернуллі: 
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Задача 2. Розв’язати системи лінійних однорідних диференціальних рівнянь:
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 якщо початкові умови мають вигляд: 
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 якщо початкові умови мають вигляд: 
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 якщо початкові умови мають вигляд: 
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Задача 3. Розв’язати системи лінійних неоднорідних диференціальних рівнянь:
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2. Інтегрування нормальних систем лінійних диференціальних рівнянь з постійними коефіцієнтами за допомогою характеристичного рівняння.
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Таким чином, нетривіальні розв’язки можна отримати тільки при таких 
[image: image193.wmf]r

, при яких визначник 
[image: image194.wmf]D

 перетворюється в нуль: 

                                            
[image: image195.wmf]0

2

1

2

22

21

1

12

11

=

-

-

-

r

a

a

a

a

r

a

a

a

a

r

a

nn

n

n

n

n

K

K

K

.                            (5)
Це рівняння називається характеристичним рівнянням.

У випадку, коли всі формули характеристичного рівняння (5) дійсні і різні, загальний розв”язок системи диференціальних рівнянь (3) має вигляд
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Задача 4. Знайти загальні розв’язки систем однорідних диференціальних рівнянь з сталими коефіцієнтами:
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Розв’язання: Розв'язок будемо шукати у вигляді:
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Підставимо цей розв'язок у дані системи, для цього знайдемо:
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Складаємо систему рівнянь
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Складемо характеристичне рівняння системи і знаходимо його корені:
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Відповідний частинний розв’язок системи:
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Тоді загальний розв’язок системи має вигляд
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Розв’язання: Розв'язок будемо шукати у вигляді:
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Підставимо цей розв'язок у дані системи, для цього знайдемо:
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Складаємо систему рівнянь
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Складемо характеристичне рівняння системи і знаходимо його корені:
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Підставимо отримані корені в систему (2).
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Отримали відповідний частинний розв’язок системи:
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Для кореня 
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Відповідний частинний розв’язок системи:
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Тоді загальний розв’язок системи має вигляд
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Якщо покласти 
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Розв’язання: Розв'язок будемо шукати у вигляді:
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Підставимо цей розв'язок у дані системи, для цього знайдемо:


[image: image285.wmf]rt

e

rp

dt

dx

1

=

,


[image: image286.wmf]rt

e

rp

dt

dy

2

=

.

Складаємо систему рівнянь 
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Складемо характеристичне рівняння системи і знаходимо його корені:
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Для кореня 
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Таким чином отримали відповідний частинний розв’язок системи:
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Загальний розв’язок системи шукаємо у вигляді
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Продиференціюємо останні рівності по 
[image: image309.wmf]t



[image: image310.wmf](

)

(

)

1

0

1

4

4

1

0

1

4

4

4

4

a

a

t

a

e

e

a

a

t

a

e

dt

dx

t

t

t

+

+

=

+

+

=

,


[image: image311.wmf](

)

(

)

1

0

1

4

4

1

0

1

4

4

4

4

b

b

t

b

e

e

b

b

t

b

e

dt

dy

t

t

t

+

+

=

+

+

=

.

Значення 
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 підставимо в задану систему:
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Прирівняємо коефіцієнти при 
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Звідси 
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Задача 5. Знайти загальні розв’язки систем однорідних диференціальних рівнянь з сталими коефіцієнтами:
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Домашнє завдання

Задача 1. Розв’язати системи лінійних однорідних диференціальних рівнянь:
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 якщо початкові умови мають вигляд: 
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Задача 2. Розв’язати системи лінійних неоднорідних диференціальних рівнянь:
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 якщо початкові умови мають вигляд: 
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Задача 3. Знайти загальні розв’язки систем однорідних диференціальних рівнянь з сталими коефіцієнтами:
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