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Диференціальні рівняння.

Практичне заняття № 9.5
ІНТЕГРУВАННЯ НЕОДНОРІДНИХ ЛІНІЙНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ З ПОСТІЙНИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ
Лінійне неоднорідне диференціальне рівняння з постійними коефіцієнтами має вигляд
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Загальний розв”язок рівняння (1) має вигляд 
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[image: image9.wmf])

(

x

f

 є сумою двох функцій, тобто має вигляд 
[image: image10.wmf])

(

)

(

)

(

2

1

x

V

x

V

x

f

+

=

, і відомо частинні розв'язки 
[image: image11.wmf])

(

1

x

Y

 і 
[image: image12.wmf])

(

2

x

Y

 відповідно рівнянь 
[image: image13.wmf])

(

]

[

1

x

V

y

L

=

 і 
[image: image14.wmf])

(

]

[

2

x

V

y

L

=

, то функція 
[image: image15.wmf])

(

)

(

)

(

2

1

x

Y

x

Y

x

Y

+

=

 буде частинним розв'язком даного диференціального рівняння 
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Загальний розв'язок неоднорідного рівняння можна знайти за допомогою так званого методу невизначених коефіцієнтів, який дозволяє, при певній структурі правої частини лінійного неоднорідного рівняння з сталими коефіцієнтами, знайти частинний розв'язок без квадратур. Розглянемо ці випадки:
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, то частинний розв'язок теж є многочлен степеня m, тобто
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1.2. Якщо 
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, то частинний розв'язок має вигляд:
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коли стала 
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1.3. Якщо 
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Задача 1. Визначити і записати структуру частинного розв’язку лінійного неоднорідного диференціального рівняння 
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Розв’язання. Для визначення структури частинного розв’язку лінійного неоднорідного диференціального рівняння необхідно знайти корені характеристичного рівняння для відповідного лінійного однорідного диференціального рівняння, тобто для 
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Характеристичне рівняння має вигляд:
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1) Якщо 
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. Оскільки число 0 є коренем характеристичного рівняння кратності 1, то частинний розв'язок даного лінійного неоднорідного рівняння будемо шукати у вигляді

[image: image59.wmf](

)

(

)

2

1

2

0

A

x

A

x

A

x

x

Y

+

+

=

.
2) Якщо 
[image: image60.wmf](

)

x

x

f

2

sin

=

, то маємо випадок 1.3, при цьому 
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. Отже, частинний розв'язок даного лінійного неоднорідного рівняння має вигляд
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 є коренем характеристичного рівняння кратності 1, то частинний розв'язок даного лінійного неоднорідного рівняння будемо шукати у вигляді
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4) Якщо 
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Задача 2. Визначити і записати структуру частинних розв’язків лінійних неоднорідних диференціальних рівнянь по вигляду функції 
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Задача 3. Знайти загальні розв’язки неоднорідних диференціальних рівнянь другого порядку з сталими коефіцієнтами:
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Розв’язання. Розв’яжемо відповідне однорідне диференціальне рівняння
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Характеристичне рівняння має вигляд:
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Корені характеристичного рівняння дійсні і різні 
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Оскільки 
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Отже частинний розв’язок заданого рівняння має вигляд:
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А загальний розв’язок даного рівняння буде сумою загального розв’язку відповідного однорідного і щойно отриманого частинного розв’язку, а саме
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Розв’язання. Розв’яжемо відповідне однорідне диференціальне рівняння:
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Характеристичне рівняння має вигляд:
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Корені характеристичного рівняння дійсні і різні 
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, тому запишемо загальний розв’язок однорідного рівняння
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Оскільки 
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 і число 0 є коренем характеристичного рівняння кратності 1, то відповідно до випадку 1.1 частинний розв’язок потрібно шукати у вигляді:
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Знайдемо першу і другу похідну для 
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. Знайдені вирази підставимо в дане рівняння для знаходження невизначеного коефіцієнту 
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, отримаємо:
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Отже частинний розв’язок заданого рівняння має вигляд
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А загальний розв’язок даного рівняння буде сумою загального розв’язку відповідного однорідного і щойно отриманого частинного розв’язку, а саме
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Відповідь: 1) 
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Задача 4. Знайти загальні або частинні розв’язки неоднорідних диференціальних рівнянь другого порядку з сталими коефіцієнтами:
1) 
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Задача 5. Знайти загальний розв’язок неоднорідного диференціального рівняння другого порядку з сталими коефіцієнтами:
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Розв’язання. Розв’яжемо відповідне однорідне диференціальне рівняння:
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Розв’яжемо характеристичне рівняння:
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Тоді загальний розв’язок однорідного рівняння має вигляд
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Оскільки 
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 і число 2 є коренем характеристичного рівняння кратності 1, то відповідно до випадку 1.2 частинний розв’язок потрібно шукати у вигляді:
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Знайдемо першу і другу похідну для 
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Знайдені вирази підставимо в дане рівняння для знаходження невизначеного коефіцієнту 
[image: image191.wmf]0
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, отримаємо:
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Отже частинний розв’язок заданого рівняння має вигляд
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А загальний розв’язок даного рівняння буде сумою загального розв’язку відповідного однорідного і щойно отриманого частинного розв’язку, а саме
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Відповідь: 
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Задача 6. Знайти загальні або частинні розв’язки неоднорідних диференціальних рівнянь другого порядку з сталими коефіцієнтами:
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Задача 7. Знайти частинний розв’язок неоднорідного диференціального рівняння другого порядків з сталими коефіцієнтами 
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, який задовольняє початкові умови 
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Розв’язання. Розв’яжемо відповідне однорідне диференціальне рівняння
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Характеристичне рівняння має вигляд:
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Корені характеристичного рівняння дійсні і рівні 
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, тому запишемо загальний розв’язок однорідного рівняння
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Оскільки 
[image: image231.wmf](

)

x

xe

x

f

2

=

 і число 2 є коренем характеристичного рівняння кратності 2, то відповідно до випадку 1.2 частинний розв’язок потрібно шукати у вигляді:
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Знайдемо першу і другу похідну для 
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Знайдені вирази підставимо в дане рівняння, отримаємо:
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Прирівнюючи коефіцієнти в лівій і правій частині останнього рівняння, отримаємо систему для визначення невизначених коефіцієнтів:
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Отже частинний розв’язок заданого рівняння має вигляд
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А загальний розв’язок даного рівняння буде сумою загального розв’язку відповідного однорідного і щойно отриманого частинного розв’язку, а саме
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Використовуючи початкові умови 
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. Для цього знайдемо похідну від отриманого загального розв’язку.
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Підставимо задані значення 
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 в загальний розв’язок і його похідну і отримаємо систему рівнянь для визначення сталих:
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Підставимо отримані значення 
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 в загальний розв’язок і отримаємо шуканий частинний розв’язок, який задовольняє заданим початковим умовам:
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Відповідь: 
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Задача 8. Знайти загальні розв’язки неоднорідних диференціальних рівнянь другого порядку з сталими коефіцієнтами:
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Задача 9. Знайти загальний розв’язок неоднорідного диференціального рівняння другого порядків з сталими коефіцієнтами:
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Розв’язання. Розв’яжемо відповідне однорідне диференціальне рівняння
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Характеристичне рівняння має вигляд:
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Корені характеристичного рівняння комплексно-спряжені, тому запишемо загальний розв’язок однорідного рівняння
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Оскільки 
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, то відповідно до випадку 1.1 частинний розв’язок потрібно шукати у вигляді:


[image: image291.wmf]2

2

1

0

x

A

x

A

A

Y

+

+

=

.

Знайдемо першу і другу похідну для 
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Знайдені вирази підставимо в дане рівняння, отримаємо:
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Прирівнюючи коефіцієнти в лівій і правій частині останнього рівняння отримаємо систему для визначення невизначених коефіцієнтів:
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Отже частинний розв’язок заданого рівняння має вигляд
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Загальний розв’язок даного рівняння буде сумою загального розв’язку відповідного однорідного і щойно отриманого частинного розв’язку, а саме
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Відповідь: 
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Задача 10. Знайти загальні або частинні розв’язки неоднорідних диференціальних рівнянь другого порядку з сталими коефіцієнтами:
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Задача 11. Знайти частинний розв’язок неоднорідного диференціального рівняння другого порядків з сталими коефіцієнтами 
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, який задовольняє початкові умови 
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Розв’язання. Розв’яжемо відповідне однорідне диференціальне рівняння 
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Характеристичне рівняння має вигляд:
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Корені характеристичного рівняння комплексно-спряжені, тому запишемо загальний розв’язок однорідного рівняння
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Оскільки 
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 – корінь характеристичного рівняння кратності 1, то відповідно до випадку 1.3 частинний розв’язок потрібно шукати у вигляді:
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Знайдемо першу і другу похідну для 
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Знайдені вирази підставимо в дане рівняння, отримаємо:
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Прирівнюючи коефіцієнти в лівій і правій частині останнього рівняння отримаємо систему для визначення невизначених коефіцієнтів:
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Отже частинний розв’язок заданого рівняння має вигляд


[image: image346.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

×

=

x

x

x

Y

3

sin

6

1

3

cos

0


[image: image347.wmf]Þ


[image: image348.wmf]x
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Загальний розв’язок даного рівняння буде сумою загального розв’язку відповідного однорідного і щойно отриманого частинного розв’язку, а саме
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Використовуючи початкові умови 
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, визначаємо значення сталих 
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. Для цього знайдемо похідну від отриманого загального розв’язку.
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Підставимо задані значення 
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 в загальний розв’язок і його похідну і отримаємо систему рівнянь для визначення сталих:
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Підставимо отримані значення 
[image: image365.wmf]1

C

 і 
[image: image366.wmf]2

C

 в загальний розв’язок, отримаємо шуканий частинний розв’язок, який задовольняє заданим початковим умовам:
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Відповідь: 
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Задача 12. Знайти загальні або частинні розв’язки неоднорідних диференціальних рівнянь другого порядку з сталими коефіцієнтами:
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Задача 13. Знайти загальний розв’язок неоднорідного диференціального рівняння другого порядків з сталими коефіцієнтами:
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Розв’язання. Розв’яжемо відповідне однорідне диференціальне рівняння
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Характеристичне рівняння має вигляд:
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Корені характеристичного рівняння комплексно-спряжені, тому запишемо загальний розв’язок однорідного рівняння
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Оскільки 
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 – корінь характеристичного рівняння кратності 1, то відповідно до випадку 1.3 частинний розв’язок потрібно шукати у вигляді:
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Знайдемо першу і другу похідну для 
[image: image394.wmf]Y

:


[image: image395.wmf](

)

(

)

(

)

(

+

+

-

+

+

+

+

=

¢

x

x

A

A

x

A

x

x

x

B

B

x

x

A

A

Y

sin

cos

sin

cos

1

0

1

1

0

1

0



[image: image396.wmf](

)

)

=

+

+

+

x

x

B

B

x

B

cos

sin

1

0

1



[image: image397.wmf](

)

(

)

(

)

+

+

-

+

+

+

+

=

x

x

A

x

A

x

x

A

x

x

B

B

x

x

A

A

sin

cos

sin

cos

2

1

0

1

1

0

1

0



[image: image398.wmf](

)

=

+

+

+

x

x

B

x

B

x

x

B

cos

sin

2

1

0

1



[image: image399.wmf](

)

(

)

=

-

-

+

+

+

+

+

+

+

=

x

x

A

x

A

x

B

x

B

B

x

x

B

x

B

x

A

x

A

A

sin

cos

2

1

0

1

1

0

2

1

0

1

1

0



[image: image400.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

x

x

A

x

A

B

B

x

x

B

x

B

A

A

sin

2

cos

2

2

1

0

1

0

2

1

0

1

0

-

-

+

+

+

+

+

=

;


[image: image401.wmf](

)

(

)

(

)

+

+

+

+

-

+

+

=

¢

¢

x

x

B

x

B

A

A

x

x

B

B

A

Y

sin

2

cos

2

2

2

1

0

1

0

1

0

1



[image: image402.wmf](

)

(

)

(

)

=

-

-

+

+

-

-

+

x

x

A

x

A

B

B

x

x

A

A

B

cos

2

sin

2

2

2

1

0

1

0

1

0

1



[image: image403.wmf](

)

(

)

+

-

-

+

+

+

+

=

x

x

A

x

A

B

B

x

B

B

A

cos

2

2

2

2

1

0

1

0

1

0

1



[image: image404.wmf](

)

(

)

=

-

-

+

-

+

-

-

+

x

x

A

A

B

x

B

x

B

A

A

sin

2

2

2

1

0

1

2

1

0

1

0



[image: image405.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

x

x

B

x

B

A

B

A

x

x

A

x

A

B

B

A

sin

4

2

2

cos

4

2

2

2

1

0

1

1

0

2

1

0

1

0

1

+

+

+

-

-

-

-

+

+

=

.

Знайдені вирази підставимо в дане рівняння, отримаємо:
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Прирівнюючи коефіцієнти в лівій і правій частині останнього рівняння отримаємо систему для визначення невизначених коефіцієнтів:
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Отже частинний розв’язок заданого рівняння має вигляд
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Загальний розв’язок даного рівняння буде сумою загального розв’язку відповідного однорідного і щойно отриманого частинного розв’язку, а саме
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Відповідь: 
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Задача 14. Знайти загальні розв’язки неоднорідних диференціальних рівнянь другого порядку з сталими коефіцієнтами:
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Задача 15. Знайти загальний розв’язок неоднорідного диференціального рівняння другого порядків з сталими коефіцієнтами:
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Розв’язання. Розв’яжемо відповідне однорідне диференціальне рівняння

[image: image426.wmf]0

5

6

5

=

+

¢

-

¢

¢

y

y

y

.

Характеристичне рівняння має вигляд:
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Корені характеристичного рівняння комплексно-спряжені, тому запишемо загальний розв’язок однорідного рівняння
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Оскільки 
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Знайдемо першу і другу похідну для 
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Знайдені вирази підставимо в дане рівняння, отримаємо:
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Прирівнюючи коефіцієнти в лівій і правій частині останнього рівняння отримаємо систему для визначення невизначених коефіцієнтів:
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Отже частинний розв’язок заданого рівняння має вигляд
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Загальний розв’язок даного рівняння буде сумою загального розв’язку відповідного однорідного і щойно отриманого частинного розв’язку, а саме
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Задача 16. Знайти загальні або частинні розв’язки неоднорідних диференціальних рівнянь другого порядку з сталими коефіцієнтами:
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Задача 17. Знайти загальний розв’язок неоднорідного диференціального рівняння другого порядку з сталими коефіцієнтами:
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Розв’язання. Розв’яжемо відповідне однорідне диференціальне рівняння
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Характеристичне рівняння має вигляд:
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Корені характеристичного рівняння комплексно-спряжені, тому запишемо загальний розв’язок однорідного рівняння
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Частинний розв’язок заданого рівняння будемо шукати у вигляді
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Знайдені вирази підставимо в дане рівняння, отримаємо:
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Прирівнюючи коефіцієнти в лівій і правій частині останнього рівняння отримаємо систему для визначення невизначених коефіцієнтів:
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Отже частинний розв’язок заданого рівняння має вигляд
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Загальний розв’язок даного рівняння буде сумою загального розв’язку відповідного однорідного і щойно отриманого частинного розв’язку, а саме
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Відповідь: 
[image: image501.wmf](

)

x

x

e

e

x

x

C

x

C

y

-

+

-

+

+

=

1

2

1

sin

cos

2

1

.

Задача 18. Знайти загальні або частинні розв’язки неоднорідних диференціальних рівнянь другого порядку з сталими коефіцієнтами:

1) 
[image: image502.wmf]x

e

y

y

y

x

2

cos

8

8

2

-

=

-

¢

-

¢

¢

;
2) 
[image: image503.wmf]x

e

x

y

y

3

1

2

-

-

=

¢

-

¢

¢

;

3) 
[image: image504.wmf]x

e

x

y

y

y

+

=

+

¢

-

¢

¢

3

sin

10

2

;
4) 
[image: image505.wmf]x

x

y

y

cos

3

+

=

¢

-

¢

¢


5) 
[image: image506.wmf]1

2

2

2

+

+

=

¢

-

¢

¢

x

e

y

y

x

, 
[image: image507.wmf](

)

8

1

0

=

y

, 
[image: image508.wmf](

)

1

0

=

¢

y

;

6) 
[image: image509.wmf]x

xe

x

x

y

y

3

sin

2

9

+

=

+

¢

¢

;

7) 
[image: image510.wmf]x

xe

x

y

y

2

3

2

+

=

¢

-

¢

¢

;

8) 
[image: image511.wmf]x

x

x

y

y

2

cos

cos

2

=

+

¢

¢

.

Відповідь:
1) 
[image: image512.wmf](

)

x

x

e

e

C

e

C

y

x

x

x

2

sin

2

cos

3

5

1

9

1

4

2

2

1

+

+

-

+

=

-

;

2) 
[image: image513.wmf]2

2

1

3

x

x

xe

e

C

C

y

x

x

-

-

-

+

=

;

3) 
[image: image514.wmf](

)

(

)

9

3

sin

3

cos

6

37

1

3

sin

3

cos

2

1

x

x

e

x

x

x

C

x

C

e

y

+

+

+

+

=

;

4) 
[image: image515.wmf](

)

9

6

sin

3

cos

10

1

2

3

2

1

x

x

x

x

e

C

C

y

x

-

-

+

-

+

=

;

5) 
[image: image516.wmf](

)

4

4

6

1

4

8

1

2

3

2

x

x

x

e

x

y

x

+

-

-

+

=

;

6) 
[image: image517.wmf](

)

x

e

x

x

x

x

x

C

x

C

y

3

2

1

1

3

54

1

cos

16

1

sin

4

1

3

sin

3

cos

-

+

-

+

+

=

;

7) 
[image: image518.wmf]2

2

2

1

4

3

4

3

2

x

x

xe

e

C

C

y

x

x

-

-

-

+

=

;

8) 
[image: image519.wmf]x

x

x

x

x

x

x

x

C

x

C

y

3

sin

32

3

3

cos

8

sin

4

cos

4

sin

cos

2

2

1

+

-

+

+

+

=

.

Домашнє завдання

Задача 1. Визначити і записати структуру частинних розв’язків лінійних неоднорідних диференціальних рівнянь по вигляду функції 
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Знайти загальні або частинні розв’язки неоднорідних диференціальних рівнянь другого порядку з сталими коефіцієнтами:
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