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Диференціальні рівняння.

Практичне заняття № 9.4
ІНТЕГРУВАННЯ ОДНОРІДНИХ ЛІНІЙНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ З ПОСТІЙНИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ
Лінійне однорідне диференціальне рівняння n-го порядку з постійними коефіцієнтами має вигляд
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де коефіцієнти 
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Загальний розв”язок цього рівняння має вигляд
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 – довільні сталі, а функції 
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 утворюють фундаментальну систему розв”язків (систему лінійно незалежних функцій). 


Інтегрування такого рівняння завжди можливе в елементарних функціях і зводиться до алгебраїчних операцій.
Рівняння 
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називається характеристичним рівнянням.
При розв'язуванні характеристичного рівняння можливі випадки:
1. Випадок дійсних і різних коренів.

Нехай всі корені 
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 характеристичного рівняння різні і дійсні. Кожному кореню 
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 відповідають частинні розв'язки 
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, які належать до фундаментальної системи розв’язків диференціального рівняння. Тоді загальний розв'язок диференціального рівняння (1) має вигляд
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2. Випадок кратних дійсних коренів.

Нехай кількість різних дійсних коренів менша 
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[image: image18.wmf]x

r

m

x

r

x

r

x

r

e

x

e

x

xe

e

1

1

1

1

1

1

2

,...,

,

,

-

, які належать до фундаментальної системи розв’язків диференціального рівняння. Тоді частина загального розв”язку рівняння (1), що відповідає цьому кореню має вигляд
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3. Випадок комплексних коренів.
Нехай 
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 є спряжені комплексні корені характеристичного рівняння. Тоді частина загального розв'язку рівняння (1), що відповідає цим кореням, має вигляд
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Задача 1. Знайти загальні або частинні розв’язки однорідних диференціальних рівнянь другого порядку з сталими коефіцієнтами:
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Розв’язання. Характеристичне рівняння має вигляд:
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Корені характеристичного рівняння дійсні і різні 
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Розв’язання. Характеристичне рівняння має вигляд:
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Корені характеристичного рівняння дійсні і рівні 
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Розв’язання. Спочатку знайдемо загальний розв’язок даного диференціального рівняння. Запишемо характеристичне рівняння:
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Корені характеристичного рівняння різні і комплексно-спряжені 
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Використовуючи початкові умови 
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, визначаємо значення сталих 
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. Для цього знайдемо похідну від отриманого загального розв’язку.


[image: image55.wmf](

)

(

)

=

+

-

+

+

-

=

¢

-

-

x

C

x

C

e

x

C

x

C

e

y

x

x

cos

sin

sin

cos

2

2

1

2

2

1

2



[image: image56.wmf](

)

(

)

=

+

-

+

-

-

=

-

-

x

C

x

C

e

x

C

x

C

e

x

x

cos

sin

sin

2

cos

2

2

1

2

2

1

2



[image: image57.wmf](

)

(

)

(

)

x

C

C

x

C

C

e

x

sin

2

cos

2

1

2

1

2

2

+

-

-

=

-

.

Підставимо задані значення 
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 в загальний розв’язок і його похідну і отримаємо систему рівнянь для визначення сталих:
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Підставимо отримані значення 
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 в загальний розв’язок, отримаємо шуканий частинний розв’язок, який задовольняє заданим початковим умовам:
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Задача 2. Знайти загальні розв’язки однорідних диференціальних рівнянь другого порядку з сталими коефіцієнтами:
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Задача 3. Знайти частинні розв’язки однорідних диференціальних рівнянь другого порядку з сталими коефіцієнтами, які задовольняють вказаним початковим умовам:
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Задача 4. Знайти загальні або частинні розв’язки однорідних диференціальних рівнянь вищих порядків з сталими коефіцієнтами:
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Розв’язання. Характеристичне рівняння має вигляд:
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Розв’яжемо (2):
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Отже, характеристичне рівняння має один дійсний корінь 
[image: image112.wmf]0

1

=

r

 і пару комплексно-спряжених коренів 
[image: image113.wmf]i

r

2

3

3

,

2

±

=

. Тому загальний розв’язок заданого диференціального рівняння має вигляд:
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Розв’язання. Характеристичне рівняння має вигляд:
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Отже, характеристичне рівняння має два різних дійсних кореня 
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Розв’язання. Даному диференціальному рівнянню відповідає наступне характеристичне рівняння:
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Отже, характеристичне рівняння має дві пари комплексно-спряжених коренів 
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. Тому загальний розв’язок заданого диференціального рівняння має вигляд:
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Розв’язання. Даному диференціальному рівнянню відповідає наступне характеристичне рівняння:
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Отже, характеристичне рівняння має один дійсний корінь 
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 кратності 3 і пара комплексно-спряжених коренів 
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 кратності 2. Тому загальний розв’язок заданого диференціального рівняння має вигляд:
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Розв’язання. Спочатку знайдемо загальний розв’язок даного диференціального рівняння. Запишемо характеристичне рівняння:
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Отже, характеристичне рівняння має один дійсний корінь 
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 кратності 3. Тому загальний розв’язок заданого диференціального рівняння має вигляд:
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Знайдемо першу і другу похідну від отриманого розв’язку:
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Шуканий частинний розв’язок, який задовольняє заданим початковим умовам має вигляд:
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Задача 5. Знайти загальні розв’язки однорідних диференціальних рівнянь вищих порядків з сталими коефіцієнтами:
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Домашнє завдання
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Задача 2. Знайти частинні розв’язки однорідних диференціальних рівнянь другого порядку з сталими коефіцієнтами, які задовольняють вказаним початковим умовам:
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Задача 3. Знайти загальні розв’язки однорідних диференціальних рівнянь вищих порядків з сталими коефіцієнтами:
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