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Диференціальні рівняння.

Розділ 9. Диференціальні рівняння
Практичне заняття № 9.1
ІНТЕГРУВАННЯ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 1-ГО ПОРЯДКУ (З ВІДОКРЕМЛЕНИМИ І ВІДОКРЕМЛЮВАНИМИ ЗМІННИМИ, ОДНОРІДНИХ)
1. Основні поняття.

2. Інтегрування диференціальних рівнянь з відокремлюваними змінними.
3. Інтегрування однорідних диференціальних рівнянь.

4. Інтегрування диференціальних рівнянь, які зводять до однорідних.

1. Основні поняття.
Диференціальним рівнянням називається рівняння, що зв’язує шукану функцію, її похідні і незалежну змінну. Найвищий порядок похідної в запису диференціального рівняння називається порядком цього рівняння.

В загальному вигляді диференціальне рівняння n-го порядку можна записати у вигляді
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Розв’язком (інтегралом) диференціального рівняння називається будь-яка функція, що перетворює рівняння в тотожність при підстановці в рівняння цієї функції і її похідних. Знаходження розв'язку (невідомої шуканої функції) диференціального рівняння називають інтегруванням диференціального рівняння.

Загальним розв'язком диференціального рівняння n-го порядку називається функція
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 задовольняє рівняння при будь-яких значеннях сталих 
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2) при заданих початкових умовах
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 можна підібрати таки чином, що функція 
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 буде задовольняти ці умови.

Рівняння вигляду 
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, що неявно визначає загальний розв'язок, називається загальним інтегралом диференціального рівняння.

Задача знаходження розв'язку диференціального рівняння 
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, що задовольняє початкові умови 
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, називається задачею Коші.

Частинний розв’язком (інтеграл) диференціального рівняння 
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 отримуємо з загального розв'язку (інтегралу) при 
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 – задані числа.
У випадку, коли порядок диференціального рівняння n=1, ми маємо диференціальне рівняння першого порядку у вигляді: 
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Загальний розв'язок (інтеграл) в цьому випадку буде мати вигляд:
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З геометричної точки зору графік частинного розв'язку диференціального рівняння першого порядку є деяка крива на площину хОу. Цю криву ще називають інтегральною кривою цього рівняння. Оскільки загальний розв'язок  містить в собі одну довільну сталу С, то рівняння 
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 визначає однопараметричну сім'ю кривих на площині.

Задача 1. З’ясувати, чи є розв’язком диференціального рівняння 
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Розв’язання. Знайдемо першу і другу похідні від заданої функції
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і підставимо другу похідну і функцію в задане рівняння. Отримаємо
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Оскільки остання рівність не є тотожністю, тобто 
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, то можна зробити висновок, що задана функція не є розв’язком заданого рівняння.

Висновок: Функція 
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Задача 2. З’ясувати, чи є розв’язками диференціальних рівнянь задані функції:
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Відповідь: 1) ні; 2) так; 3) ні; 4) так; 5) так; 6) так; 7) ні.

Задача 3. Показати, що для диференціального рівняння
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співвідношення 
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Розв’язання. Знайдемо першу і другу похідні від заданої функції, врахувавши, що задане співвідношення задає функцію неявно. Продифернціюємо ліву і праву частини даного співвідношення:
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Тепер продиференціюємо отриману рівність ще один раз
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Першу і другу похідні підставимо в задане диференціальне рівняння. Отримаємо
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Отримали тотожність, отже, задане співвідношення є інтегралом заданого диференціального рівняння.

Висновок: Співвідношення 
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Задача 4. Показати, що для заданих диференціальних рівнянь задані співвідношення є інтегралами:
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Задача 5. Скласти диференціальне рівняння сім’ї кривих 
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Розв’язання. Потрібно виключити параметри 
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[image: image108.wmf]x

x

e

C

e

C

y

-

-

=

¢

2

2

1

2

;


[image: image109.wmf]x

x

e

C

e

C

y

-

+

=

2

2

1

.

Складемо систему
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Задача 6. Скласти диференціальне рівняння заданих сімей кривих:
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Використаємо початкові умови
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Задача 8. Для заданих сімей кривих знайти лінії, які задовольняють задані початкові умови:
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2. Інтегрування диференціальних рівнянь з відокремлюваними змінними.

Диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними в загальному випадку мають вигляд
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Інтегруючи останнє, отримаємо загальний інтеграл рівняння
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Задача 9. Знайти загальний інтеграл диференціального рівняння
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Розв’язання.
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Задача 10. Знайти загальні інтеграли диференціальних рівнянь:
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Задача 11. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння
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Задача 12. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння
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Задача 13. Знайти загальні розв’язки диференціальних рівнянь:
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Задача 14. Знайти частинний інтеграл диференціального рівняння
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Кожен з інтегралів знайдемо окремо:
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Отримаємо загальний інтеграл даного диференціального рівняння
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Використовуючи початкову умову 
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При цьому значенні 
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Задача 15. Знайти частинні інтеграли диференціальних рівнянь, які задовольняють задані початкові умови:
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Задача 16. Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння
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Отже, функція 
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Задача 17. Знайти частинні розв’язки диференціальних рівнянь, які задовольняють задані початкові умови:
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3. Інтегрування однорідних диференціальних рівнянь.
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Однорідні рівняння зводяться до рівнянь з відокремлюваними змінними за допомогою підстановки

[image: image366.wmf]ux

y

=

,
де 
[image: image367.wmf]u
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Задача 18. Знайти загальний розв’язок однорідного диференціального рівняння
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Розв’язання. Покажемо, що функції 
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Тому диференціальне рівняння є однорідним. Розв’яжемо його відносно похідної:
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Задача 19. Знайти загальні інтеграли або загальні розв’язки однорідних диференціальних рівнянь:
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Задача 20. Знайти частинний інтеграл однорідного диференціального рівняння   
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Розв’язання. Розв’яжемо дане рівняння відносно похідної:
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Отже, частинний інтеграл має вигляд:
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Задача 21. Знайти частинні розв’язки або інтеграли однорідних диференціальних рівнянь, які задовольняють заданим початковим умовам:
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4. Інтегрування диференціальних рівнянь, які зводять до однорідних.

Диференціальне рівняння виду
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Задача 22. Знайти загальний інтеграл диференціального рівняння
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Отримали однорідне диференціальне рівняння, оскільки функція 
[image: image497.wmf](

)

z

t

z

t

z

t

f

+

+

=

2

2

,

 є функцією нульового виміру відносно змінних 
[image: image498.wmf]t

 і 
[image: image499.wmf]z

. Введемо нову змінну 
[image: image500.wmf]t

z

u

=

, 
[image: image501.wmf]u

t

dt

du

dt

dz

+

=

. Тоді

[image: image502.wmf]ut

t

ut

t

u

t

dt

du

+

+

=

+

2

2


[image: image503.wmf]Þ


[image: image504.wmf]u

u

u

t

dt

du

-

+

+

=

2

2

1


[image: image505.wmf]Þ


[image: image506.wmf]u

u

t

dt

du

+

-

=

2

1

2


[image: image507.wmf]Þ



[image: image508.wmf]dt

u

u

tdu

+

-

=

2

1

2


[image: image509.wmf]Þ


[image: image510.wmf](

)

t

dt

u

du

u

=

-

+

2

1

2


[image: image511.wmf]Þ


[image: image512.wmf](

)

C

t

dt

u

du

u

ln

1

2

2

+

=

-

+

ò

ò


[image: image513.wmf]Þ



[image: image514.wmf](

)

C

t

dt

u

u

d

u

du

ln

2

1

1

1

2

1

1

2

2

2

2

+

=

-

-

-

-

-

ò

ò

ò


[image: image515.wmf]Þ


[image: image516.wmf]C

t

u

u

u

ln

2

1

ln

1

ln

2

1

1

1

ln

2

+

=

-

-

+

-

-


[image: image517.wmf]Þ



[image: image518.wmf]C

t

u

u

u

ln

ln

2

1

ln

1

1

ln

2

2

+

=

-

-

+

-

-


[image: image519.wmf]Þ


[image: image520.wmf]C

t

u

u

u

ln

ln

1

ln

1

1

ln

2

2

2

+

=

-

-

+

-

-


[image: image521.wmf]Þ



[image: image522.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

2

2

ln

1

1

1

ln

Ct

u

u

u

=

+

-

-

-


[image: image523.wmf]Þ


[image: image524.wmf](

)

2

3

ln

1

1

ln

Ct

u

u

=

-

+


[image: image525.wmf]Þ



[image: image526.wmf](

)

2

3

1

1

Ct

u

u

=

-

+


[image: image527.wmf]Þ


[image: image528.wmf]2

3

1

1

Ct

t

z

t

z

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+


[image: image529.wmf]Þ


[image: image530.wmf](

)

(

)

2

3

3

Ct

t

z

t

t

t

z

=

-

+


[image: image531.wmf]Þ



[image: image532.wmf](

)

C

t

z

t

z

=

-

+

3


[image: image533.wmf]Þ


[image: image534.wmf]1

-

=

x

t

, 
[image: image535.wmf]1

+

=

y

z

.
Отже, загальний інтеграл має вигляд
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Задача 23. Знайти частинний інтеграл диференціального рівняння, яке зводиться до однорідного:
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Домашнє завдання

Задача 1. З’ясувати, чи є розв’язками заданих диференціальних рівнянь задані функції:
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Задача 2. Показати, що для заданих диференціальних рівнянь задані співвідношення є інтегралами:
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Задача 3. Скласти диференціальне рівняння заданих сімей кривих:
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Задача 4. Для заданих сімей кривих знайти лінії, які задовольняють задані початкові умови:
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Задача 5. Знайти загальні інтеграли диференціальних рівнянь:
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Задача 6. Знайти загальні розв’язки диференціальних рівнянь:
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Задача 7. Знайти частинні інтеграли диференціальних рівнянь, які задовольняють задані початкові умови:
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Задача 8. Знайти частинні розв’язки диференціальних рівнянь, які задовольняють задані початкові умови:
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Задача 9. Знайти загальні інтеграли (або загальні розв’язки) однорідних диференціальних рівнянь:
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Задача 10. Знайти частинні розв’язки (або інтеграли) однорідних диференціальних рівнянь, які задовольняють заданим початковим умовам:
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Задача 11. Знайти загальні інтеграли диференціальних рівнянь, які зводяться до однорідних:
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