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Диференціальне числення функції однієї змінної

§ 21. Опуклості та точки перегину графіка функції.

Асимптоти графіка функції

21.1. Опуклість і вгнутість кривої. Точки перегину

Розглянемо на площині криву 
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Означення 1.  Крива 
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 називається опуклою на інтервалі 
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 дуга кривої міститься нижче дотичної, яка проведена до будь-якої точки інтервала 
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 дуга кривої міститься вище дотичної, яка проведена до будь-якої точки інтервала 
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Означення 2.  Точки, які відокремлюють опуклу частину неперервної кривої від вгнутої, називається точками перегину кривої (рис. 21.3).

Зауваження 1.  У точках перегину дотична перетинає криву.

Теорема 1. (необхідна умова вгнутості).

Якщо функція 
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 двічі диференційована, а її графік на цьому інтервалі вгнутий, то в будь-якій точці цього інтервалу друга похідна більше нуля, тобто 
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Рис. 21.3

Дамо геометричну інтерпретацію цієї теореми:

Нехай крива 
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 (рис 21.4). Розглянемо точки 
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Але тангенс кута нахилу дотичної до графіка функції дорівнює значенню похідної в точці дотику. Тому
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З (21.1) випливає, що похідна 
[image: image28.wmf])

(

'

x

f

 на інтервалі 
[image: image29.wmf])

,

(

b

a

 є зростаючою функцією. Тоді за теоремою 1 (необхідна умова зростання функції), якщо функція зростає, то її 
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Теорема 2. (необхідна умова опуклості).


Якщо функція 
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 двічі диференційована, а її графік опуклий, то  будь-якій точці цього інтервалу друга похідна від”ємна, тобто 
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 зростає (рис. 21.5). Тангенси цих кутів нахилу також спадають, тоді
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З (21.2) маємо, що похідна 
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 спадає. Тоді за теоремою 2 про необхідну умову спадання маємо, що друга похідна 
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Теорема 3. (достатня умова вгнутості).

Якщо в усіх точках інтервалу 
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Доведення.  За умови теореми 
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. За теоремою про достатню умову зростання це означає, що перша похідна 
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 на цьому інтервалі зростає, тобто має місце співвідношення (21.1). Тоді графік функції 
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Теорема 4.  (достатня умова опуклості).

Якщо в усіх точках інтервалу 
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Доведення. За умови 
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. За теоремою про достатню умову спадання, це означає, що перша похідна 
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Нехай 
[image: image56.wmf])

,

(

0

0

0

y

x

M

 є точка перегину графіка функції 
[image: image57.wmf])

(

x

f

 (рис. 21.3). Для визначеності покладемо, що лівіше від цієї функції графік вгнутий, а правіше – опуклий. Тоді зліва від точки 
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Твердження 1.  точка перегину є точкою екстремуму першої похідної.

Для знаходження точок перегину можна скористатися тими ж умовами, які ми розглядали для функції 
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Необхідна ознака точки перегину.

Якщо 
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Достатня ознака точки перегину.

Якщо 
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Для відшукання точок перегину графіка функції 
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1. знайти другу похідну 
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2. провести дослідження знаку другої похідної в околі кожної критичної точки другого роду. Нехай 
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Приклад 1.   Знайти точки перегину і визначити інтервали опуклості і вгнутості кривої 
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Розв’язання.  

1) знайдемо другу похідну: 
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Визначимо критичні точки другого роду: 
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      2) ця точка розбиває область існування даної функції на два інтервали 
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21.2.   Асимптоти графіка функції


Якщо змінна точка 
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Означення 3.  Пряма називається асимптотою кривої 
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 кривої до цієї прямої при  віддаленні точки 
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 у нескінченність прямує до нуля (рис. 21.6 – 21.8).

Якщо асимптота паралельна осі ординат 
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 кут, який  відрізняється від прямого, то вона називається похилою (рис. 21.8).
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                         Рис. 21.6                                                              
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Рис. 21.8
Вертикальні асимптоти.

Для відшукання вертикальних асимптот треба знайти ті значення аргументу, при яких функція необмежено зростає за абсолютною величиною.
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Приклад 2.  Знайти вертикальну асимптоту графіка функції 
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Якщо кут нахилу асимптоти до осі 
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Ордината точки 
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Визначивши кутовий коефіцієнт асимптоти з (21.7), можна знайти параметр 
[image: image133.wmf]b

 з рівності (21.6). Дійсно
                                           
[image: image134.wmf][

]

kx

x

f

b

x

-

=

¥

®

)

(

lim

                                                 (21.8)
Таким чином, якщо крива 
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Приклад 3.  Знайти асимптоти графіка функції 
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Отже, пряма 
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 є похила асимптота (рис. 21.9).
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Рис. 21.9

§ 22.  Дослідження функції і побудова графіка


Нехай необхідно побудувати графік функції 
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, за виключенням лише скінченого числа точок, де похідна є нескінченна або не існує. Тоді методи диференціального числення дають можливість встановити деяке число „особливих” точок, які характерні тільки для шуканого графіка.  За цими „особливими” точками можна побудувати графік функції з достатньою точністю. Це робиться в такій послідовності:

1. Знаходимо область визначення функції 
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 і проміжки, де вона неперервна; знаходимо точки розриву функції  та односторонні границі функції у цих точках.

2. Перевіряємо парність, непарність, періодичність функції.

3. Знаходимо точки перетину графіка функції з осями координат 
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4. Будуємо інтервали знакосталості функції; в область визначення функції вносимо точки, одержані при розв’язуванні рівняння 
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5. Досліджуємо функцію на екстремум:
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б) будуємо інтервали монотонності; в область визначення функції вносимо точки, одержані при розв’язанні рівнянь 
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в) знаходимо величини максимумів і мінімумів функції.

      6. Досліджуємо функцію на опуклість і вгнутість:
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[image: image171.wmf]0

=

¢

¢

y

, 
[image: image172.wmf]¥

=

¢

¢

y

 або 
[image: image173.wmf]y

¢

¢

 не існує;

б) будуємо інтервали опуклості, вгнутості; в область визначення вносимо абсциси точок,  одержаних при розв’язанні рівнянь 
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в) знаходимо ординати точок перегину. Проміжки області визначення, на яких графік функції опуклий або вгнутий відокремлюються один від другого точками, де друга похідна дорівнює нулю або не існує. Якщо в такій точці 
[image: image176.wmf]0

x

 змінюється напрям опуклості (опуклість змінюється на вгнутість або навпаки), то точка графіка з абсцисою 
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      7. Визначаємо вертикальні та невертикальні асимптоти графіка функції і розміщення гілок кривої відносно асимптот.
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Невертикальні (горизонтальні або похилі) асимптоти визначаються рівнянням:
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Треба пам’ятати, що можливі різні значення цих границь, коли 
[image: image185.wmf]+¥

®

x

 і 
[image: image186.wmf]-¥

®

x

. Якщо 
[image: image187.wmf]0

=

k

, та існує скінченна границя 
[image: image188.wmf]b

x

f

x

=

±¥

®

)

(

lim

, то 
[image: image189.wmf]b

y

=

 є горизонтальна асимптота.

       8. Будуємо графік. У разі потреби обчислюємо додаткові точки графіка. Дослідження дає змогу будувати графіки поінтервально.

Приклад 1.  Побудувати графік функції 
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Розв’язання. 1. Функція визначена та неперервна в проміжках 
[image: image191.wmf](

)

(

)

¥

+

-

È

-

¥

-

Î

,

1

1

,

x

. У точці 
[image: image192.wmf]1

-

=

x

 вона не визначена і має розрив. Дослідимо поведінку функції в околі точки 
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Значення цих однобічних границь свідчать про те, що в цій точці розрив ІІ роду. А це, в свою чергу, означає, що пряма 
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2. Перевіримо функцію на парність і непарність:
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. Отже ніякої симетрії немає, крім того функція не періодична.

3. Шукаємо точки перетину графіка функції з осями координат:
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 є точкою перетину графіка з віссю 
[image: image201.wmf]Oy

;


[image: image202.wmf]0

)

(

=

x

f

; 
[image: image203.wmf](

)

(

)

1

0

1

1

2

3

=

Þ

=

+

-

x

x

x

. Точка 
[image: image204.wmf](

)

0

;

1

 є точкою перетину рафіка з віссю 
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4. Визначимо інтервали знакосталості:
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5. Визначимо абсциси стаціонарних точок. Для цього знайдемо похідну 
[image: image210.wmf])

(

x

f

y

¢

=

¢

 і розв’яжемо рівняння 
[image: image211.wmf]0

=

¢

y

. Маємо


[image: image212.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0

1

5

1

1

5

1

3

2

3

2

=

+

+

-

=

¢

Þ

+

+

-

¢

x

x

x

y

x

x

x

y

.

Похідна перетворюється на нуль при 
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 – функція монотонно спадає. При переході зліва на право через стаціонарну точку 
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 і функція монотонно зростає. В стаціонарній точці 
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6.  Визначимо інтервали опуклості, вгнутості та точки перегину графіка функції. Для цього знайдемо другу похідну: 
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Розв’яжемо рівняння 
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Дослідимо характер точки 
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7. Знайдемо похилі асимптоти  та їхні рівняння 
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Отже, рівняння похилої асимптоти:
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8. Проведемо допоміжні обчислення і одержані результати зведемо в таблицю
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Тепер будуємо графік з урахуванням асимптот.
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Рис. 22.1

Приклад 2. Побудувати графік функції 
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1.  Підкореневий вираз повинен бути невід’ємним, тобто 
[image: image269.wmf]0

3

³

-

a

x

x

. Отже, функція визначена та неперервна, коли 
[image: image270.wmf](

)

¥

+

È

-¥

Î

,

]

0

,

(

a

x

. У точці 
[image: image271.wmf]a

x

=

 функція не визначена. В околі точки 
[image: image272.wmf]a

x

=

 справа маємо: 
[image: image273.wmf]+¥

=

+

®

)

(

lim

0

x

f

a

x

. Це означає, що в цій точці  є розрив ІІ роду, тобто пряма 
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2. Функція 
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8. Проведемо допоміжні обчислення і одержані результати зведемо в таблицю
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На основі одержаних результатів будуємо графік.
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