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Інтегральне числення функції однієї змінної.

Практичне заняття № 6.3

ІНТЕГРУВАННЯ ДЕЯКИХ ІРРАЦІОНАЛЬНИХ І ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ ФУНКЦІЙ

1. Інтегрування деяких ірраціональних функцій.

2. Підстановки Ейлера.

3. Підстановки Чебишева (інтегрування диференціальних біномів).

4. Інтегрування тригонометричних функцій.

1. Інтегрування деяких ірраціональних.

Інтеграл виду   
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 зводиться до інтегралів від раціональних функцій за допомогою підстановки 
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Задача 1. Знайти інтеграли:

1) 
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Розв’язання: У підінтегральну функцію входять радикали з різними показниками. Перепишемо його у вигляді радикалів з однаковим показником:   
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Зробимо заміну 
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Тоді отримаємо наступний інтеграл:
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Відповідь:  
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Розв’язання: Зробимо заміну 
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Повертаємось до нашого інтеграла:
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В останньому інтегралі розкладемо підінтегральну функцію на суму простих дробів.
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Отримаємо наступну систему.
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Отже даний дріб можна подати у вигляді:      
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Тоді: 
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 EMBED Equation.3  [image: image28.wmf]C
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Остаточно: 
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Відповідь: 
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Задача 2. Знайти інтеграли:

1)
[image: image31.wmf]dx

x

x

x

x

x

ò

+

+

+

)

1

(

3

3

2

;             2)
[image: image32.wmf]dx

x

x

x

ò

-

+

-

2

1

2

1

2

1

1

;                  3)
[image: image33.wmf]ò

+

+

3

1

1

x

dx

;

4)
[image: image34.wmf]dx

x

x

x

ò

-

3

3

2

3

;                  5)
[image: image35.wmf]dx

x

x

x

x

ò

+

+

-

+

-

-

1

1

1

1

.

Відповідь: 1)
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2. Підстановки Ейлера

Інтеграл виду 
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зводиться до інтегралу від раціональної функції за допомогою підстановок Ейлера:
1) якщо 
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Задача 3. Знайти інтеграли:  
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Розв’язання:  Скористаємось першою підстановкою Ейлера. Маємо:
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Тоді:
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Розкладемо підінтегральну функцію на прості дроби.
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Тоді отримаємо:
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Остаточно маємо:

[image: image67.wmf]=

+

+

-

+

+

-

-

-

+

+

=

+

+

+

+

-

ò

C

x

x

x

x

x

x

dx

x

x

x

x

x

1

1

ln

2

1

2

1

2

ln

1

1

1

2

2

2

2



[image: image68.wmf]C

x

x

x

x

x

x

+

+

-

+

+

-

-

+

+

=

2

2

2

)

1

1

(

1

2

1

2

ln


Відповідь: 
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Розв’язання:   Скористаємось третьою підстановкою Ейлера. 

Маємо: 
[image: image71.wmf]Þ

-

=

-

+

-

t

x

x

x

)

1

(

2

3

2

 
[image: image72.wmf]Þ

-

=

-

+

-

2

2

2

)

1

(

2

3

t

x

x

x

  
[image: image73.wmf]Þ

-

=

-

-

-

2

2

)

1

(

)

2

)(

1

(

t

x

x

x

  
[image: image74.wmf]Þ

-

=

-

-

2

)

1

(

)

2

(

t

x

x

  
[image: image75.wmf]Þ

-

-

=

-

-

2

2

2

t

xt

x

   
[image: image76.wmf]Þ

+

=

+

2

)

1

(

2

2

t

t

x

  
[image: image77.wmf]1

2

2

2

+

+

=

t

t

x

.


[image: image78.wmf]1

3

2

1

1

2

1

1

2

1

2

2

2

2

2

2

2

+

+

=

+

+

+

+

=

+

+

+

=

+

t

t

t

t

t

t

t

x

;      
[image: image79.wmf]1

1

1

1

2

1

1

2

1

2

2

2

2

2

2

+

=

+

-

-

+

=

-

+

+

=

-

t

t

t

t

t

t

x

.


[image: image80.wmf]dt

t

t

dt

t

t

t

t

dt

t

t

t

t

t

dx

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

)

1

(

2

)

1

(

)

2

1

(

2

)

1

(

)

2

(

2

)

1

(

2

+

-

=

+

-

-

+

=

+

+

-

+

=


Підставимо отримані вирази в наш інтеграл і отримаємо:
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Відповідь:  
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Задача 4. Знайти інтеграли, користуючись підстановкою Ейлера:
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3. Підстановки Чебишева (інтегрування диференціальних біномів)

Вираз виду 
[image: image94.wmf]p

n

m

bx

a

x

)

(

+

 , де  
[image: image95.wmf]0

,

0

,

,

,

,

,

¹

¹

Î

Î

b

a

R

b

a

Q

p

n

m

 називається диференціальним біномом.

Інтеграл 
[image: image96.wmf]dx

bx

a

x

p

n

m

ò

+

)

(

  зводиться до раціональної функції  за допомогою підстановок:

1) 
[image: image97.wmf]Z

p

Î

  тоді   
[image: image98.wmf]s

t

x

=

 ,  де  
[image: image99.wmf]s

 - найменший спільний знаменник дробів  
[image: image100.wmf]n

m

i

;

2) 
[image: image101.wmf]Z

n

m

Î

+

1

  тоді   
[image: image102.wmf]r

n

t

bx

a

=

+

 ,  де  
[image: image103.wmf]r

 - знаменник дробу  
[image: image104.wmf]p

;

3) 
[image: image105.wmf]Z

p

n

m

Î

+

+

1

  тоді   
[image: image106.wmf]r

n

t

b

ax

=

+

-

 ,  де  
[image: image107.wmf]r

 - знаменник дробу  
[image: image108.wmf]p

;
Задача 5. Знайти інтеграли:
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Розв’язання: Видно, що підінтегральний вираз, є диференціальним біномом. Перепишемо його у вигляді 
[image: image110.wmf]p

n

m

bx

a

x

)

(

+

. 

Отримаємо:   
[image: image111.wmf]10

4

1

2

1

10

4

)

1

(

)

1

(

1

-

-

+

=

+

x

x

x

x

, тоді: 
[image: image112.wmf]10

4

1

,

2

1

-

=

=

-

=

p

n

m

 
Перевіримо якою з підстановок необхідно скористатися.
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Відповідь: 
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Розв’язання: Подамо підінтегральний вираз у вигляді 
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Перевіримо якою з підстановок необхідно скористатися.
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Відповідь:
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Розв’язання:  Подамо підінтегральну функцію у вигляді 
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Перевіримо якою з підстановок необхідно скористатися.
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Відповідь:   
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Задача 6. Знайти інтеграли використовуючи підстановки Чебишева:
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4. Інтегрування тригонометричних функцій

Інтеграл виду 
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Задача 7. Знайти  інтеграл  
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Розв’язання: Застосуємо універсальну тригонометричну  підстановку   
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Відповідь: 
[image: image169.wmf]C

x

tg

+

+

-

2

2

1

.
Зауваження:
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Задача 8. Знайти інтеграли :
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Розв’язання: Даний інтеграл можна обчислити, скориставшись підстановкою 
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Відповідь:  
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Розв’язання: Підінтегральна функція непарна відносно 
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Відповідь:   
[image: image240.wmf]C

x

x

x

+

+

-

9

7

5

sin

9

1

sin

7

2

sin

5

1

;    

4)  
[image: image241.wmf]dx

x

ò

6

cos

.     

Розв’язання: Застосуємо формули для пониження степеня: 
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Розв’язання: Послідовно виконаємо наступні дії: 
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Задача 9. Знайти інтеграли:
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Домашнє завдання

Задача 1. Знайти інтеграли:
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Задача 2. Знайти інтеграли, використовуючи підстановки Чебишева:
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Задача 3.  Знайти інтеграли, використовуючи підстановки Ейлера: 
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Задача 4. Знайти інтеграли? використовуючи потрібні тригонометричні підстановки:
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