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Функції кількох змінних


Глава 5
ФУНКЦІЇ КІЛЬКОХ ЗМІННИХ

 § 23. Функції кількох змінних

23.1.  Поняття функціональної залежності між кількома змінними

У різних розділах математики і фізики є співвідношення, в яких беруть участь кілька змінних величин. Так, наприклад, з курсу геометрії відомо, що об’єм циліндра V обчислюється за формулою V=(R2H, де R - радіус основи циліндра, Н – його висота. Ця формула дає найпростіший приклад числової функції двох змінних – об’єм залежить як від радіуса основи циліндра, так і від його висоти.


З курсу фізики відомо формулу Клапейрона pV=RT,  яка зв’язує три фізичні характеристики стану газу: тиск р, питомий об’єм V і абсолютну температуру Т (R - універсальна газова стала). Задаючи дві з трьох зазначених величин, можна знайти цілком певне значення третьої величини. Отже при використанні цієї формули ми знову маємо справу з поняттям функції кількох незалежних змінних.


Взагалі, вивчаючи фізичний стан будь-якого тіла, часто спостерігаємо зміну його властивостей від точки до точки. Це можуть бути: щільність, температура, електричний потенціал тощо. Всі ці величини суть функції точки, тобто функції від координат точки М(x, y, z). Якщо фізичний стан тіла змінюється за часом, то до цих незалежних змінних x, y, z додається ще час t. В цьому випадку ми маємо справу з функціями від 4-х незалежних змінних.

23.2 . Функція і область її визначення

Рівняння у вигляді

                                      u=x+y,      u=x2y3,       або      u=ln(1-x2-y2)

приводять у відповідність кожній парі чисел (x, y) одне значення функції u.  В перших двох прикладах значення функції u відповідає будь-якій парі чисел (x, y), а в третьому прикладі закон відповідності має зміст лише для таких систем значень (x, y), які задовольняють нерівності x2+y2<1.  
В усіх цих випадках кажуть, що u є функцією незалежних змінних  (або аргументів) x i y. 
Означення 1.  Змінна u називаються функцією двох незалежних змінних х  і  у, заданою на множині G впорядкованих пар чисел, якщо кожній упорядкованій парі чисел (х,  у) з G за деяким правилом або законом ставиться у відповідність одне  певне значення змінної u з області U. Символічно функція позначають так 

u=f(x, y).

Означення 2.  Множина G упорядкованих пар чисел (х,  у) називається областю визначення функції u, а множина U всіх можливих значень змінної  u - множиною значень функції.

Змінна u називається залежною змінною, або функцією, а змінні х, у називаються її аргументами.


Аналогічно формулюється означення функції кількох змінних.


Означення 3.  Якщо кожному упорядкованому набору значень (x1, x2, …, xn) із деякої заданої множини G відповідає певне значення величини u з множини U, то кажуть, що u є функція від n змінних x1, x2, …, xn і пишуть      u=g (x1, x2, …, xn).


Наприклад, об’єм прямокутного паралелепіпеда u=xyz є функцією довжин трьох його ребер x, y, z; магнітне схилення є функцією  довготи, широти і часу; сумa u= x1+ x2 + …+ xn  є функцією своїх n доданків x1, x2, …, xn.


У випадку функції двох аргументів u=f(x, y) пару значень (х, у) зображають точкою M площини, яка має координати х  і  у відносно деякої  прямокутної системи координат. Ми будемо інколи  називати цю величину u функцією точки M, вважаючи точку M аргументом функції, тобто u= f(M). У функцій u=x+y і u=x2y2  ця точка – аргумент може  проходити всю площину хOу. У функції u=ln(1-x2-y2) точка – аргумент повинна залишатися в крузі x2+y2(1,  де виконується умова x2+y2<1. В цьому випадку функція задана тільки у внутрішній області круга.


Аргументи функції кількох  змінних можуть змінюватися або дискретно, або неперервно. У подальшому ми будемо розглядати тільки агрументи, що змінюються неперервно. Наприклад, точці (х, у) буде дозволено змінюватися в певній області G площини хОу. Ця область виконує ту ж саму роль, що і інтервал для функції однієї змінної. Такою областю G двох незалежних змінних може бути вся площина хОу.  Область G може складатися з частини площини, яка обмежена однією замкненою кривою G, яка не перетинає сама себе (однозв’язна область; рис.23.1);
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                         Рис.23.1                                                       Рис.23.2                                 

Область G може бути обмежена кількома замкненими кривими. В останньому випадку вона називається багатозв”язною областю, причому число межевих (граничних) замкнених кривих називається степенем зв”язності або  просто зв”язністю області. На рис. 23.2 показана трьохзв”язна область.


При вивченні функції двох змінних  найчастіше  зустрічаються області таких типів:

1. Прямокутна область R  (рис. 23.3), яка задана двома нерівностями 

R={a ( x ( b;    c ( y ( d}
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                      Рис.23.3                                                           Рис.23.4                                

В такій області кожна незалежна  змінна обмежена певним інтервалом, а точка – аргумент (х,  у) пробігає прямокутник зі сторонами, які паралельні  вісям координат.

2. Кругова область (рис. 23.4) задається нерівністю G={(x-()2+(y-()2( r2}, в якій  точка – аргумент (х,  у)  пробігає всі точки круга радіуса r з центром ((, ().


Для функцій трьох змінних  точка – аргумент неперервно змінюється в просторовій області. Ця область може бути прямокутним паралелепіпедом і визначатися трьома нерівностями: 

                        a1 ( x ( a2;      b1 ( y ( b2;     c1 ( z ( c2,   
або  сферичною областю, яка характеризується однією нерівністю:

                                          (x-()2+(y-()2+(z-()2( r2 .

23.3.   Найпростіші типи функцій

Аналогічно, як і для функції однієї змінної, найпростішими є цілі раціональні функції або многочлени. Загальний многочлен першого степеня, який залежить від 2-х змінних має такий вигляд: u=ax+by+c, де  а, b, c - сталі. Загальний вид многочлена другого степеня такий u=Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F. Частка двох многочленів називається дробово-раціональною функцією. Найпростіша – дробово-лінійна функція:
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   дає нам приклад ірраціональної функції.

Приклади. Знайти область G визначення функції та дати її геометричну інтерпретацію:
1. z=x2+y2. Ця функція z визначена на всій площині хОу.

2. 
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. Функція z визначена в замкненому крузі  x2+y2(1, 

     так як    1-x2-y2(0.  

3. 
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. Функція z визначена кільки у внутрішній області круга  x2+y2<1,  так як 1-x2-y2>0.  

4.  
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.   Функція z визначена для тих значень х  і  у,  які  задовольняють нерівностям –a(x(а;  –b(y(b, тобто функція визначена в прямокутнику 
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23.4.   Геометричне зображення функцій

Аналогічно тому, як функцію однієї змінної зображають за допомогою кривої на площині, функцію двох змінних зображають геометрично за допомогою поверхонь. Таке зображення виконується наступним чином:  в прямокутній декартовій системі координат у просторі кожній точці Р(x, y)  площини з області визначення функції G відносять точку М(x, y, z) з третьою координатою z=f(x, y). Коли точка Р(x, y) оббігає область G, то відповідна точка М оббігає в просторі деяку поверхню. Цю поверхню й приймають за геометричне зображення функції.

Наприклад, функції 
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 відповідає напівсфера радіуса 1 з центром в початку координат, яка лежить над площиною хОу. Функції z=x2+y2 відповідає параболоїд обертання, який утворюється параболою z=x2 при її обертанні навколо вісі Oz. Функції z=x2-y2 відповідає  гіперболічний параболоїд. Лінійна функція z=ax+by+c зображується площиною у просторі.

Але якщо ми маємо справу з трьома або більшою кількістю незалежних змінних, наочне зображення вже не може допомогти. У випадку функції двох змінних краще робити всі міркування, залишаючись в площині хОу, оскільки на площині зручно проводити всі геометричні  побудови. Існує інший метод геометричного зображення функцій – метод ліній рівня.
23.5 .  Лінії рівня

В площині хОу виділяють всі точки, в яких функція z=f(x, y) приймає постійне значення, наприклад z=k. Геометричне місце таких точок і представляє собою так звану лінію рівня, яка відповідає заданому постійному значенню функції.  Цю лінію можна отримати, коли перетинати поверхню z=f(x, y) площиною z=k, яка паралельна площині хОу, і спроектувати лінію перетину ортогонально на площину хОу.  Система цих ліній рівня, які помічені відповідними значеннями k1,…, kn,…  рівня (висоти) k, дає уявлення як змінюється функція.

Рівню k дають послідовно значення, які складають арифметичну прогресію, наприклад k=nh, де n=0, 1, 2, ... Тоді відстань між лініями рівня з суміжними номерами n дозволяє робити висновки про крутизну поверхні      z=f(x, y), тому що між двома сусідніми лініями значення функції змінюється на одну і ту ж величину k. Тому там, де лінії рівня підходять близько одна до одної поверхня круто піднімається, або падає; там, де відстань між лініями рівня з сусідніми номерами n велика, поверхня більш полога. За цим принципом будуються  карти геологічного або топографічного рельєфу.

Так, за цим методом лінійна функція z=ax+by+c зображається системою паралельних прямих ax+by+c=k в якості ліній рівня. А для функції z=x2+y2 системою ліній рівня є сім’я концентричних кіл x2+y2=k.

Метод зображення функції z=f(x, y) системой ліній рівня може бути застосован і для функції  трьох змінних.

Нехай в просторі  є область G, де задана функція u=u(x, y, z). В цьому випадку кажуть, що задано скалярне поле. Якщо, наприклад, u(x, y, z) означає температуру в точці M(x, y, z), то кажуть задано скалярне поле температур. Якщо область G  заповнена рідиною або газом і u(x, y, z)  є тиск, то ми маємо скалярне поле тиску.
Розглянемо точки області G, в яких функція u(x, y, z) має стале значення с, тобто u(x, y, z)=c. Сукупність цих точок утворює деяку поверхню. Якщо  візьмемо інше значення с, то отримаємо іншу поверхню. Ці поверхні називають поверхнями рівня.

Всі основні поняття теорії функції однієї змінної такі, як границя функції, неперервність, диференційовність узагальнюються і для функцій кількох незалежних змінних.

23.6 .  Границя  і неперервність  функцій кількох змінних

Нехай функція z=f(x, y) визначена в деякій області G площини хОу. 


Означення 4.   Число А називається границею функції f(x, y), коли точка М(х, у) прямує до точки М0(х0, у0), якщо для будь–якого числа (>0 існує таке число r >0, що для всіх точок М(х, у), для яких виконується нерівність 
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Зауважимо, що всі правила граничного перехода, які застосовуються  для функції однієї змінної, без всяких змін переносяться на випадок функції кількох змінних.


Означення 5.   Нехай точка М0(х0, у0) належить області визначення функції f(x, y). Функція z=f(x, y) називається неперервною в точці М0(х0, у0), якщо має місце рівність
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причому точка M(x, y) прямує до точки М0(х0, у0) довільним чином і залишається в області визначення функції.


Таким чином, якщо функція неперервна в точці (х0, у0), то її границя дорівнює значенню функції в граничній точці.


Позначимо x=x0+(x,   y=y0+(y, тоді рівність (23.1.) запишемо так
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Означення 6.   Повним приростом функції z=f(x, y)  в данній точці М0(х0,у0), яка належить області визначення функції f(x, y), називається різниця (z=f(x0+(x, y0+(y)-f(x0, y0),де (x i (y  - прирости аргументів. 
Використаємо означення 6 і перепишемо формулу (23.1.2) у вигляді 
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Означення 7.  Функція, яка неперервна в кожній точці деякої області, називається неперервною в області.

Геометрично неперервність функції z=f(x, y) означає, що її поверхня представляє собою суцільну поверхню без розривів.

Неперервні функції двох незалежних змінних мають такі ж основні властивості, що і неперервні функції однієї незалежної змінної.

Означення 8.   Якщо  в деякій точці N(х0, у0)  не виконується умова (23.1), то точка N(х0, у0)  називається точкою розриву функції z=f(x, y).
Точки розриву функції двох змінних можуть утворювати цілі лінії.

Умова (23.1) може не виконуватись, наприклад, в таких випадках:

1) z=f(x, y) визначена в усіх точках деякого околу точки N(х0, у0), за виключенням самої точки N(х0, у0);
2) функція z=f(x, y)  визначена в усіх точках околу точки N(х0, у0),  але не існує границя 
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3) функція визначена в усіх точках околу точки N(х0, у0)  і існує границя        

                         
[image: image16.wmf])

,

(

lim

0

0

y

x

f

y

x

®

D

®

D

,   але    
[image: image17.wmf])

,

(

)

,

(

lim

0

0

0

0

y

x

f

y

x

f

y

x

¹

®

D

®

D

.

Наведемо приклади неперервних і розривних функцій:
1) Функція z=x2+y2 неперервна при будь-яких значеннях х і у, тобто в будь-якій точці площини хОу. Дійсно, які б не були числа x  i  y, (x  i  (y, маємо  

(z=[(x0+(x)2 + (y0+(y)2]-(x2 + y2)=2x((x+2y((y+(x2+(y2,

і,  отже, 
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2) Функція 
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 є неперервна всюди, крім точки (0; 0), яка є точкою розриву. Видно, що коли x(0  i  y(0, то z((. Геометрично це означає, що в точці (0; 0) поверхня має нескінченний шпиль.

3) Для функції 
[image: image20.wmf]2
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 точками розриву є всі точки, які містяться на бісектрисах координатних кутів площини хОу, тобто точки, в яких y=x або y=-x.

4) Найбільш складний приклад точки розриву представляє точка (0; 0) для функції 
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B цьому випадку, наближаючись до початку координат різними шляхами, будемо отримувати різні граничні значення. Зокрема, якщо взяти дві частинні послідовності точок 
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, які збігаються до точки  О(0, 0), то видно, що 
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А це означає, що ця функція не має границі, коли точка (х, у) на площині хОу прямує до початку координат.

§ 24.  Частинні похідні. Частинні похідні вищих порядків.

24.1 .  Частинний і повний приріст функції

Нехай функція двох змінних z=f(x, y) визначена у відкритій області G і нехай незалежна змінна у зберігає постійне значення, тоді функція z буде змінюватися в залежності від зміни х. Надамо незалежній змінній х приріст (x, тоді z отримує  приріст, який називається частинним приростом z по х і позначається (xz:
                               (xz=f(x+(x, y) – f(x, y).                                            (24.1)
Аналогічно, якщо х  зберігає постійне значення, а   у  отримує приріст (y, то z отримує приріст, який називається частинним приростом  z по  у  і позначається (yz :


                              (yz=f(x, y+(y) – f(x, y).                                              (24.2)
Взагалі, якщо одночасно надати аргументу х приріст (x, а аргументу  у  приріст (y, то отримаємо приріст (z, який називається повним приростом функції   і визначається  формулою:      

                                        (z=f(x+(x, y+(y) – f(x, y).                                        (24.3)
Треба відмітити, що, взагалі, повний приріст не дорівнює сумі частинних приростів, тобто (z((xz+(yz.

Якщо ми згадаємо, що функції z=f(x, y) відповідає поверхня, то можна сказати, наприклад,  що частинний приріст (xz функція отримує вздовж лінії перетину поверхні  z=f(x, y) з площиною у=const,  яка паралельна площині хOz.

Приклад 1.     Знайти частинні    (xz,  (yz, і повний (z прирости функції    z=xy.

Розв’язання.  Маємо         
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Видно, що      
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24.2 .  Частинні похідні функції двох змінних

Означення 1.   Частинною похідною по х від  функції z=f(x, y) називається границя відношення частинного приросту (xz  до  приросту (x, якщо (x прямує до нуля.  Частинна похідна по  х  від функції z=f(x, y) позначається одним із символів
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Таким чином, згідно з означенням
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Означення 2.  Аналогічно, частинна похідна по  у  від функції z=f(x, y) визначається як границя відношення частинного приросту функції (yz до приросту (y, якщо (y прямує до нуля. Ця частинна похідна позначається одним із  символів:                    
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Таким чином,   
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Означення частинних похідних ми можемо дати і таким чином (зауважимо, що (xz знаходиться, коли   у  не змінюється, а (yz знаходиться, коли  х  не змінюється):

· частинною похідною по х  від функції z=f(x, y) називається звичайна похідна по  х, яку  ми знаходимо при припущенні, що   у є стала;

· частинною похідною по  у від функції z=f(x, y) називається звичайна похідна по у,  яку знаходимо при припущенні, що х є стала.

З цих означень випливає, що правила знаходження частинних похідних співпадають з правилами, які вказані для функцій однієї змінної, тільки треба пам”ятати, по якій змінній шукається похідна.

Приклад 2.   Знайти частинні похідні 
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 функцій z:
1)  z=x2sin y;     
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2)  z=xy;            
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24.3.  Геометрична інтерпретація частинних похідних

Частинна похідна 
[image: image35.wmf]x

z

¶

¶

 чисельно дорівнює тангенсу кута нахилу дотичної до кривої, яку ми отримуємо при перетині поверхні z=f(x, y) площиною у=const,  а частинна похідна 
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 чисельно дорівнює тангенсу кута нахилу дотичної до кривої, яку ми отримуємо при перетині поверхні z=f(x, y) площиною х=const.

Кажуть, що функція має частинну похідну у відкритій області G, якщо вона має частинну похідну в кожній точці цієї області.


Таким же чином дається означення частинних похідних при будь-якому числі незалежних змінних.  Так, наприклад, 
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звичайно при припущенні, що границя існує.

24.4 .  Частинні похідні вищих порядків

Нехай маємо функцію двох змінних z=f(x, y). Частинні похідні 
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 є функціями змінних х  і  у.  Тому від них знову можна знаходити частинні похідні. Ці похідні називаються другими частинними похідними. Другі частинні похідні позначаються так:      
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При цьому приймаємо такі угоди:
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 - функція f диференцюється  послідовно два раза по х.
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 є мішана похідна. Тут функція f спочатку диференцюється по х, а потім результат диференцюється по у.
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 є мішана похідна. Тут функція f спочатку диференцюється по у, а потім результат диференцюється  по х.
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  функція f послідовно диференцюється по у два раза.

Похідні 2-го порядку можна знову диференціювати  як по х, так і по  у. В цьому випадку отримаємо частинні похідні третього порядку:
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Взагалі, частинна похідна n-го порядку – є перша частинна похідна від частинної похідної (n-1) порядку.

Наприклад, 
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 - є частинною похідною n-го порядку. Тут спочатку функцію   z   р  раз диференцюють по х, а потім (n -  р)  раз  - по у.


Для функції будь-якого числа змінних частинні похідні вищих порядків визначаються  аналогічно.

Приклад 3.  Знайти другі частинні похідні 
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 функції     z=f(x, y)=x2y+y3.   

Розв’язання.  Маємо 
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В розглянутому прикладі видно, що 
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Поставимо питання: чи залежить результат диференціювання функції кількох змінних від порядка диференціювання по різним змінним.

Теорема 1.  Якщо функція z=f(x, y) визначена разом із своїми частинними  похідними 
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 в деякому околі точки М0(х0; у0), причому похідні 
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    неперервні в точці  М0,  то в цій точці порядок диференціювання по х  і по у не має значення, тобто 
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             (або 
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Ця теорема має місце і для функції будь-якого числа змінних.

Приклад 4.  Показати, що функція  z=xy   (x>0) має однакові мішані похідні, тобто   
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Розв’язання.    
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Застосовуючи цю теорему до 
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  тощо. знайдемо, що :
           fxxy=fxyx=fyxx;     fxyy=fyxy=fyyx;        fxxyy=fxyxy=fxyyx= fyxxy=fyxyx=fyyxx.
Тобто можна стверджувати, що при повторному (багатократному) диференціюванні функції двох змінних, можна як завгодно змінювати порядок диференціювання, якщо тільки отримані в результаті похідні задовільняють умови теореми 1.

24.5.  Диференціювання складеної функції

Нехай функція z від незалежних змінних х  і  у  задається у вигляді z=f((, (,…), де аргументи (, (,…  в свою чергу є функціями від х  і  у:

                                          (=((x, y),      (=((x, y),…  .

Тоді кажуть, що функція  z=f((, (,…)=f[((x, y), ((x, y),…]=F(x, y) задана як складена функція від х  і  у.  Наприклад, функція 
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 може бути записана як складена функція таким чином:
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 може бути записана як складена так:
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Теорема 2.  Якщо функція z=f((, () неперервна в області D, а функції (=((x, y),   (=((x, y) є неперервні в G, то складена функція u=F(x, y) є неперервною в облaсті G.

Якщо (=((x, y)  i (=((x, y), … диференційовні функції від х  і  у   в області G, а f((, (,…) є диференційовна функція від своїх аргументів в області D, тоді і складена функція

                                        z=f[((x, y), ((x, y),…]=F(x, y) 

буде диференційовною функцією незалежних змінних.

Частинні похідні від складеної функції обчислюються за формулами
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або в іншій формі запису
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Приклад 5.   Знайти частинні похідні 
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 для функції z=exysin(x+y).
Розв’язання.   Нехай x(y=(;   x+y=(,   тоді z=e(sin(.   Знайдемо:
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Правило ланцюжка:  Для того, щоб знайти частинну похідну по х, треба обчислити частинні похідні від складеної функції по всім проміжним аргументам (, (,….  Кожну з цих частинних похідних помножити на частинну похідну від відповідного проміжного аргументу х, а потім скласти всі отримані добутки.

Якщо складена функція залежить тільки від однієї незалежної змінної х, то це буде одна формула, яка прийме наступний  вигляд 
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Приклад 6.   Знайти похідну  
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 від функції y=(tg x)sin x.

Розв’язання.

Нехай tg x=(;  sin x=(. Тоді y=((.  Маємо
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Раніше, для відшукання похідної від такої функції було рекомендовано застосування спеціального методу – логарифмічне диференціювання.


Якщо складена функція залежить тільки від одного проміжного аргументу (, який сам залежить від х  і  у,  то правило ланцюжка запишеться так:
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Приклад 7.   Знайти перші і другі частинні похідні 
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   функції z=sin(x2+y2). 

Розв’язання.    Покладемо (=x2+y2. Тоді z=sin(.   Маємо:  zx=2x(cos(x2+y2); 
 zy=2y(cos(x2+y2);    zxx=–4x2sin(x2+y2)+2(cos(x2+y2);      zxy=–4xysin(x2+y2);
zyy=–4y2sin(x2+y2)+2(cos(x2+y2). 
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