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Криволінійні, кратні і поверхневі інтеграли


Глава 7


КРИВОЛІНІЙНІ, КРАТНІ І ПОВЕРХНЕВІ ІНТЕГРАЛИ

§ 36.  Криволінійні інтеграли

36.1.  Криволінійний інтеграл першого типу (по довжині дуги)


Узагальнимо поняття визначеного інтеграла на випадок, коли областю інтегрування є деяка крива.
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Зауваження 1. Особливість цього інтеграла полягає в тому, що він не залежить від напряму вздовж лінії інтегрування, тобто, якщо крива 
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Аналогічно можна ввести поняття інтеграла, розповсюдженого на просторову криву 
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36.2.  Зведення  криволінійного інтеграла першого типу до визначеного інтеграла

Обчислення криволінійного інтеграла першого типу зводиться до обчислення визначеного інтеграла залежно від способу задання лінії інтегрування.

36.2.1.   Нехай на кривій 
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Тоді інтегральна сума (36.1) матиме вигляд
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Оскільки інтегральні суми (36.1) і (36.3) рівні між собою, то, враховуючи означення визначеного інтеграла,  рівні і відповідні їм інтеграли, тобто
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Формула (36.4) зводить криволінійний інтеграл до визначеного інтеграла і доводить існування криволінійного інтеграла для функції 
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36.2.2.   Якщо 
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Зауваження 2. За означенням величина 
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Тому, нижня межа визначеного інтеграла в формулах (36.4), (36.5) повинна бути менше верхньої.
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36.2.4.  Якщо лінію 
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36.2.5 .  Якщо лінію 
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36.2.6.     Розглянемо просторову криву 
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Приклади 1. 

1) Обчислити криволінійний інтеграл  
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2) Обчислити криволінійний інтеграл 
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36.3.  Криволінійний інтеграл другого типу (по координатах)
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Аналогічно вводиться поняття криволінійного інтеграла другого типу по координаті 
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 (рис.36.2)

Означення 3. Сума інтегралів (36.11) і (36.12) 
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називається криволінійним інтегралом другого типу в загальній формі (по координатах)  від функцій 
[image: image141.wmf]P

 і 
[image: image142.wmf]Q

 по кривій 
[image: image143.wmf])

(

AB

 і скорочено позначається  
                                          
[image: image144.wmf]ò

+

)

(

)

,

(

)

,

(

AB

dy

y

x

Q

dx

y

x

P

.                                       (36.14)

Зауваження 3. З фізичної точки зору криволінійний інтеграл другого роду вздовж деякої кривої 
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Рис.36.3


Аналогічно можна ввести поняття інтеграла, розповсюдженого на просторову криву 
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36.4.  Обчислення криволінійного інтеграла другого типу

Обчислення криволінійного інтеграла (36.14) зводиться до обчислення визначеного інтеграла.

36.4.1. Нехай крива 
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36.4.2.   Якщо крива 
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36.4.3.    Якщо крива 
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Зауваження 4. Криволінійний інтеграл другого роду залежить від напряму шляху інтегрування  і при зміні цього напряму змінює свій знак:
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Це пов’язано з тим, що при зміні напряму руху по кривій, змінюються знаки проекцій 
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Зауваження 5. Криволінійні інтеграли першого та другого типів пов’язані між собою формулою
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У випадку тривимірного простору має місце аналогічна наступна формула 
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36.5.  Умови незалежності криволінійного інтеграла від шляху інтегрування
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Видно, що при різних шляхах інтегрування, ми отримали однаковий результат. З”ясуємо при яких умовах криволінійний інтеграл другого типу не залежить від шляху інтегрування.  Сформулюємо теорему, яка дає відповідь на це питання. Нехай в деякій однозв”язній  області 
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Теорема 1.  Для того, щоб криволінійний інтеграл не залежав від форми шляху інтегрування, необхідно і достатньо, щоб підінтегральний вираз 
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Зауваження 6.  Умови теореми еквівалентні умові
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Якщо повернутися до нашого приклада, то, дійсно, маємо
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тобто виконується умова (36.20).

Тепер розглянемо просторову криву 
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36.6.  Застосування криволінійних інтегралів 

36.6.1.   Довжина дуги кривої 
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36.6.2.  Обчислення маси матеріальної кривої.

Нехай вздовж неоднорідної матеріальної кривої 
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Приклад 3.   Обчислити масу кривої 
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Розв’язання.  Знайдемо диференціал дуги]
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Тоді за формулою (36.23) маємо
                          
[image: image247.wmf]3

13

0

2

)

4

1

(

6

1

4

1

2

1

1

4

3

2

0

2

2

0

=

+

=

ò

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

ò

=

x

dx

x

dx

x

x

m

.

36.6.3.  Обчислення площі плоскої фігури. Нехай на площині 
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Рис.36.4

Тоді площа 
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Приклад 4.  Знайти площу еліпса з напіввісями 
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Розв’язання.  Використаємо параметричні рівняння еліпса: 
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При визначені нижньої і верхньої межі було прийнято до уваги, що додатний напрямок обходу контуру відповідає зростанню параметра.

36.6.4.  Координати центру маси обчислюються за формулами
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36.6.5.    Моменти інерції 
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36.6.6.  Обчислення роботи. Нехай сила 
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§ 37.  Подвійний інтеграл

37.1.  Задача про об’єм циліндричного тіла
Нехай необхідно обчислити об’єм тіла (
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Для підвищення точності цієї формули будемо зменшувати площі областей розбиття 
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Зауваження 1. Діаметром 
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37.2.  Означення подвійного інтеграла

Дамо тепер формальне означення подвійного інтеграла. Нехай функція 
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Позначимо через 
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Ця границя повинна не залежити від способу розбиття області 
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37.3.  Властивості подвійного інтеграла

Властивості подвійного інтеграла аналогічні властивостям визначеного інтеграла, але з врахуванням розмірностей функції і області інтегрування.
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7. Якщо функція 
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37.4.  Обчислення подвійного інтеграла

37.4.1.  Приведення подвійного інтеграла до повторного інтеграла у  випадку прямокутної області.
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і при кожному сталому значенні 
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Зауваження 2. Якщо разом з подвійним інтегралом (37.6) існують обидва визначені інтеграли

                                      
[image: image386.wmf]ò

d

c

dy

y

x

f

)

,

(

 
[image: image387.wmf](

)

const

x

=

,      
[image: image388.wmf]ò

b

a

dx

y

x

f

)

,

(

 
[image: image389.wmf](

)

const

y

=

,

то

                                            
[image: image390.wmf]ò

ò

=

ò

ò

b

a

d

c

d

c

b

a

dx

y

x

f

dy

dy

y

x

f

dx

)

,

(

)

,

(

                            (37.8)

Приклад 1. Обчислити подвійний інтеграл 
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Розв’язання. За формулами (37.7) , (37.8) маємо 
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Спочатку обчислимо внутрішній інтеграл
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37.4.2.  Приведення подвійного інтеграла до повторного інтеграла у випадку криволінійної області
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і при кожному сталому значенні 
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Зауваження 3. У випадку області 
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Приклад 2. Обчислити інтеграл 
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Тоді маємо
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37.5.  Формула Гріна 

Теорема 1. Нехай в деякій однозв”язній області 
[image: image424.wmf])

(

D

, обмеженої замкненим контуром 
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Ця формула називається формулою Гріна. Вона зв”язує подвійний інтеграл по області 
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 з криволінійним інтегралом другого типу по границі цієї області 
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Розглянемо область 
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Рис. 37.6

Нехай в області 
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 задана функція 
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Обчислимо подвійний інтеграл  
[image: image450.wmf]dxdy

y

P

D

òò

¶

¶

)

(

  за формулою (37.10) і отримаємо 
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Кожний з цих двох інтегралів замінимо криволінійними  інтегралами, використавши формулу (36.16). Тоді видно, що
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З властивостей криволінійного інтеграла другого типу випливає також, що 
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Права частина цієї рівності є інтеграл, взятий по всьому  контуру 
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Тут криволінійний інтеграл по замкненому контуру взятий в додатному напрямку.


Аналогічно можна показати, що має місце формула для функції 
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 (рис. 37.6 б)
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Віднявши формулу (37.13) від (37.14), отримаємо формулу Гріна (37.12).


Якщо однозв”язна область 
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має більш складний характер, то її завжди можна розбити на скінченну  кількість трапецій першого і другого типів (рис. 37.6). Тому ця формула справедлива і для областей складного вигляду.
Приклад 3. Обчислити криволінійний інтеграл 
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а) Використаємо параметричні рівняння кола:  
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б) Застосуємо формулу Гріна. Оскільки 
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Отже, ми отримали один і той же результат.
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