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Криволінійні, кратні і поверхневі інтеграли.

Практичне заняття № 7.5

ОБЧИСЛЕННЯ ПОВЕРХНЕВИХ ІНТЕГРАЛІВ

1. Поверхневі інтеграли 1-го типу.
2. Поверхневі інтеграли 2-го типу.
3. Поверхневі інтеграли в замкнутій області.
1. Поверхневі інтеграли 1-го типу.
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рис. 2
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Розглянемо двосторонню поверхню 
[image: image58.wmf])

(

S

 і зафіксуємо одну з двох сторін. Це рівносильне вибору на поверхні певної орієнтації. Нехай поверхня задана явним рівнянням 
[image: image59.wmf])

,

(

y

x

z

z

=

. При цьому точка 
[image: image60.wmf])

,

(

y

x

 змінюється в області 
[image: image61.wmf])

(

D

, обмеженої кусково-гладким контуром на площині 
[image: image62.wmf]y

x

. Тоді можливий вибір між верхньою і нижньою сторонами поверхні. Верхня сторона відповідає правій орієнтації, а нижня – лівій орієнтації. В першому випадку площу проекції будемо брати зі знаком плюс, а в другому – зі знаком мінус.
Складемо інтегральну суму 
[image: image63.wmf]å

=

=

n

i

i

i

i

i

D

z

y

x

f

1

)

,

,

(

s

, де 
[image: image64.wmf]i

D

 – площі проекції частин 
[image: image65.wmf])

(

i

S

 на площину 
[image: image66.wmf]xOy

. При цьому знаки проекцій визначаються по вище вказаному правилу.

Скінченна границя інтегральної суми 
[image: image67.wmf]s

, коли найбільший з діаметрів частин 
[image: image68.wmf])

(

i

S

 прямує до нуля, називається поверхневим інтегралом другого типу від функції 
[image: image69.wmf])

,

,

(

z

y

x

f

 по вибраній стороні поверхні 
[image: image70.wmf])

(

S

 і позначається символом

[image: image71.wmf]å

òò

=

®

=

n

i

i

i

i

i

S

D

z

y

x

f

dxdy

z

y

x

f

1

0

)

(

)

,

,

(

lim

)

,

,

(

l

.
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При цьому перед кожним подвійним інтегралом в правій частині знак “плюс” береться, якщо відповідні напрямні косинуси нормалі до поверхні (
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Задача 3. Обчислити поверхневий інтеграл другого типу 
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Напрямні косинуси, які утворює нормаль 
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Окремо обчислимо кожний з трьох інтегралів:
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Отже,
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Відповідь: 11.

Задача 4. Обчислити поверхневі інтеграли другого типу
1) 
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 зовнішня сторона поверхні трикутника, утвореного перетином площини 
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Відповідь: 1) 
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3. Поверхневі інтеграли в замкнутій області.
Для обчислення поверхневих інтегралів по замкнутій поверхні необхідно розбити поверхню на частини і проінтегрувати по кожній з частин.
Задача 5. Обчислити поверхневий інтеграл другого типу 
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Розв’язання: Замкнута поверхня складається з чотирьох частин – трикутників 
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, які розташовані в різних площинах (рис.5). Відповідно до цього обчислюємо даний інтеграл як суму чотирьох інтегралів:
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рис. 5
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Обчислюємо 
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). Оскільки інтегруємо по внутрішній (зверненій до початку координат) поверхні трикутника 
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Обчислюємо 
[image: image166.wmf]2

I

 по внутрішній стороні трикутника 
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Обчислюємо 
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Відповідь: 
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Задача 6. 
Обчислити поверхневий інтеграл другого типу 
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Домашнє завдання

Задача 1. Обчислити поверхневі інтеграли першого типу:
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Задача 2. Обчислити поверхневі інтеграли другого типу:


[image: image203.wmf](

)

òò

+

+

S

xydxdy

xzdxdz

yzdydz

, де 
[image: image204.wmf](

)

S

 – зовнішня сторона поверхні трикутника, утвореного перетином площини 
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Задача 3. Обчислити поверхневі інтеграли другого типу:
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