
1. Геометричні характеристики плоских перерізів. 

Теоретичні відомості.  

Основними геометричними характеристиками плоского перерізу, 

віднесеного до правосторонньої системи координат yOz , є: 

− площа  daA ; 

− статичні моменти  zdAS y ,  ydASz ; 

− осьові моменти інерції  dAzI y
2 ,  dAyI z

2 ; 

− відцентровий момент інерції  yzdAI yz . 

В полярній системі координат ,r  вводиться полярний момент 

інерції  dArI p
2 . 

Центр ваги перерізу знаходиться в точці C  з координатами  

ASc zy / ,   ASc yz / .    (1.1) 

Координатні вісі cc zy , , що проходять через центр ваги перерізу, 

називаються центральними вісями. Статичні моменти відносно 

центральних вісей 0 zy SS . 

При паралельному переносі системи координат  

yc cyy  ,   zc czz     (1.2) 

моменти інерції плоскої фігури в новій системі координат визначаються за 

формулами 

   AcII zyy C

2  ,   AcII yzz C

2 , 

 AccII zyzyyz CC
 .    (1.3)  

При повороті системи координат на кут   проти годинникової 

стрілки 

 sincos zyy  ,   cossin zyz    (1.4) 

моменти інерції перетворюються за формулами 

 2sinsincos 22
yzzyy IIII  ; 

 2sincossin 22
yzzyz IIII  ; 

 2sin
2

2cos
yz

yzzy

II
II


 .    (1.5) 

Система координат vu, , з початком в центрі ваги перерізу, в якій 

відцентровий момент інерції 0uvI , називається головною центральною 

системою координат. Її положення відносно вихідної центральної 



системи координат yCz  визначається кутом 0  

yz

yz

II

I
tg




2
2 0 .     (1.6) 

Якщо zy II  , то або всі вісі головні (при 0yzI ) або 4/0    (при 

0yzI ). Після визначення кута 0  головні осьові моменти інерції uI , vI  

знаходяться за першими двома формулами (1.5). Третє рівняння  (1.5) 

можна використовувати для перевірки. 

Осьові моменти інерції в головній системі координат набувають 

екстремальних значень (найбільше і найменше з усіх можливих). Ці 

величини визначаються з квадратного рівняння і дорівнюють  
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Головні радіуси інерції ui  та vi  визначаються за формулами 

AIi uu / ,   AIi vv / .   (1.8) 

За їх допомогою будується еліпс інерції 
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Головні моменти опору визначаються за формулами 

maxv

I
W u

u  ,  
maxu

I
W v

v  ,          (1.10) 

де maxu , maxv  − відповідно відстані до найвіддаленіших точок від осей v  

та u . 

 Геометричні характеристики простих фігур. Для багатьох фігур 

головні центральні координати, площа і моменти інерції визначені 

шляхом інтегрування по площі і приведені в навчальній та довідниковій 

літературі. Для найпростіших фігур маємо наступні характеристики: 
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Для прокатних балок (двотавр, швелер, кутик) геометричні 

характеристики беруться з таблиць сортаменту.  

Для складних перерізів координати центру ваги ),( 00 zy CCC  в 

довільній початковій системі координат 00 , zy  знаходяться за формулами 

A

Ay
C ii

y


 0
0 ,   

A

Az
C ii

z


 0
0 ,   iAA ,       (1.11) 

де ii zy 00 ,  − координати центру ваги i −тої фігури, A− загальна площа 

перерізу. Вводимо центральну систему координат yCz , паралельну до 

00 , zy , та знаходимо координати центрів ваги складових фігур за 

формулами паралельного переносу: 

yiyi Cyc 00  ,   zizi Czc 00  .         (1.12) 

Моменти інерції для складного перерізу обчислюються за 

формулами 

  )( 2
iziyiy AcII ,   )( 2

iyiziz AcII , 

  )( iziyizyyz AccII
ii

.         (1.13) 

В формулах (1.11), (1.13) площа та моменти інерції для “вирізаних” 

складових перерізу беруться зі знаком “мінус”. 

z 

y 

z 

b 

3

2h
 

2/bhA  

36

3bh
I y   

48

3hb
I z   

y 

R 

2

2R
A


  

411,0 RI y   

8

4R
I z


  

3

h
 or  

3

4R
ro   

C 
C 

2/bhA  

36

3bh
I y   

36

3hb
I z   

y 

z 

3/2h  

3/h  

1y  

1z  
3/b  3/2b  

72

22hb
I yz   

12

3

1

bh
I y   

12

3

1

hb
I z   

24

22

11

hb
I zy   

C 



Задача 1.1. Визначення геометричних характеристик симетричного 

поперечного перерізу 

Для заданого поперечного перерізу визначити положення головних 

центральних осей. Відносно цих осей обчислити моменти інерції та моменти 

опору. Форма і розміри поперечного перерізу вказані в дод. 4. 

П р и к л а д. Для заданого на рис. 

1.1 поперечного перерізу знайти 

моменти опору. 

Р о з в ’ я з о к.   Бачимо, що переріз 

має одну вісь симетрії, що лежить 

горизонтально. Розбиваємо переріз 

на прості фігури так, щоб вісь 

симетрії була віссю симетрії для 

складових, і визначаємо їх 

геометричні характеристики: 

1) для рівнобедреного трикутника з 

основою дмb 8  та висотою дмh 5  

центр ваги 1C  лежить на 

горизонтальній вісі симетрії на 

відстані дм67,13/10  hy  від 

основи, 
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2) для півкола з радіусом дмR 2  центр ваги 2C  лежить на горизонтальній вісі 

симетрії на відстані дм85,0
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Вводимо початкову систему координат 00 , zy  та визначаємо координату 

0Cy  центра ваги складного перерізу ( 00 Cz  в силу симетрії): 
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Позначаємо на рис. 1.1 центр ваги C  та вводимо головну центральну 

систему координат yCz . Координати точок 1C , 2C  в головній системі 

координат дорівнюють  

дмyyC Cy 38,005,267,10101  ;    01 zC ; 

дмyyC Cy 2,105,285,00202  ; 02 zC . 

За допомогою формул паралельного переносу знаходимо головні моменти 

інерції перерізу: 

4
2

2
221

2
11 4728,63,53 дмACIACII zyzyy  ; 

.2089,1904,976,189,28,27

28,6)2,1(76,120)38,0(8,27

4

22
2

2
221

2
11

дм

ACIACII yzyzz





 Знаходимо координати найбільш віддалених від осей точок перерізу 

та підставляємо їх в формули для моментів опору: 

дмyy A 95,205,25max  ; дмzz B 4max  ; 
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Задача 1.2. Визначення геометричних характеристик складного 

несиметричного поперечного перерізу 

Для поперечного перерізу складної форми визначити положення 

головних центральних осей. Відносно цих осей обчислити моменти інерції, 

моменти опору, радіуси інерції і 

побудувати еліпс інерції. Форма і розміри 

поперечного перерізу вказані в дод. 2. 

П р и к л а д. Для складного поперечного 

перерізу, що складається із швелера №24 і 

рівнобічного кутика 12512514 мм, 

розташованих як зазначено на рис.1.2, 

визначити положення головних 

центральних осей. Відносно цих осей 

обчислити моменти та радіуси інерції, 

побудувати еліпс інерції, знайти моменти 

опору. 

Р о з в ’ я з о к.  Задачу розв’язуємо, 

дотримуючись наступного порядку обчислень.  

1. Розбиваємо переріз на прості фігури (у нашому випадку швелер і 
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кутик). Вводимо локальні системи координат із початком у центрах ваги 

простих фігур. Проводимо паралельні між собою вісі 11 , zy  (для швелера) і 

22 , zy  (для кутика). Виписуємо геометричні характеристики складових перерізу 

із таблиць сортаменту: 

швелер №20   :    1A  = 23,4 см
2 
,  1h  = 20 см,   1b  = 7,6 см,      1a = 2,07 см, 

 
1yI = 1520 см

4
 , 

1z
I = 113 см

4
 , 

11zyI = 0.                                      

кутик 12512514 мм :  2A  = 33,4 см
2
, 2b  = 12,5 см,                                                 

2a  = 3,61 см , 
2yI =  

2zI  = 482 см
4
 , 

22zyI  = 282 см
4
.
  

Знак відцентрового моменту інерції для рівнобічного кутика вибираємо з 

умови, що полички дають більший внесок у момент (знаки моментів поличок 

легко визначити по рисунку: у нашому випадку полички лежать у першому і 

третьому квадрантах, де добуток 022 zy , отже 0
22
zyI ). 

Зображуємо переріз на рис. 1.3 відповідно до вибраного масштабу.  

2. Для визначення положення центру ваги перерізу вибираємо за 

початкову одну із введних на рис. 1 систем координат, наприклад, систему 

( 11, zy ). Визначаємо координати центрів ваги складових фігур в вибраній 

системі координат (перший індекс відповідає номеру системи координат, 

другий індекс ‒ номеру фігури): 

011 y ,              011 z ,    

          смaabby 42,1461,307,25,126,7212112  , 

смaz 39,661,32/202/h 2112  . 

Площа поперечного перерізу     2
21 8,564,334,23 смAAA  . 

Визначаємо координати CC zy 11 ,  центру ваги перерізу в системі координат 

( 11, zy ):  
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Позначаємо на рис. 2 центр ваги складного перерізу С і вводимо 

центральну систему координат yCz  паралельно до початкової системи 11, zy . 

3. Знаходимо координати ziyi cc ,  центрів ваги простих фігур 21,CC  в осях 

zy, :  



смyyc Cy 48,848,801111  , 

смzzc Cz 76,376,301111  , 

смyyc Cy 94,548,842,141122  , 

смzzc Cz 63,276,339,61122  . 

Проведемо перевірку правильності положення знайденого центру ваги 

перерізу. Обчислюємо статичні моменти площі перерізу відносно центральних 

осей zy,  (вони повинні дорівнювати нулеві):  
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4. Знаходимо осьові і відцентровий моменти інерції перерізу відносно 

центральних осей zy, :  
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442 25648,25632314828,33015204,3363,2482 смсм  , 
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442 34562,34565,11784827,16821134,33)94,5(482 смсм  , 
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49868,5212821,7464,3363,2)94,5(2824,23)76,3(48,8 см . 

5. Визначаємо положення головних центральних осей інерції, для чого 

знаходимо кут 0   
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66,652 0  ,       83,320  . 

Знаходимо значення тригонометричних функцій  

5422,0)83,32sin(sin 0   ,            8403,0)83,32cos(cos 0   , 

9111,0)66,65sin(2sin 0   ,        4121,0)66,65cos(2cos 0   , 

 6452,0)83,32(0  tgtg . 

6. Обчислюємо головні осьові моменти інерції різними способами: 

а)     2
00

2
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2 8403,025642sinsincos  yzzyu IIII  



,192834,898101645,1810)9111,0()986()5422,0(3456 42 см

 2
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2 )5422,0(25642sincossin  yzzyv IIII  

42 4,409234,8983,244077,753)9111,0(9868403,03456 см ; 

б) 4
0 8,1927)6452,0()986(2564 смtgIII yzyu   , 

4
0 2,4092)6452,0()986(3456 смtgIII yzzv   ; 

в) моменти інерції відносно головних центральних осей повинні співпадати з 

екстремальними значеннями осьових моментів інерції:  
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min 8,1927 . 

Для перевірки обчислимо також відцентровий момент інерції (він повинен 

дорівнювати нулю)  
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На рисунку проводимо головні центральні вісі інерції, повернуті на кут 

83,320   проти годинникової стрілки (тобто на кут 83,32  за годинниковою 

стрілкою) від центральних осей zy, .  



 

7. Обчислюємо головні радіуси інерції   

22 34
8,56

8,1927
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I
i u
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           смiu 83,5 ,  

22 72
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I
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і будуємо еліпс інерції 
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
uv i
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u
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Маючи побудований еліпс інерції, можна графічно визначити осьові моменти 

інерції перерізу відносно довільної центральної системи координат. Вимірюємо 

на рисунку значення радіусів інерції yi  та zi  відносно осей z  і y  (для цього 

треба провести паралельні цим осям дотичні до еліпса інерції і виміряти 

відстань між осями і дотичними)  

cмiy 7,6 ,         смiz 8,7 . 

Рис. 1.3 
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По виміряних радіусах інерції обчислимо осьові моменти інерції відносно 

центральних осей  

422 25508,567,6 смAiI yy  ,    422 34568,568,7 смAiI zz   

і порівняємо з визначеними раніше значеннями  

42564 смI y  ,      43456 смI z  .  

Невеликі розбіжності свідчать про правильність аналітичних обчислень і 

геометричних побудов. 

8. Визначаємо головні моменти опору відносно осей vu,  за формулами 
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I
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в яких maxu  – відстань до найбільш віддаленої точки перерізу від осі v , maxv  – 

відстань до найбільш віддаленої точки перерізу від осі u . 

Для визначення maxu , maxv  знаходимо координати точок А і В у 

центральній системі координат zy, , а потім скористаємося формулами 

перетворення координат при повороті координатних осей 
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Для точки А знаходимо:  

смyA 55,1048,807,2  ,   смzA 24,663,261,3  , 
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 Для точки В знаходимо:  

смyy AB 55,10 ,   смzB 76,1376,310  , 

.32,1646,786,8

)5422,0(76,138403,055,10sincos 00max
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Вимірюємо на рис.1.3 значення maxu , maxv в масштабі: 

смu 16max  ,   смv 11max  ,  

що відповідає обчисленим величинам.  

Обчислюємо моменти опору відносно головних осей 
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