
Розв’язування задач на степеневi
ряди



Завдання 11

Умова
Знайти область збiжностi степеневого ряду.

∞∑
n=1

(x+ 1)n

(n+ 2) ln2(n+ 2)
.

Розв’язання:
Перший спосiб
Застосовуємо ознаку д’Аламбера:

lim
n→∞

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(x+ 1)n+1

(n+ 3) ln2(n+ 3)

(x+ 1)n

(n+ 2) ln2(n+ 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣(x+ 1)n+1

(x+ 1)n
· n+ 2

n+ 3
· ln

2(n+ 2)

ln2(n+ 3)

∣∣∣∣ =

= |x+ 1| .

|x+ 1| < 1 – збiжний, x ∈ (−2; 0)
|x+ 1| > 1 – розбiжний
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Другий спосiб

Перепозначаємо y = x+ 1:

∞∑
n=1

(x+ 1)n

(n+ 2) ln2(n+ 2)
=
∞∑
n=1

yn

(n+ 2) ln2(n+ 2)

Радiус збiжностi:

1

R
= lim

n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

(n+ 3) ln2(n+ 3)
1

(n+ 2) ln2(n+ 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣n+ 2

n+ 3
· ln

2(n+ 2)

ln2(n+ 3)

∣∣∣∣ = 1

R = 1⇒ ряд збiгається для y ∈ (−1; 1)⇒ x ∈ (−2; 0)
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Слiд перевiрити:
x = −2 i x = 0

x = −2:
∞∑
n=1

(x+ 1)n

(n+ 2) ln2(n+ 2)

∣∣∣∣
x=−2

=
∞∑
n=1

(−1)n

(n+ 2) ln2(n+ 2)

Ряд збiжний за ознакою Ляйбнiца:

I un =
1

(n+ 2) ln2(n+ 2)
> un+1 =

1

(n+ 3) ln2(n+ 3)

I lim
n→∞

un = lim
n→∞

1

(n+ 2) ln2(n+ 2)
= 0
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x = 0:
∞∑
n=1

(x+ 1)n

(n+ 2) ln2(n+ 2)

∣∣∣∣
x=0

=

∞∑
n=1

1

(n+ 2) ln2(n+ 2)

Iнтегральна ознака Кошi:

1

(n+ 2) ln2(n+ 2)
∼ 1

n ln2 n
n→∞.

∞∫
2

1

x ln2 x
dx = − 1

lnx

∣∣∣∣∞
2

=
1

ln 2
.

Ряд збiжний.

Вiдповiдь: Ряд є збiжним лише для x ∈ [−2; 0].
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Вiдомi розклади

ex =

∞∑
n=0

xn

n!
, x ∈ R

shx =
ex − e−x

2
=

∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!
, x ∈ R

chx =
ex + e−x

2
=

∞∑
n=0

x2n

(2n)!
, x ∈ R

sinx =
eix − e−ix

2i
=

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
, x ∈ R

cosx =
eix + e−ix

2
=

∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
, x ∈ R



Вiдомi розклади

ln (1 + x) =

∞∑
n=1

(−1)n+1 xn

n
, x ∈ (−1; 1]

(1 + x)α = 1 +

∞∑
n=1

α (α− 1) · . . . · (α− n+ 1)xn

n!
, x ∈ (−1; 1)

1

1 + x
=

∞∑
n=0

(−1)n xn, x ∈ (−1; 1)

1

1− x
=

∞∑
n=0

xn, x ∈ (−1; 1)



Завдання 12

Умова
Користуючись почленним iнтегруванням або диференцiюванням ряду, знайти
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n
=

∫
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Пiдставляємо i переставляємо мiсцями iнтеграли i суму:
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При y = 0 маємо:
∞∑
n=1

yn

n
= 0

= − ln |1− 0|+ C = C

Отже C = 0. Використаний ряд збiгається для y ∈ (−1; 1), тому збiжнiсть
гарантовано для x = e−y ∈ (1/e; e). Для цих значень x

∞∑
n=1

(−1)n lnn x
n

= − ln(1 + lnx).

Вiдповiдь:
∞∑
n=1

(−1)n lnn x
n

= − ln(1 + lnx) для x ∈
(
1

e
; e

)
.



Завдання 12

При y = 0 маємо:
∞∑
n=1

yn

n
= 0 = − ln |1− 0|+ C = C

Отже C = 0. Використаний ряд збiгається для y ∈ (−1; 1), тому збiжнiсть
гарантовано для x = e−y ∈ (1/e; e). Для цих значень x

∞∑
n=1

(−1)n lnn x
n

= − ln(1 + lnx).

Вiдповiдь:
∞∑
n=1

(−1)n lnn x
n

= − ln(1 + lnx) для x ∈
(
1

e
; e

)
.



Завдання 12

При y = 0 маємо:
∞∑
n=1

yn

n
= 0 = − ln |1− 0|+ C = C

Отже C = 0.

Використаний ряд збiгається для y ∈ (−1; 1), тому збiжнiсть
гарантовано для x = e−y ∈ (1/e; e). Для цих значень x

∞∑
n=1

(−1)n lnn x
n

= − ln(1 + lnx).

Вiдповiдь:
∞∑
n=1

(−1)n lnn x
n

= − ln(1 + lnx) для x ∈
(
1

e
; e

)
.



Завдання 12

При y = 0 маємо:
∞∑
n=1

yn

n
= 0 = − ln |1− 0|+ C = C

Отже C = 0. Використаний ряд збiгається для y ∈ (−1; 1), тому збiжнiсть
гарантовано для x = e−y ∈ (1/e; e). Для цих значень x

∞∑
n=1

(−1)n lnn x
n

= − ln(1 + lnx).

Вiдповiдь:
∞∑
n=1

(−1)n lnn x
n

= − ln(1 + lnx) для x ∈
(
1

e
; e

)
.



Завдання 12

При y = 0 маємо:
∞∑
n=1

yn

n
= 0 = − ln |1− 0|+ C = C

Отже C = 0. Використаний ряд збiгається для y ∈ (−1; 1), тому збiжнiсть
гарантовано для x = e−y ∈ (1/e; e). Для цих значень x

∞∑
n=1

(−1)n lnn x
n

= − ln(1 + lnx).

Вiдповiдь:
∞∑
n=1

(−1)n lnn x
n

= − ln(1 + lnx) для x ∈
(
1

e
; e

)
.



Завдання 12

Умова:
Користуючись почленним iнтегруванням або диференцiюванням ряду, знайти
його суму та вказати область збiжностi.

∞∑
n=1

(n2 + n)xn−1

3n+1
.

Розв’язання
Перетворюємо:

∞∑
n=1

(n2 + n)xn−1

3n+1
=

1

9

∞∑
n=1

(n+ 1)n
xn−1

3n−1
.

Перепозначимо y = x/3:

1

9

∞∑
n=1

(n+ 1)n
xn−1

3n−1
=

1

9

∞∑
n=1

(n+ 1)nyn−1
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За формулами диференцiювання степеневої функцiї:

(yn+1)′′ = ((n+ 1)yn)′

= (n+ 1)nyn−1

Пiдставляємо i переставляємо мiсцями похiднi i суму:

1

9

∞∑
n=1

(n+ 1)nyn−1 =
1

9

∞∑
n=1

(yn+1)′′ =
1

9

( ∞∑
n=1

yn+1

)′′
=

1

9

( ∞∑
n=0

yn − y − 1

)′′
=

Згортаємо суму

=
1

9

(
1

1− y
− y − 1

)′′
=

1

9

(
1

(1− y)2
− 1

)′
=

2

9(1− y)3
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Використаний ряд збiгається для y ∈ (−1; 1), тому збiжнiсть гарантовано для
x = 3y ∈ (−3; 3). Для цих значень x

∞∑
n=1

(n2 + n)xn−1

3n+1
=

2

9(1− x/3)3
.

Вiдповiдь:
∞∑
n=1

(n2 + n)xn−1

3n+1
=

2

9(1− x/3)3
для x ∈ (−3; 3) .
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Завдання 13

Умова
Розвинути функцiю в ряд Тейлора за степенями (x− a) та вказати область

збiжностi ряду.
1

5
√
1 + x2

, a = 0.

Розв’язання Оскiльки a = 0, маємо розкласти за степенями x, тобто знайти
розклад Маклорена.
Користуємося вiдомим розкладом для (1 + x)α для α = −1/5, пiдставляючи до
нього x2 замiсть x:

(1 + x2)−
1
5 = 1 +

∞∑
n=1

−1/5 (−1/5− 1) · . . . · (−1/5− n+ 1)x2n

n!
,

Областю початкового ряду були значення у промiжку (−1; 1). Розв’язуючи
нерiвнiсть −1 < x2 < 1, маємо для областi збiжностi x ∈ (−1; 1).
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Областю збiжностi використаного ряду були значення y ∈ R. Тому область
збiжностi отриманого ряду буде такою самою: x = y − 1 ∈ R.

Вiдповiдь:

(1 + ex)2 = 1 +
∞∑
n=0

(
2

e
+

2n

e2

)
(x+ 1)n

n!
, x ∈ R
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Завдання 14

Умова
Застосовуючи вiдповiднi степеневi ряди, обчислити з точнiстю ε значення
величини.

√
230, ε = 10−3.

Розв’язання
Трохи перетворимо:

√
230 =

√
225 + 5 =

√
152 + 5 =

√
152

(
1 +

5

225

)
= 15

√
1 +

1

45

З вiдомого розкладу для (1 + x)α для α = 1/2:

√
1 + x = (1 + x)

1
2 = 1 +

∞∑
n=1

1/2 (1/2− 1) · . . . · (1/2− n+ 1)xn

n!
=

= 1 +
x

2
− x2

8
+
x3

16
− 5x4

128
+

7x5

256
. . .
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Отже,

√
230 = 15

√
1 +

1

45
= 15

(
1 +

1/45

2
− 1/452

8
+

1/453

16
− 5 · 1/454

128
+

7 · 1/455

256
. . .

)

Маємо знакочерговий ряд. Користуємося особливостями його збiжностi:

u0 = 15;u1 =
15

2 · 45
=

1

6
;u2 =

15

8 · 452
=

1

1080
< ε = 0, 001.

Тому,
√
230 ≈ 15 +

1

6
≈ 15, 167
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Завдання 15

Умова

Обчислити з точнiстю ε = 0, 001 iнтеграл.
1/4∫
0

ln(1 +
√
x)dx.

Розв’язання
Пiдставивши

√
x замiсть x до вiдомого розкладу для ln(1 + x), маємо:

ln
(
1 +
√
x
)
=
∞∑
n=1

(−1)n+1 xn/2

n

Отже,

1/4∫
0

ln(1 +
√
x)dx =

1/4∫
0

∞∑
n=1

(−1)n+1 xn/2

n
dx =

∞∑
n=1

(−1)n+1

n

1/4∫
0

xn/2dx =
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=

∞∑
n=1

(−1)n+1

n

xn/2+1

n/2 + 1

∣∣∣∣∣
1/4

0

=
∞∑
n=1

(−1)n+1

n

(1/4)n/2+1

n/2 + 1
=

=
1 · (1/4)3/2

1 · 3/2
+
−1 · (1/4)2

2 · 2
+
1 · (1/4)5/2

3 · 5/2
− 1 · (1/4)3

4 · 3
+
1 · (1/4)7/2

5 · 7/2
+
−1 · (1/4)4

6 · 4
+. . .

Маємо знакочерговий ряд. Користуємося особливостями його збiжностi:

u1 =
1

12
;u2 =

1

64
;u3 =

1

270
;u4 =

1

768
;u5 =

1

2240
< ε = 0, 001.

Тому,
1/4∫
0

ln(1 +
√
x)dx ≈ 1

12
− 1

64
+

1

270
− 1

768
≈ 0, 07
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Завдання 16

Умова
Знайти першi три ненульовi члени розвинення у степеневий ряд розв’язку
задачi Кошi.

(
1 + x2

)
y′′ + xy′ − y = 0, y (0) = 2, y′ (0) = 0.

Розв’язання:
Нехай шукана функцiя має розклад Маклорена

y = y(0) +
y′(0)

1!
x+

y′′(0)

2!
x2 +

y′′′(0)

3!
x3 + ...

Початковi умови: y(0) = 2, y′(0) = 0
З самого рiвняння

y′′ = − x

1 + x2
y′ +

y

1 + x2

y′′(0) =

[
− x

1 + x2
y′ +

y

1 + x2

]∣∣∣∣
x=0

= 2
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Завдання 16

Диференцiюємо рiвняння за x:

y′′′ = − xy′′

x2 + 1
+

2x2y′

(x2 + 1)2
− 2xy

(x2 + 1)2

y′′′(0) = 0

yIV = − x y′′′

x2 + 1
− y′′

x2 + 1
+

4x2y′′

(x2 + 1)2
+

2xy′

(x2 + 1)2
− 8x3y′

(x2 + 1)3
− 2y

(x2 + 1)2
+

8x2y

(x2 + 1)3

yIV (0) = −6
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Завдання 16

Пiсля пiдстановки отриманих значень одержуємо:

y = 2 +
2x2

2
+
−6x4

24
+ ... = 2 + x2 − x4

4
+ . . .


