
Розв’язування задач на ряди Фур’є



Завдання 17

Умова
Функцiю f (x) розвинути у ряд Фур’є. Побудувати графiк суми ряду Фур’є.

f(x) =

{
−x2, x ∈ (−π; 0)

x2, x ∈ [0;π)
.

Розв’язання:

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cosnxdx; n = 0, 1, 2, ...

bn =
1

π

∫ π

−π
f(x) sinnxdx, n = 1, 2, ...
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a0 =
1

π

∫ π

−π
f(x)dx

=
1

π

∫ 0

−π
−x2dx+

1

π

∫ π

0
x2dx = 0

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cosnxdx =

1

π

∫ 0

−π
−x2 cosnxdx+

1

π

∫ π

0
x2 cosnxdx = 0

bn =
1

π

∫ π

−π
f(x) sinnxdx =

2

π

∫ π

0
x2 sinnxdx =

=
2

π

(
2πn sinπn+

(
2− π2 n2

)
cosπn

n3
− 2

n3

)
= −2

(−1)nπ

n
+ ((−1)n − 1)

4

πn3
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f(x) = −
∞∑
n=1

(
2

(−1)nπ

n
+ ((−1)n − 1)

4

πn3

)
sinnx
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Завдання 18

Умова Функцiю f (x) зображену графiчно на iнтервалi (0, T ), розвинути в ряд
Фур’є з перiодом T . Побудувати графiк суми ряду Фур’є.



Завдання 18

Розв’язання:
Графiк суми ряду:
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T = 2l = 2⇒ l = 1

f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(
an cos

πn

l
x+ bn sin

πn

l
x
)

a0 =
1

l

l∫
−l

f(x)dx; an =
1

l

l∫
−l

f(x) cos
πn

l
xdx, n = 1, 2, ...

bn =
1

l

l∫
−l

f(x) sin
πn

l
xdx, n = 1, 2, ...

f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosπnx+ bn sinπnx)
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Функцiя є парною, тому

a0 = 2

1∫
0

(x− 1)dx = −1;

an = 2

1∫
0

(x− 1) cosπnxdx = 2

(
cosπn

π2 n2
− 1

π2n2

)
=

(−1)n − 1

π2n2
n = 1, 2, ...

bn = 0, n = 1, 2, ...
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Вiдповiдь:

f(x) = −1 + 2

∞∑
n=1

(−1)n − 1

π2n2
cosπnx



Завдання 19

Умова
Функцiю f (x) зображену графiчно на iнтервалi (0, T ) попереднього завдання,
розвинути в ряд Фур’є: а) за косинусами; б) за синусами. В кожному випадку
побудувати графiк суми ряду Фур’є.

Розв’язання: Графiк суми ряду за синусами:
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За синусами:

f(x) =

∞∑
n=1

bn sin
πn

l
x;

bn =
2

l

l∫
0

f(x) sin
πn

l
xdx; n = 1, 2, ...
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T = 2l = 4⇒ l = 2

f(x) =

∞∑
n=1

bn sin
πn

2
x;

bn =
2

2

2∫
0

f(x) sin
πn

2
xdx =

1∫
0

(x− 1) sin
πn

2
xdx+

2∫
1

(1− x) sin
πn

2
xdx =

=
4 sin

(
πn
2

)
π2 n2

− 2

πn
+

4 sin
(
πn
2

)
π2 n2

− 4 sin (πn)− 2πn cos (πn)

π2 n2
=

=
8 sin

(
πn
2

)
π2 n2

− 2

πn
(1− (−1)n)
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Вiдповiдь:

f(x) =

∞∑
n=1

(
8 sin

(
πn
2

)
π2 n2

− 2

πn
(1− (−1)n)

)
sin

πn

2
x



Завдання 20

Умова:
Функцiю f (t) розвинути в iнтеграл Фур’є. Побудувати графiк функцiї та її

амплiтудного i фазового частотного спектрiв. f(t) =

{
cos t, |t|6π
0, |t| > π

Розв’язання:

C(u) =

∫ ∞
−∞

f(t) cosutdt =

∫ π

−π
cos t cosutdt = −2u sin (πu)

u2 − 1

S(u) = −
∫ ∞
−∞

f(t) sinutdt = −
∫ π

−π
cos t sinutdt = 0

A(u) = |F (u)| =
√
C2(u) + S2(u) =

∣∣∣∣2u sin (πu)

u2 − 1

∣∣∣∣
Φ(u) = argF (u) = arctg

S(u)

C(u)
= 0
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амплiтудного i фазового частотного спектрiв. f(t) =

{
cos t, |t|6π
0, |t| > π

Розв’язання:

C(u) =

∫ ∞
−∞

f(t) cosutdt =

∫ π

−π
cos t cosutdt = −2u sin (πu)

u2 − 1

S(u) = −
∫ ∞
−∞

f(t) sinutdt = −
∫ π

−π
cos t sinutdt = 0

A(u) = |F (u)| =
√
C2(u) + S2(u) =

∣∣∣∣2u sin (πu)

u2 − 1

∣∣∣∣
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S(u)

C(u)
= 0
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Графiк частотної характеристики у декартовiй системi



Графiк частотної характеристики у полярнiй системi (дiаграма
Найквiста)


