
Розв’язування задач на кратнi
iнтеграли



Завдання 1

Умова

Змiнити порядок iнтегрування:
1∫
0

dy
y2∫
0

fdx+
2∫
1

dy
2−y∫
0

fdx.

x = y2 ⇒ y =
√
x;

x = 2− y ⇒ y = 2− x



Завдання 1

Умова

Змiнити порядок iнтегрування:
1∫
0

dy
y2∫
0

fdx+
2∫
1

dy
2−y∫
0

fdx.

x = y2 ⇒ y =
√
x;

x = 2− y ⇒ y = 2− x



Розв’язання

b∫
a

dx

ψ(x)∫
ϕ(x)

fdy



Вiдповiдь

1∫
0

dx

2−x∫
√
x

fdy



Завдання 1

Умова

Змiнити порядок iнтегрування:
−1∫
−
√

2

dy

√
2−y2∫
0

fdx+
0∫
−1

dy
y2∫
0

fdx.

x = y2 ⇒ y = −
√
x;

x =
√

2− y2 ⇒ y = −
√
2− x2



Завдання 1

Умова

Змiнити порядок iнтегрування:
−1∫
−
√

2

dy

√
2−y2∫
0

fdx+
0∫
−1

dy
y2∫
0

fdx.

x = y2 ⇒ y = −
√
x;

x =
√

2− y2 ⇒ y = −
√
2− x2



Розв’язання

b∫
a

dx

ψ(x)∫
ϕ(x)

fdy



Вiдповiдь

1∫
0

dx

−
√
x∫

−
√

2−x2

fdy



Завдання 2.1

Обчислити: ∫∫
D:y=π,y=2π,x= 1

2
,x=1

y sinxydxdy.



Завдання 2.1

Обчислити: ∫∫
D:y=π,y=2π,x= 1

2
,x=1

y sinxydxdy.



Розв’язання

∫∫
D:y=π,y=2π,x= 1

2
,x=1

y sinxydxdy

=

2π∫
π

dy

1∫
1
2

y sinxydx =

=

2π∫
π

y

[
−cosxy

y

∣∣∣∣1
1
2

]
dy =

2π∫
π

[
cos

y

2
− cos y

]
dy =

[
2 sin

y

2
− sin y

]∣∣∣2π
π

=

= 2 sinπ − sin 2π − 2 sin
π

2
+ sinπ = −2.



Розв’язання

∫∫
D:y=π,y=2π,x= 1

2
,x=1

y sinxydxdy =

2π∫
π

dy

1∫
1
2

y sinxydx =

=

2π∫
π

y

[
−cosxy

y

∣∣∣∣1
1
2

]
dy =

2π∫
π

[
cos

y

2
− cos y

]
dy =

[
2 sin

y

2
− sin y

]∣∣∣2π
π

=

= 2 sinπ − sin 2π − 2 sin
π

2
+ sinπ = −2.



Розв’язання

∫∫
D:y=π,y=2π,x= 1

2
,x=1

y sinxydxdy =

2π∫
π

dy

1∫
1
2

y sinxydx =

=

2π∫
π

y

[
−cosxy

y

∣∣∣∣1
1
2

]
dy

=

2π∫
π

[
cos

y

2
− cos y

]
dy =

[
2 sin

y

2
− sin y

]∣∣∣2π
π

=

= 2 sinπ − sin 2π − 2 sin
π

2
+ sinπ = −2.



Розв’язання

∫∫
D:y=π,y=2π,x= 1

2
,x=1

y sinxydxdy =

2π∫
π

dy

1∫
1
2

y sinxydx =

=

2π∫
π

y

[
−cosxy

y

∣∣∣∣1
1
2

]
dy =

2π∫
π

[
cos

y

2
− cos y

]
dy

=
[
2 sin

y

2
− sin y

]∣∣∣2π
π

=

= 2 sinπ − sin 2π − 2 sin
π

2
+ sinπ = −2.



Розв’язання

∫∫
D:y=π,y=2π,x= 1

2
,x=1

y sinxydxdy =

2π∫
π

dy

1∫
1
2

y sinxydx =

=

2π∫
π

y

[
−cosxy

y

∣∣∣∣1
1
2

]
dy =

2π∫
π

[
cos

y

2
− cos y

]
dy =

[
2 sin

y

2
− sin y

]∣∣∣2π
π

=

= 2 sinπ − sin 2π − 2 sin
π

2
+ sinπ = −2.



Розв’язання

∫∫
D:y=π,y=2π,x= 1

2
,x=1

y sinxydxdy =

2π∫
π

dy

1∫
1
2

y sinxydx =

=

2π∫
π

y

[
−cosxy

y

∣∣∣∣1
1
2

]
dy =

2π∫
π

[
cos

y

2
− cos y

]
dy =

[
2 sin

y

2
− sin y

]∣∣∣2π
π

=

= 2 sinπ − sin 2π − 2 sin
π

2
+ sinπ

= −2.



Розв’язання

∫∫
D:y=π,y=2π,x= 1

2
,x=1

y sinxydxdy =

2π∫
π

dy

1∫
1
2

y sinxydx =

=

2π∫
π

y

[
−cosxy

y

∣∣∣∣1
1
2

]
dy =

2π∫
π

[
cos

y

2
− cos y

]
dy =

[
2 sin

y

2
− sin y

]∣∣∣2π
π

=

= 2 sinπ − sin 2π − 2 sin
π

2
+ sinπ = −2.



Завдання 2.1

Обчислити: ∫∫
D:x=0,y=2,y=x

2

y2 exp
(
−xy

8

)
dxdy.



Завдання 2.1

Обчислити: ∫∫
D:x=0,y=2,y=x

2

y2 exp
(
−xy

8

)
dxdy.



Розв’язання

∫∫
D:x=0,y=2,y=x

2

y2 exp
(
−xy

8

)
dxdy

=

2∫
0

dy

2y∫
0

y2 exp
(
−xy

8

)
dx =

=

2∫
0

y2

−exp
(
−xy

8

)
y

8

∣∣∣∣∣∣
2y

0

dy =

2∫
0

[
8y − 8y exp

(
−y

2

4

)]
dy =

=

[
4y2 + 16 exp

(
−y

2

4

)]∣∣∣∣2
0

= 4 · 22 +16 exp

(
−22

4

)
− 4 · 02− 16 exp

(
−02

4

)
=

16

e
.



Розв’язання

∫∫
D:x=0,y=2,y=x

2

y2 exp
(
−xy

8

)
dxdy =

2∫
0

dy

2y∫
0

y2 exp
(
−xy

8

)
dx =

=

2∫
0

y2

−exp
(
−xy

8

)
y

8

∣∣∣∣∣∣
2y

0

dy =

2∫
0

[
8y − 8y exp

(
−y

2

4

)]
dy =

=

[
4y2 + 16 exp

(
−y

2

4

)]∣∣∣∣2
0

= 4 · 22 +16 exp

(
−22

4

)
− 4 · 02− 16 exp

(
−02

4

)
=

16

e
.



Розв’язання

∫∫
D:x=0,y=2,y=x

2

y2 exp
(
−xy

8

)
dxdy =

2∫
0

dy

2y∫
0

y2 exp
(
−xy

8

)
dx =

=

2∫
0

y2

−exp
(
−xy

8

)
y

8

∣∣∣∣∣∣
2y

0

dy

=

2∫
0

[
8y − 8y exp

(
−y

2

4

)]
dy =

=

[
4y2 + 16 exp

(
−y

2

4

)]∣∣∣∣2
0

= 4 · 22 +16 exp

(
−22

4

)
− 4 · 02− 16 exp

(
−02

4

)
=

16

e
.



Розв’язання

∫∫
D:x=0,y=2,y=x

2

y2 exp
(
−xy

8

)
dxdy =

2∫
0

dy

2y∫
0

y2 exp
(
−xy

8

)
dx =

=

2∫
0

y2

−exp
(
−xy

8

)
y

8

∣∣∣∣∣∣
2y

0

dy =

2∫
0

[
8y − 8y exp

(
−y

2

4

)]
dy =

=

[
4y2 + 16 exp

(
−y

2

4

)]∣∣∣∣2
0

= 4 · 22 +16 exp

(
−22

4

)
− 4 · 02− 16 exp

(
−02

4

)
=

16

e
.



Розв’язання

∫∫
D:x=0,y=2,y=x

2

y2 exp
(
−xy

8

)
dxdy =

2∫
0

dy

2y∫
0

y2 exp
(
−xy

8

)
dx =

=

2∫
0

y2

−exp
(
−xy

8

)
y

8

∣∣∣∣∣∣
2y

0

dy =

2∫
0

[
8y − 8y exp

(
−y

2

4

)]
dy =

=

[
4y2 + 16 exp

(
−y

2

4

)]∣∣∣∣2
0

= 4 · 22 +16 exp

(
−22

4

)
− 4 · 02− 16 exp

(
−02

4

)
=

16

e
.



Розв’язання

∫∫
D:x=0,y=2,y=x

2

y2 exp
(
−xy

8

)
dxdy =

2∫
0

dy

2y∫
0

y2 exp
(
−xy

8

)
dx =

=

2∫
0

y2

−exp
(
−xy

8

)
y

8

∣∣∣∣∣∣
2y

0

dy =

2∫
0

[
8y − 8y exp

(
−y

2

4

)]
dy =

=

[
4y2 + 16 exp

(
−y

2

4

)]∣∣∣∣2
0

= 4 · 22 +16 exp

(
−22

4

)
− 4 · 02− 16 exp

(
−02

4

)

=
16

e
.



Розв’язання

∫∫
D:x=0,y=2,y=x

2

y2 exp
(
−xy

8

)
dxdy =

2∫
0

dy

2y∫
0

y2 exp
(
−xy

8

)
dx =

=

2∫
0

y2

−exp
(
−xy

8

)
y

8

∣∣∣∣∣∣
2y

0

dy =

2∫
0

[
8y − 8y exp

(
−y

2

4

)]
dy =

=

[
4y2 + 16 exp

(
−y

2

4

)]∣∣∣∣2
0

= 4 · 22 +16 exp

(
−22

4

)
− 4 · 02− 16 exp

(
−02

4

)
=

16

e
.



Завдання 2.2

Обчислити:
R∫
−R

dx

0∫
−
√
R2−x2

dy√
x2 + y2 cos2

√
x2 + y2

.



Завдання 2.2

Обчислити:
R∫
−R

dx

0∫
−
√
R2−x2

dy√
x2 + y2 cos2

√
x2 + y2

.



Розв’язання

Перехiд до полярної системи координат:∫∫
∆

F (x, y)dxdy =

∫∫
∆

F (f(u, v), ϕ(u, v)) |i| dudv

{
x = ρ cos θ

y = ρ sin θ

x2 + y2 = ρ2

|i| = ρ



Розв’язання

Перехiд до полярної системи координат:∫∫
∆

F (x, y)dxdy =

∫∫
∆

F (f(u, v), ϕ(u, v)) |i| dudv

{
x = ρ cos θ

y = ρ sin θ

x2 + y2 = ρ2

|i| = ρ



Розв’язання

Перехiд до полярної системи координат:∫∫
∆

F (x, y)dxdy =

∫∫
∆

F (f(u, v), ϕ(u, v)) |i| dudv

{
x = ρ cos θ

y = ρ sin θ

x2 + y2 = ρ2

|i| = ρ



Розв’язання

Перехiд до полярної системи координат:∫∫
∆

F (x, y)dxdy =

∫∫
∆

F (f(u, v), ϕ(u, v)) |i| dudv

{
x = ρ cos θ

y = ρ sin θ

x2 + y2 = ρ2

|i| = ρ



Розв’язання

∫∫
∆

F (x, y)dxdy =

∫∫
τ

F (ρ cos θ, ρ sin θ) ρdρdθ

=

R∫
0

dρ

0∫
−π

1

ρ cos2 ρ
ρdθ =

= tg ρ|R0 · θ|
0
−π = π tgR.



Розв’язання

∫∫
∆

F (x, y)dxdy =

∫∫
τ

F (ρ cos θ, ρ sin θ) ρdρdθ =

R∫
0

dρ

0∫
−π

1

ρ cos2 ρ
ρdθ =

= tg ρ|R0 · θ|
0
−π = π tgR.



Розв’язання

∫∫
∆

F (x, y)dxdy =

∫∫
τ

F (ρ cos θ, ρ sin θ) ρdρdθ =

R∫
0

dρ

0∫
−π

1

ρ cos2 ρ
ρdθ =

= tg ρ|R0 · θ|
0
−π

= π tgR.



Розв’язання

∫∫
∆

F (x, y)dxdy =

∫∫
τ

F (ρ cos θ, ρ sin θ) ρdρdθ =

R∫
0

dρ

0∫
−π

1

ρ cos2 ρ
ρdθ =

= tg ρ|R0 · θ|
0
−π = π tgR.



Момент iнерцiї за допомогою подвiйного iнтеграла

Знайти момент iнерцiї вiдносно вiсi x зображеного на рисунку перерiзу



Розв’язання

Перехiд до полярної системи координат:

Jx =

∫∫
∆

y2dF

{
x = ρ cos θ

y = ρ sin θ

dF = ρdρdθ



Розв’язання

Перехiд до полярної системи координат:

Jx =

∫∫
∆

y2dF

{
x = ρ cos θ

y = ρ sin θ

dF = ρdρdθ



Розв’язання

Перехiд до полярної системи координат:

Jx =

∫∫
∆

y2dF

{
x = ρ cos θ

y = ρ sin θ

dF = ρdρdθ



Розв’язання

Jx =

R∫
0

dρ

0∫
−π

(ρ sin θ)2 ρdθ =

=
ρ4

4

∣∣∣∣R
0

·
(
1

2
θ − sin 2θ

4

)∣∣∣∣0
−π

=
1

8
πR4.



Розв’язання

Jx =

R∫
0

dρ

0∫
−π

(ρ sin θ)2 ρdθ =

=
ρ4

4

∣∣∣∣R
0

·
(
1

2
θ − sin 2θ

4

)∣∣∣∣0
−π

=
1

8
πR4.



Розв’язання

Jx =

R∫
0

dρ

0∫
−π

(ρ sin θ)2 ρdθ =

=
ρ4

4

∣∣∣∣R
0

·
(
1

2
θ − sin 2θ

4

)∣∣∣∣0
−π

=
1

8
πR4.



Завдання 2.2

Обчислити:
R∫
−R

dx

√
R2−x2∫

−
√
R2−x2

sin
√
x2 + y2 dy.



Завдання 2.2

Обчислити:
R∫
−R

dx

√
R2−x2∫

−
√
R2−x2

sin
√
x2 + y2 dy.



Розв’язання

∫∫
∆

F (x, y)dxdy =

∫∫
τ

F (ρ cos θ, ρ sin θ) ρdρdθ

=

R∫
0

dρ

π∫
−π

sin ρ · ρdθ =

= (sin ρ− ρ cos ρ)|R0 · θ|
π
−π = 2π (sinR−R cosR) .



Розв’язання

∫∫
∆

F (x, y)dxdy =

∫∫
τ

F (ρ cos θ, ρ sin θ) ρdρdθ =

R∫
0

dρ

π∫
−π

sin ρ · ρdθ =

= (sin ρ− ρ cos ρ)|R0 · θ|
π
−π = 2π (sinR−R cosR) .



Розв’язання

∫∫
∆

F (x, y)dxdy =

∫∫
τ

F (ρ cos θ, ρ sin θ) ρdρdθ =

R∫
0

dρ

π∫
−π

sin ρ · ρdθ =

= (sin ρ− ρ cos ρ)|R0 · θ|
π
−π

= 2π (sinR−R cosR) .



Розв’язання

∫∫
∆

F (x, y)dxdy =

∫∫
τ

F (ρ cos θ, ρ sin θ) ρdρdθ =

R∫
0

dρ

π∫
−π

sin ρ · ρdθ =

= (sin ρ− ρ cos ρ)|R0 · θ|
π
−π = 2π (sinR−R cosR) .



Завдання 2.3

Обчислити
∫∫∫

V :
x2 = 2(y2 + z2),

x = 4, x>0

xdxdydz



Завдання 2.3

Обчислити
∫∫∫

V :
x2 = 2(y2 + z2),

x = 4, x>0

xdxdydz



Перехiд до цилiндричної системи координат

x

y

z


y = ρ cosϕ

z = ρ sinϕ

x = z

ρ =
√
y2 + z2; |i| = ρ;

x2 = 2(y2 + z2)⇒ z2 = 2ρ2 ⇒

z =
√
2ρ⇒ ρ =

z√
2



Перехiд до цилiндричної системи координат

x

y

z


y = ρ cosϕ

z = ρ sinϕ

x = z

ρ =
√
y2 + z2; |i| = ρ;

x2 = 2(y2 + z2)⇒ z2 = 2ρ2 ⇒

z =
√
2ρ⇒ ρ =

z√
2



Перехiд до цилiндричної системи координат

x

y

z


y = ρ cosϕ

z = ρ sinϕ

x = z

ρ =
√
y2 + z2; |i| = ρ;

x2 = 2(y2 + z2)⇒ z2 = 2ρ2 ⇒

z =
√
2ρ⇒ ρ =

z√
2



Розв’язання

∫∫∫
V :
x2 = 2(y2 + z2),

x = 4, x>0

xdxdydz =

4∫
0

dz

π∫
−π

dϕ

z√
2∫

0

zρdρ =

=

4∫
0

z
ρ2

2

∣∣∣∣ρ= z√
2

ρ=0

dz

π∫
−π

dϕ = 2π

4∫
0

z3

4
dz = 2π

z4

4 · 4

∣∣∣∣4
0

= 32π.



Розв’язання

∫∫∫
V :
x2 = 2(y2 + z2),

x = 4, x>0

xdxdydz =

4∫
0

dz

π∫
−π

dϕ

z√
2∫

0

zρdρ =

=

4∫
0

z
ρ2

2

∣∣∣∣ρ= z√
2

ρ=0

dz

π∫
−π

dϕ

= 2π

4∫
0

z3

4
dz = 2π

z4

4 · 4

∣∣∣∣4
0

= 32π.



Розв’язання

∫∫∫
V :
x2 = 2(y2 + z2),

x = 4, x>0

xdxdydz =

4∫
0

dz

π∫
−π

dϕ

z√
2∫

0

zρdρ =

=

4∫
0

z
ρ2

2

∣∣∣∣ρ= z√
2

ρ=0

dz

π∫
−π

dϕ = 2π

4∫
0

z3

4
dz

= 2π
z4

4 · 4

∣∣∣∣4
0

= 32π.



Розв’язання

∫∫∫
V :
x2 = 2(y2 + z2),

x = 4, x>0

xdxdydz =

4∫
0

dz

π∫
−π

dϕ

z√
2∫

0

zρdρ =

=

4∫
0

z
ρ2

2

∣∣∣∣ρ= z√
2

ρ=0

dz

π∫
−π

dϕ = 2π

4∫
0

z3

4
dz = 2π

z4

4 · 4

∣∣∣∣4
0

= 32π.



Розв’язання

∫∫∫
V :
x2 = 2(y2 + z2),

x = 4, x>0

xdxdydz =

4∫
0

dz

π∫
−π

dϕ

z√
2∫

0

zρdρ =

=

4∫
0

z
ρ2

2
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Завдання 2.3

Обчислити:
∫∫∫

V :
x2 + y2 + z2 = 16,

z>0

x2dxdydz√
(x2 + y2 + z2)3

.



Завдання 2.3
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Сферична система координат
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Задача

Знайти об’єм тiла, обмеженого поверхнями:

z =
√
4− x2 − y2, z = 0, x2 + y2 > 3.
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Знайти об’єм тiла, обмеженого поверхнями:

z =
√
4− x2 − y2, z = 0, x2 + y2 > 3.



Цилiндрична система координат


x = ρ cosϕ

y = ρ sinϕ

z = z

ρ =
√
x2 + y2; ϕ = arctg

y

x
; z = z;

|i| = ρ;

z =
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4− x2 − y2 ⇒ z =
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Завдання 3

Знайти координати центра мас однорiдного тiла, обмеженого поверхнями:

x2 + z2 = 6y, y = 8.
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Перехiд до цилiндричної системи координат

x

y

z


z = ρ cosϕ

x = ρ sinϕ

y = z

ρ =
√
x2 + z2; |i| = ρ;

6y = x2 + z2 ⇒ 6z = ρ2 ⇒

ρ =
√
6z
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ρ=0

dz

π∫
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dϕ = 2π

8∫
0

3z2dz = 2π
3z3

3

∣∣∣∣8
0

= 1024π.
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Завдання 3

Знайти координати центра мас однорiдного тiла, обмеженого поверхнями:

z = 5(x2 + y2), x2 + y2 = 2, z = 0.
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Цилiндрична система координат


x = ρ cosϕ

y = ρ sinϕ

z = z

ρ =
√
x2 + y2; ϕ = arctg
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; z = z;

|i| = ρ;
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