
Розв’язання задач на елементи теорiї
поля



Задача 1

Дано векторне поле ~a. Знайти дивергенцiю поля у точцi M0(3; 2;−1).

~a =

(
x2 + sin y; zx− y3; 3z + tg

x

y

)
.



Розв’язання

div ~a = ~∇ · ~a

=
∂ax
∂x

+
∂ay
∂y

+
∂az
∂z

=

=
∂(x2 + sin y)

∂x
+
∂(zx− y3)

∂y
+

∂

(
3z + tg

x

y

)
∂z

= 2x− 3y2 + 3

Пiдставляємо точку M :

div ~a|M =
(
2x− 3y2 + 3

)∣∣
(3;2;−1)

= 2 · 3− 3 · 22 + 3 = −3.



Розв’язання
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∂
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y
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∂z
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)∣∣
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=
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∂
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div ~a|M =
(
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)∣∣
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=
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∂y
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∂
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x

y

)
∂z

= 2x− 3y2 + 3

Пiдставляємо точку M :

div ~a|M =
(
2x− 3y2 + 3

)∣∣
(3;2;−1)

= 2 · 3− 3 · 22 + 3 = −3.



Розв’язання

div ~a = ~∇ · ~a =
∂ax
∂x

+
∂ay
∂y

+
∂az
∂z

=

=
∂(x2 + sin y)

∂x
+
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∂y
+

∂

(
3z + tg

x

y

)
∂z

= 2x− 3y2 + 3

Пiдставляємо точку M :

div ~a|M =
(
2x− 3y2 + 3

)∣∣
(3;2;−1)

= 2 · 3− 3 · 22 + 3

= −3.



Розв’язання

div ~a = ~∇ · ~a =
∂ax
∂x

+
∂ay
∂y

+
∂az
∂z

=

=
∂(x2 + sin y)

∂x
+
∂(zx− y3)

∂y
+

∂

(
3z + tg

x

y

)
∂z

= 2x− 3y2 + 3

Пiдставляємо точку M :

div ~a|M =
(
2x− 3y2 + 3

)∣∣
(3;2;−1)

= 2 · 3− 3 · 22 + 3 = −3.



Задача 2

Знайти циркуляцiю векторного поля ~a вздовж контуру Γ, використовуючи
формулу Стокса.

~a = (x+ y)~i+ (z − x)~j + (3x− z)~k,Γ :

{
x2 + y2 − 2z2 = 0;

z = 3.



Задача 2

Знайти циркуляцiю векторного поля ~a вздовж контуру Γ, використовуючи
формулу Стокса.

~a = (x+ y)~i+ (z − x)~j + (3x− z)~k,Γ :

{
x2 + y2 − 2z2 = 0;

z = 3.



Розв’язання

За формулою Стокса: �

λ

~ad~r =

�

∆

rot ~a · ~nd∆

У задачi, очевидно, ~n = ~k, тому лишилося знайти rot ~a.



Розв’язання

За формулою Стокса: �

λ

~ad~r =

�

∆

rot ~a · ~nd∆

У задачi, очевидно, ~n = ~k, тому лишилося знайти rot ~a.



Розв’язання

rot ~a = ~∇× ~a

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
ax ay az

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
x+ y z − x 3x− z

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= (−1;−3;−2)



Розв’язання

rot ~a = ~∇× ~a =

∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
ax ay az

∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
x+ y z − x 3x− z

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= (−1;−3;−2)



Розв’язання

rot ~a = ~∇× ~a =

∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
ax ay az

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
x+ y z − x 3x− z

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= (−1;−3;−2)



Розв’язання

rot ~a = ~∇× ~a =

∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
ax ay az

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
x+ y z − x 3x− z

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= (−1;−3;−2)



Розв’язання

Маємо�

λ

~ad~r =

�

∆

rot ~a · ~nd∆

=

�

∆

(−1;−3;−2) · (0; 0; 1)d∆ = −2

�

∆

d∆ =

= −2∆ = −2 · π · 18 = −36π.



Розв’язання

Маємо�

λ

~ad~r =

�

∆
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�
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�
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Розв’язання
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λ

~ad~r =

�
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�
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(−1;−3;−2) · (0; 0; 1)d∆ = −2

�
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= −2∆
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Розв’язання

Маємо�

λ

~ad~r =

�

∆

rot ~a · ~nd∆ =

�

∆

(−1;−3;−2) · (0; 0; 1)d∆ = −2

�

∆

d∆ =

= −2∆ = −2 · π · 18

= −36π.



Розв’язання

Маємо�

λ

~ad~r =

�

∆

rot ~a · ~nd∆ =

�

∆

(−1;−3;−2) · (0; 0; 1)d∆ = −2

�

∆

d∆ =

= −2∆ = −2 · π · 18 = −36π.



Домашнє завдання

I Дано векторне поле ~a. Знайти дивергенцiю поля у точцi M0(1;−3; 1).

~a =
(

cos z − 3x3; 3 arctg x− 2y2; 5z3 + ln
y

x

)
.

I Знайти циркуляцiю векторного поля ~a вздовж контуру Γ, використовуючи
формулу Стокса.

~a = (2y − 3x)~i+ (4z − y)~j + (2x+ y)~k,Γ :

{
4x2 + y2 = z;

z = 4.



Завдання 5

Знайти
∂u

∂~l

∣∣∣∣
M

за умови, що u = ln(x+
√
y2 + z2); ~l = (−2,−1, 1); M(1,−3, 4).



Розв’язання

∂u

∂~l
=

(
grad u;~l

)
|~l|

.

grad u|M =

(
∂u

∂x
;
∂u

∂y
;
∂u

∂z

)∣∣∣∣
M

=

=

∂
[
ln(x+

√
y2 + z2)

]
∂x

;
∂
[
ln(x+

√
y2 + z2)

]
∂y

;
∂
[
ln(x+

√
y2 + z2)

]
∂z

∣∣∣∣∣∣
M

=

=

(
1

x+
√
y2 + z2

;
y

(x+
√
y2 + z2)

√
y2 + z2

;
z

(x+
√
y2 + z2)

√
y2 + z2

)∣∣∣∣∣
M

=

=

(
1

1 +
√

52
;

−3

(1 +
√

52)
√

52
;

4

(1 +
√

52)
√

52

)
=

(
1

6
;− 1

10
;

2

15

)



Розв’язання

∂u
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=

(
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∂u
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∂x
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√
y2 + z2

;
z

(x+
√
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√
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√
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Розв’язання
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Розв’язання

Отже

∂u

∂~l
=

(
1

6
;− 1

10
;

2

15

)
· (−2,−1, 1)√

(−2)2 + (−1)2 + 12

=
−1

3
+

1

10
+

2

15√
6

= − 1

10
√

6
.
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Завдання 5

Знайти
∂u

∂~n

∣∣∣∣
M

(~n – нормаль до поверхнi S у точцi M) за умови, що

u =
√
xy −

√
4− z2; S : z = x2 − y2; ∠(~n,Oz)690◦; M(1, 1, 0).



Розв’язання

∂u

∂~n
=

(gradu;~n)

|~n|
.

gradu|M =

(
∂u

∂x
;
∂u

∂y
;
∂u

∂z

)∣∣∣∣
M

=

=

∂
[√

xy −
√

4− z2
]

∂x
;
∂
[√

xy −
√

4− z2
]

∂y
;
∂
[√

xy −
√

4− z2
]

∂z

∣∣∣∣∣∣
M

=

=

(
1

2

√
y

x
;
1

2

√
x

y
;

z√
4− z2

)∣∣∣∣
M

=

(
1

2

√
1

1
;
1

2

√
1

1
;

0√
4− 02

)
=

(
1

2
;
1

2
; 0

)



Розв’язання

∂u

∂~n
=

(gradu;~n)

|~n|
.

gradu|M =

(
∂u

∂x
;
∂u

∂y
;
∂u

∂z

)∣∣∣∣
M

=

=

∂
[√

xy −
√

4− z2
]

∂x
;
∂
[√

xy −
√

4− z2
]

∂y
;
∂
[√

xy −
√

4− z2
]

∂z

∣∣∣∣∣∣
M

=

=

(
1

2

√
y

x
;
1

2

√
x

y
;

z√
4− z2

)∣∣∣∣
M

=

(
1

2

√
1

1
;
1

2

√
1

1
;

0√
4− 02

)
=

(
1

2
;
1

2
; 0

)



Розв’язання

∂u

∂~n
=

(gradu;~n)

|~n|
.

gradu|M =

(
∂u

∂x
;
∂u

∂y
;
∂u

∂z

)∣∣∣∣
M

=

=

∂
[√

xy −
√

4− z2
]

∂x
;
∂
[√

xy −
√

4− z2
]

∂y
;
∂
[√

xy −
√

4− z2
]

∂z

∣∣∣∣∣∣
M

=

=

(
1

2

√
y

x
;
1

2

√
x

y
;

z√
4− z2

)∣∣∣∣
M

=

(
1

2

√
1

1
;
1

2

√
1

1
;

0√
4− 02

)
=

(
1

2
;
1

2
; 0

)



Розв’язання
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Розв’язання
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Задача 3

Перевiрити чи є векторне поле ~a а) потенцiйним; б) соленоїдальним.

~a = (x+ z2)~i+ (z − 2y)~j + (z − cos y)~k



Розв’язання

Якщо потенцiйне, має бути rot ~a = 0.
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∂z
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= (sin y − 1; 2z; 0)

Не потенцiйне.
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