
Iнтегрування рацiональних функцiй.
Невизначенi iнтеграли, якi зводяться

до iнтегрування рацiональних
функцiй



Елементарнi дроби

Означення: Елементарними називаються дроби наступних чотирьох типiв:

I.
1

ax+ b
; III.

Mx+N

ax2 + bx+ c
;

II.
1

(ax+ b)m
; IV.

Mx+N

(ax2 + bx+ c)n

m, n – натуральнi числа (m > 2, n > 2) i b2 − 4ac < 0.



Iнтегрування елементарних дробiв

Першi два типи iнтегралiв вiд елементарних дробiв досить просто приводяться
до табличних пiдстановкою t = ax+ b.



Iнтегрування елементарних дробiв першого типу
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Iнтегрування елементарних дробiв другого типу
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Iнтегрування елементарних дробiв третього типу
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Iнтегрування елементарних дробiв четвертого типу

Спочатку розглянемо окремий випадок при M = 0, N = 1.

Тодi iнтеграл типу
� dx

(ax2 + bx+ c)n
можна шляхом видiлення в знаменнику

повного квадрата представити у виглядi добутку сталого коефiцiєнта на� du

(u2 + s)n
.
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Iнтегрування елементарних дробiв четвертого типу
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В отриманiй рiвностi перший iнтеграл за допомогою пiдстановки t = u2 + s

приводиться до табличного
� dt

tn
, а до другого iнтеграла застосовується

розглянута вище рекурентна формула.
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Рацiональна функцiя

Означення: Рацiональною функцiєю R(x) називається вiдношення двох
многочленiв

R(x) =
Q(x)

P (x)
,

Q(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an;

P (x) = xm + b1x
m−1 + · · ·+ bm.

Якщо n > m, дрiб рацiональної функцiї називається неправильним; якщо
n < m – правильним.
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Розкладення рацiональної функцiї на елементарнi дроби

Теорема: Якщо R(x) =
Q(x)

P (x)
– правильний рацiональний дрiб, знаменник

P (x) якого представлений у виглядi добутку лiнiйних i квадратичних
множникiв (вiдзначимо, що будь-який многочлен з дiйсними коефiцiєнтами
може бути представлений у такому виглядi: P (x) = (x− a)α

. . . (x− b)β(x2 + px+ q)λ . . . (x2 + rx+ s)µ), то цей дрiб може бути розкладений
на елементарнi за наступною схемою:

Q(x)

P (x)
=

A1

x− a
+

A2

(x− a)2
+ ...+

Aα
(x− a)α

+ ...+
B1

(x− b)
+

B2

(x− b)2
+ ...

+
Bβ

(x− b)β
+

M1x+N1

x2 + px+ q
+

M2x+N2

(x2 + px+ q)2
+ ...+

Mλx+Nλ

(x2 + px+ q)λ
+ ...

+
R1x+ S1

x2 + rx+ s
+

R2x+ S2

(x2 + rx+ s)2
+ ...+

Rµx+ Sµ
(x2 + rx+ s)µ

де Ai, Bi, Mi, Ni, Ri, Si – деякi сталi величини.



Iнтегрування рацiональної функцiї

При iнтегруваннi рацiональних дробiв вдаються до розкладу вихiдного дробу
на елементарнi. Для знаходження величин Ai, Bi, Mi, Ni, Ri, Si застосовують
так званий метод невизначених коефiцiєнтiв, суть якого полягає у тому,
що для того, щоб два многочлени були тотожно рiвнi, необхiдно i достатньо,
щоб були рiвнi коефiцiєнти при однакових степенях x.



Приклад

Знайти iнтеграл �
9x3 − 30x2 + 28x− 88

(x2 − 6x+ 8)(x2 + 4)
dx

Розв’язання
Оскiльки

(
x2 − 6x+ 8

) (
x2 + 4

)
= (x− 2) (x− 4)

(
x2 + 4

)
, то

9x3 − 30x2 + 28x− 88

(x− 2)(x− 4)(x2 + 4)
=

A

x− 2
+

B

x− 4
+

Cx+D

x2 + 4

Приводячи до спiльного знаменника i дорiвнюючи вiдповiднi чисельники,
одержуємо:

A(x−4)(x2+4)+B(x−2)(x2+4)+(Cx+D)(x2−6x+8) = 9x3−30x2+28x−88

(A+B + C)x3 + (−4A− 2B − 6C +D)x2 + (4A+ 4B + 8C − 6D)x+

+(−16A− 8B + 8D) = 9x3 − 30x2 + 28x− 88
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D = 24− 2A− 4B

2A+ 2B + 36− 4A− 4B − 72 + 6A+ 12B = 14

2A+B − 24 + 2A+ 4B = 11


C = 9−A−B

D = 24− 2A− 4B

4A+ 10B = 50

4A+ 5B = 35
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Розв’язання

Розкладемо знаменник отриманого дробу на множники. Видно, що при x = 3
знаменник дробу перетворюється в нуль. Тодi:(

3x3 − 4x2 − 17x+ 6
)
÷
(
x− 3

)
= 3x2 + 5x− 2

− 3x3 + 9x2

5x2 − 17x
− 5x2 + 15x

− 2x+ 6
2x− 6

0
Таким чином

3x3 − 4x2 − 17x+ 6 = (x− 3)(3x2 + 5x− 2) = (x− 3)(x+ 2)(3x− 1).



Розв’язання

Тодi:
4x2 − 5x− 5

(x− 3)(x+ 2)(3x− 1)
=

A

x− 3
+

B

x+ 2
+

C

3x− 1

A(x+ 2)(3x− 1) +B(x− 3)(3x− 1) + C(x− 3)(x+ 2) = 4x2 − 5x− 5



Метод довiльних значень

Суть методу полягає у тому, що в отриманий вище вираз пiдставляються
почергово декiлька (за кiлькiстю невизначених коефiцiєнтiв) довiльних
значень x.

Для спрощення обчислень прийнято як довiльнi значення приймати точки,
при яких знаменник дробу дорiвнює нулю, тобто в нашому випадку 3, −2, 1/3.
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Розв’язання

Одержуємо: 
40A = 16

35B = 21

C = 1


A = 2/5

B = 3/5

C = 1
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dx
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dx

3x− 1
=

=
2

3
x3 + 3x+ 3 ln |x+ 2|+ 2 ln |x− 3|+ 5

3
ln |3x− 1|+ C.
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Iнтеграл типу
�
R(sinx, cosx)dx

Тут R – позначення деякої рацiональної функцiї вiд змiнних sinx i cosx.

Iнтеграли цього типу обчислюються за допомогою пiдстановки t = tg
x

2
. Ця

пiдстановка дозволяє перетворити тригонометричну функцiю в рацiональну.

sinx =
2 tg

x

2

1 + tg2
x

2

=
2t

1 + t2
, cosx =

1− tg2
x

2

1 + tg2
x

2

=
1− t2

1 + t2
;

Тодi x = 2arctg t; dx =
2dt

1 + t2
.

Отже,
�
R(sinx, cosx)dx =

�
R

(
2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2

)
2

1 + t2
dt =

�
r(t)dt.

Описане вище перетворення називається унiверсальною
тригонометричною пiдстановкою



Iнтеграл типу
�
R(sinx, cosx)dx

Тут R – позначення деякої рацiональної функцiї вiд змiнних sinx i cosx.
Iнтеграли цього типу обчислюються за допомогою пiдстановки t = tg

x

2
. Ця

пiдстановка дозволяє перетворити тригонометричну функцiю в рацiональну.

sinx =
2 tg

x

2

1 + tg2
x

2

=
2t

1 + t2
, cosx =

1− tg2
x

2

1 + tg2
x

2

=
1− t2

1 + t2
;

Тодi x = 2arctg t; dx =
2dt

1 + t2
.

Отже,
�
R(sinx, cosx)dx =

�
R

(
2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2

)
2

1 + t2
dt =

�
r(t)dt.

Описане вище перетворення називається унiверсальною
тригонометричною пiдстановкою



Iнтеграл типу
�
R(sinx, cosx)dx

Тут R – позначення деякої рацiональної функцiї вiд змiнних sinx i cosx.
Iнтеграли цього типу обчислюються за допомогою пiдстановки t = tg

x

2
. Ця

пiдстановка дозволяє перетворити тригонометричну функцiю в рацiональну.

sinx =
2 tg

x

2

1 + tg2
x

2

=
2t

1 + t2
, cosx =

1− tg2
x

2

1 + tg2
x

2

=
1− t2

1 + t2
;

Тодi x = 2arctg t; dx =
2dt

1 + t2
.

Отже,
�
R(sinx, cosx)dx =

�
R

(
2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2

)
2

1 + t2
dt =

�
r(t)dt.

Описане вище перетворення називається унiверсальною
тригонометричною пiдстановкою



Iнтеграл типу
�
R(sinx, cosx)dx

Тут R – позначення деякої рацiональної функцiї вiд змiнних sinx i cosx.
Iнтеграли цього типу обчислюються за допомогою пiдстановки t = tg

x

2
. Ця

пiдстановка дозволяє перетворити тригонометричну функцiю в рацiональну.

sinx =
2 tg

x

2

1 + tg2
x

2

=
2t

1 + t2
, cosx =

1− tg2
x

2

1 + tg2
x

2

=
1− t2

1 + t2
;

Тодi x = 2arctg t; dx =
2dt

1 + t2
.

Отже,
�
R(sinx, cosx)dx =

�
R

(
2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2

)
2

1 + t2
dt =

�
r(t)dt.

Описане вище перетворення називається унiверсальною
тригонометричною пiдстановкою



Iнтеграл типу
�
R(sinx, cosx)dx

Тут R – позначення деякої рацiональної функцiї вiд змiнних sinx i cosx.
Iнтеграли цього типу обчислюються за допомогою пiдстановки t = tg

x

2
. Ця

пiдстановка дозволяє перетворити тригонометричну функцiю в рацiональну.

sinx =
2 tg

x

2

1 + tg2
x

2

=
2t

1 + t2
, cosx =

1− tg2
x

2

1 + tg2
x

2

=
1− t2

1 + t2
;

Тодi x = 2arctg t; dx =
2dt

1 + t2
.

Отже,
�
R(sinx, cosx)dx =

�
R

(
2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2

)
2

1 + t2
dt =

�
r(t)dt.

Описане вище перетворення називається унiверсальною
тригонометричною пiдстановкою



Приклад

�
dx

4 sinx+ 3 cosx+ 5

=

� 2dt

1 + t2

4
2t

1 + t2
+ 3

1− t2

1 + t2
+ 5

=

= 2

�
dt

8t+ 3− 3t2 + 5 + 5t2
= 2

�
dt

2t2 + 8t+ 8
=

=

�
dt

t2 + 4t+ 4
=

�
dt

(t+ 2)2
= − 1

t+ 2
+ C = − 1

tg
x

2
+ 2

+ C.



Приклад

�
dx

4 sinx+ 3 cosx+ 5
=

� 2dt

1 + t2

4
2t

1 + t2
+ 3

1− t2

1 + t2
+ 5

=

= 2

�
dt

8t+ 3− 3t2 + 5 + 5t2
= 2

�
dt

2t2 + 8t+ 8
=

=

�
dt

t2 + 4t+ 4
=

�
dt

(t+ 2)2
= − 1

t+ 2
+ C = − 1

tg
x

2
+ 2

+ C.



Приклад

�
dx

4 sinx+ 3 cosx+ 5
=

� 2dt

1 + t2

4
2t

1 + t2
+ 3

1− t2

1 + t2
+ 5

=

= 2

�
dt

8t+ 3− 3t2 + 5 + 5t2
= 2

�
dt

2t2 + 8t+ 8

=

=

�
dt

t2 + 4t+ 4
=

�
dt

(t+ 2)2
= − 1

t+ 2
+ C = − 1

tg
x

2
+ 2

+ C.



Приклад

�
dx

4 sinx+ 3 cosx+ 5
=

� 2dt

1 + t2

4
2t

1 + t2
+ 3

1− t2

1 + t2
+ 5

=

= 2

�
dt

8t+ 3− 3t2 + 5 + 5t2
= 2

�
dt

2t2 + 8t+ 8
=

=

�
dt

t2 + 4t+ 4
=

�
dt

(t+ 2)2
= − 1

t+ 2
+ C = − 1

tg
x

2
+ 2

+ C.



Приклад

�
dx

9 + 8 cosx+ sinx

=

�
2dt

(1 + t2)

[
9 +

8(1− t2)

1 + t2
+

2t

1 + t2

] =

= 2

�
dt

t2 + 2t+ 17
= 2

�
dt

(t+ 1)2 + 16
=

=
1

2
arctg

t+ 1

4
+ C =

1

2
arctg

tg
x

2
+ 1

4
+ C.



Приклад

�
dx

9 + 8 cosx+ sinx
=

�
2dt

(1 + t2)

[
9 +

8(1− t2)

1 + t2
+

2t

1 + t2

]

=

= 2

�
dt

t2 + 2t+ 17
= 2

�
dt

(t+ 1)2 + 16
=

=
1

2
arctg

t+ 1

4
+ C =

1

2
arctg

tg
x

2
+ 1

4
+ C.



Приклад

�
dx

9 + 8 cosx+ sinx
=

�
2dt

(1 + t2)

[
9 +

8(1− t2)

1 + t2
+

2t

1 + t2

] =

= 2

�
dt

t2 + 2t+ 17

= 2

�
dt

(t+ 1)2 + 16
=

=
1

2
arctg

t+ 1

4
+ C =

1

2
arctg

tg
x

2
+ 1

4
+ C.



Приклад

�
dx

9 + 8 cosx+ sinx
=

�
2dt

(1 + t2)

[
9 +

8(1− t2)

1 + t2
+

2t

1 + t2

] =

= 2

�
dt

t2 + 2t+ 17
= 2

�
dt

(t+ 1)2 + 16

=

=
1

2
arctg

t+ 1

4
+ C =

1

2
arctg

tg
x

2
+ 1

4
+ C.



Приклад

�
dx

9 + 8 cosx+ sinx
=

�
2dt

(1 + t2)

[
9 +

8(1− t2)

1 + t2
+

2t

1 + t2

] =

= 2

�
dt

t2 + 2t+ 17
= 2

�
dt

(t+ 1)2 + 16
=

=
1

2
arctg

t+ 1

4
+ C =

1

2
arctg

tg
x

2
+ 1

4
+ C.


