
Числовi ряди



Означення

Сума членiв нескiнченної числової послiдовностi
u1, u2, ..., un, ... називається числовим рядом (series).

u1 + u2 + ...+ un + ... =

∞∑
n=1

un

u1, u2, ... – члени ряду (terms)
un – загальний член ряду (common term).



Частиннi суми

Частиннi (частковi) суми ряду:

Sn = u1 + u2 + ...+ un =

n∑
k=1

uk, n = 1, 2, . . .



Збiжнiсть

u1 + u2 + ...+ un + ... =
∞∑
n=1

un – збiжний, якщо збiгається

послiдовнiсть його частинних сум.

Сума збiжного ряду –
границя послiдовностi його частинних сум.

lim
n→∞

Sn = S, S =
∞∑
n=1

un.
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Розбiжнiсть

Якщо послiдовнiсть частинних сум ряду розбiжна, тобто не
має границi, або має нескiнченну границю, то ряд
називається розбiжним i йому не ставлять у вiдповiднiсть
нiякої суми.



Властивостi

Збiжнiсть або розбiжнiсть ряду не порушиться якщо
змiнити, вiдкинути або додати скiнченне число членiв ряду.



Властивостi

Якщо ряд
∞∑
n=1

un збiгається i його сума дорiвнює S, то ряд
∞∑
n=1

Cun теж збiгається, i його сума дорiвнює СS. (C 6= 0)



Властивостi

Якщо ряди
∞∑
n=1

un i
∞∑
n=1

vn збiжнi i їхнi суми рiвнi вiдповiдно

S i σ, то ряд
∞∑
n=1

(un + vn) теж збiгається i його сума

дорiвнює S + σ.

∞∑
n=1

(un + vn) =

∞∑
n=1

un +

∞∑
n=1

vn = S + σ

Рiзниця двох збiжних рядiв також буде збiжним рядом.
Сума збiжного i розбiжного рядiв буде розбiжним рядом.
Про суму двох розбiжних рядiв загального твердження
зробити не можна.
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Критерiй Кошi для послiдовностi

a1, a2, ..., an, ... – збiжна ⇔ ∀ε > 0∃N : ∀n > N,∀p ∈ N:

|an+p − an| < ε.



Доведення. (необхiднiсть) Нехай an → a, тодi для
будь-якого числа ε > 0 знайдеться номер N такий, що
нерiвнiсть |a− an| <

ε

2
виконується при n > N . При n > N i

будь-якому цiлому p > 0 виконується також нерiвнiсть
|a− an+p| <

ε

2
. З огляду на обидвi нерiвностi, одержуємо:

|an+p − an| = |(an+p − a) + (a− an)| 6

6 |an+p − a|+ |a− an| <
ε

2
+
ε

2
= ε



Критерiй Кошi для рядiв

u1 + u2 + ...+ un + ... =
∞∑
n=1

un – збiжний ⇔

∀ε > 0, ∃N ∈ N : ∀n > N, ∀p ∈ N:

|un+1 + un+2 + ...+ un+p| = |Sn+p − Sn| < ε.



Необхiдна умова збiжностi

∞∑
n=1

un – збiжний⇒ un → 0, n→∞

Не є достатньою – гармонiйний ряд
∞∑
n=1

1

n
– розбiжний.
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Доведення розбiжностi

Порiвняння площ:

∞∑
n=1

1

n
> S = lnx|∞1 =∞



Приклади

Дослiдити збiжнiсть ряду
1

2
+

2

5
+

3

8
+ ...+

n

3n− 1
+ ...

Розв’язання

lim
n→∞

n

3n− 1
= lim

n→∞

1

3− 1

n

=
1

3
6= 0

Необхiдна ознака збiжностi не виконується, значить ряд
розбiжний.
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Приклади

Знайти n-ту частинну суму Sn i суму ряду S.
∞∑
n=2

1

4n2 − 8n+ 3
.

Розв’язання
Розкладаємо загальний член на простi дроби:

1

4n2 − 8n+ 3
=

1

2 (2n− 3)
− 1

2 (2n− 1)

Отже,

Sn =
n∑
k=2

1

4k2 − 8k + 3
=

1

2
− 1

6
+

1

6
− 1

10
+ · · · − 1

2 (2n− 1)
=

1

2
− 1

2 (2n− 1)

S = lim
n→∞

Sn =
1

2
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Приклади

Знайти n-ту частинну суму Sn i суму ряду S.
∞∑
n=0

(−1)n + 4n

8n
.

Розв’язання
Користуємося формулою суми геометричної прогресiї;

Sn =
n∑
k=0

(−1)k + 4k

8k
=

=
1(1− (−1/8)n+1)

1− (−1/8)
+

1(1− (1/2)n+1)

1− 1/2

S = lim
n→∞

Sn =
1

1− (−1/8)
+

1

1− (1/2)
=

26

9



Приклади

Знайти n-ту частинну суму Sn i суму ряду S.
∞∑
n=0

(−1)n + 4n

8n
.

Розв’язання
Користуємося формулою суми геометричної прогресiї;

Sn =
n∑
k=0

(−1)k + 4k

8k
=

=
1(1− (−1/8)n+1)

1− (−1/8)
+

1(1− (1/2)n+1)

1− 1/2

S = lim
n→∞

Sn =
1

1− (−1/8)
+

1

1− (1/2)
=

26

9



Приклади

Знайти n-ту частинну суму Sn i суму ряду S.
∞∑
n=0

(−1)n + 4n

8n
.

Розв’язання
Користуємося формулою суми геометричної прогресiї;

Sn =
n∑
k=0

(−1)k + 4k

8k
=

=
1(1− (−1/8)n+1)

1− (−1/8)
+

1(1− (1/2)n+1)

1− 1/2

S = lim
n→∞

Sn =
1

1− (−1/8)
+

1

1− (1/2)
=

26

9



Обмеженiсть частинних сум

Якщо ряд збiгається, то послiдовнiсть його частинних сум
обмежена. Однак, ця ознака також не є достатньою.

1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + · · ·+ (−1)n+1 + . . .

– розбiжний, оскiльки

Sn =

{
0, при парних n
1, при непарних n

Але |Sn| < 2 при будь-якому n.
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Розбiжнi сумованi ряди

Ряд Грандi (Grandi):

S =

∞∑
n=0

(−1)n

S = 1− 1 + 1− 1 + ...

1− S = 1− (1− 1 + 1− ...) = 1− 1 + 1− 1 + ... = S

1− S = S

S =
1

2
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Ефект Казимира

У розрахунках енергiї
вакууму:

ζ(−1) =
∞∑
n=1

n =

= 1+2+ 3+ 4+ 5+ · · · = − 1

12
,

де ζ(x) – дзета-функцiя
Рiмана (Riemann)



Ряди з невiд’ємними членами

Теорема. Для збiжностi ряду
∞∑
n=1

un з невiд’ємними

членами необхiдно i достатньо, щоб частинi суми ряду
були обмеженi.



Ознака порiвняння (Comparison test)

∞∑
n=1

un i
∞∑
n=1

vn при un, vn>0.

Якщо un 6 vn при будь-якому n,

I зi збiжностi ряду
∞∑
n=1

vn випливає збiжнiсть ряду
∞∑
n=1

un

I з розбiжностi ряду
∞∑
n=1

un випливає розбiжнiсть ряду
∞∑
n=1

vn.
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Приклад

Дослiдити на збiжнiсть ряд
1

ln 2
+

1

ln 3
+ ...+

1

lnn
+ ...

Розв’язання
1

lnn
>

1

n∑ 1

n
– розбiжний ⇒ ряд

∑ 1

lnn
– розбiжний.
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Приклад

Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑
n=1

1

n2n
.

Розв’язання
1

n2n
<

1

2n

∞∑
n=1

1

2n
– збiжний ⇒

∞∑
n=1

1

n2n
– збiжний.



Приклад
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n2n
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– збiжний.



Приклад
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n=1

1

2n
– збiжний ⇒
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n=1

1

n2n
– збiжний.



Приклад

Дослiдити збiжнiсть узагальненого гармонiйного ряду
∞∑
n=1

1

nα
.

Розв’язання
Якщо α 6 1,

1

nα
>

1

n

Гармонiйний ряд розбiжний ⇒ узагальнений гармонiйний
ряд також є розбiжним.
Якщо ж α > 1, то, позначивши α = 1 + δ, матимемо

1

(n+ 1)α
+

1

(n+ 2)α
+ · · ·+ 1

(2n)α
<

n

(n+ 1)α
<

1

nδ
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Приклад

Отже

∞∑
n=1

1

nα
=

(
1 +

1

2α

)
+

(
1

3α
+

1

4α

)
+

+

(
1

(4 + 1)α
+

1

(4 + 2)α
+

1

(4 + 3)α
+

1

(2 · 4)α

)
+ · · · <

< 1 +
1

2α
+

1

2δ
+

1

4δ
+

1

8δ
+ · · · = 1 +

1

2α
+

1
2δ

1− 1
2δ

.

Тобто ряд з умови є меншим за збiжний ряд, тобто i сам є
збiжним.



Гранична форма ознаки порiвняння

Якщо un > 0, vn > 0 i iснує границя lim
n→∞

un
vn

= h, де h –

число, вiдмiнне вiд нуля, то ряди
∞∑
n=1

un i
∞∑
n=1

vn поводять

себе однаково в сенсi збiжностi.



Ознака д’Аламбера (Ratio test)

Якщо ∃ lim
n→∞

un+1

un
= ρ

I при ρ < 1 ряд збiгається
I при ρ > 1 – розбiжний
I якщо ρ = 1, то на питання про збiжнiсть вiдповiсти не

можна.



Приклад

Дослiдити збiжнiсть ряду
∞∑
n=1

n

2n
.

Розв’язання

un =
n

2n
; un+1 =

n+ 1

2n+1

lim
n→∞

un+1

un
= lim

n→∞

(n+ 1)2n

2n+1n
= lim

n→∞

n+ 1

2n
= lim

n→∞

1 +
1

n
2

=
1

2
< 1

Висновок: ряд збiгається.



Приклад

Дослiдити збiжнiсть ряду
∞∑
n=1

n

2n
.

Розв’язання

un =
n

2n
; un+1 =

n+ 1

2n+1

lim
n→∞

un+1

un
= lim

n→∞

(n+ 1)2n

2n+1n
= lim

n→∞

n+ 1

2n
= lim

n→∞

1 +
1

n
2

=
1

2
< 1

Висновок: ряд збiгається.



Приклад

Дослiдити збiжнiсть ряду
∞∑
n=1

n

2n
.

Розв’язання

un =
n

2n
; un+1 =

n+ 1

2n+1

lim
n→∞

un+1

un
= lim

n→∞

(n+ 1)2n

2n+1n
= lim

n→∞

n+ 1

2n
= lim

n→∞

1 +
1

n
2

=
1

2
< 1

Висновок: ряд збiгається.



Приклад

Дослiдити збiжнiсть ряду 1 +
1

1!
+

1

2!
+ ...+

1

n!
+ ...

Розв’язання

un =
1

n!
; un+1 =

1

(n+ 1)!
;

lim
n→∞

un+1

un
= lim

n→∞

n!

(n+ 1)!
= lim

n→∞

1

n+ 1
= 0 < 1

Висновок: ряд збiгається.



Приклад

Дослiдити збiжнiсть ряду 1 +
1

1!
+

1

2!
+ ...+

1

n!
+ ...

Розв’язання

un =
1

n!
; un+1 =

1

(n+ 1)!
;

lim
n→∞

un+1

un
= lim

n→∞

n!

(n+ 1)!
= lim

n→∞

1

n+ 1
= 0 < 1

Висновок: ряд збiгається.



Приклад

Дослiдити збiжнiсть ряду 1 +
1

1!
+

1

2!
+ ...+

1

n!
+ ...

Розв’язання

un =
1

n!
; un+1 =

1

(n+ 1)!
;

lim
n→∞

un+1

un
= lim

n→∞

n!

(n+ 1)!
= lim

n→∞

1

n+ 1
= 0 < 1

Висновок: ряд збiгається.



Радикальна ознака Кошi (Root test)

Якщо для ряду
∞∑
n=1

un з невiд’ємними членами iснує границя

lim
n→∞

n
√
un = ρ,

I при ρ < 1 ряд збiгається,
I при ρ > 1 ряд розбiжний.
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Висновок: ряд збiгається.
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Iнтегральна ознака Кошi (Integral test)

Якщо ϕ(x) – неперервна додатна функцiя, що спадає на
промiжку [1;∞), то ряд

ϕ(1) + ϕ(2) + · · ·+ ϕ(n) + · · · =
∞∑
n=1

ϕ(n) i невласний iнтеграл
∞∫
1

ϕ(x)dx однаковi в сенсi збiжностi.
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∞∑
n=1

sin
1

n
3

√
ln2(n+ 3)

.
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sin
1

n
3

√
ln2(n+ 3)

∼ 1

n ln
2
3 n

n→∞.

∞∫
1

1

x ln
2
3 x

dx =
1

1− 2
3

ln1−
2
3 x

∣∣∣∣∣
∞

1

=∞.

Отже, за граничною формою ознаки порiвняння та
iнтегральною ознакою Кошi ряд є розбiжним.
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