
Степеневi ряди. Ряди Фур’є



Означення

Степеневий ряд (Power series):

a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n + ... =

∞∑
n=0

anx
n

an ∈ R, n ∈ N

Узагальнений степеневий ряд:

a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)2 + ...+ an(x− x0)n + ... =

∞∑
n=0

an(x− x0)n
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Функцiональна послiдовнiсть степеневого ряду



Дослiдження збiжностi

Приклад. Дослiдити на збiжнiсть ряд x+
x2

2
+
x3

3
+ ...+

xn

n
+ ...

Розв’язання:
Застосовуємо ознаку д’Аламбера:

lim
n→∞

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣
xn+1

n+ 1
xn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ xn

n+ 1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣∣
x

1 +
1

n

∣∣∣∣∣∣∣ = |x| .
|x| < 1 – збiжний
|x| > 1 – розбiжний
Слiд перевiрити:

x = ±1
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Приклад

x = −1:
−1 + 1

2
− 1

3
+

1

4
− ...

Ряд збiжний за ознакою Ляйбнiца.x = 1:

1 +
1

2
+

1

3
+ ...+

1

n
+ ...

Ряд розбiжний (гармонiйний ряд).

Вiдповiдь: Ряд є збiжним лише для x ∈ [−1; 1).
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Теорема Абеля (Abel)

Якщо степеневий ряд

a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n + ... =

∞∑
n=0

anx
n

збiгається при
x = x1,

то вiн збiгається, причому абсолютно, для всiх

|x| < |x1|.



Доведення

Ряд збiгається для x = x1 ⇒ члени ряду обмеженi,

|anxn1 | 6 k,

де k – деяке стале число.

|anxn| = |anxn1 |
∣∣∣∣ xx1
∣∣∣∣n 6 k

∣∣∣∣ xx1
∣∣∣∣n

{∣∣∣∣ xx1
∣∣∣∣n}

– геометрична прогресiя (знаменник
∣∣∣∣ xx1
∣∣∣∣ < 1)

Ряд збiжний ⇒ На пiдставi ознаки Веєрштраса
∞∑
n=0
|anxn| – збiжний ⇒

∞∑
n=0

anx
n збiгається абсолютно.
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Радiус збiжностi R

∃R > 0 : ∀ |x| < R :

∞∑
n=0

anx
n– абсолютно збiгається

∀ |x| > R :

∞∑
n=0

anx
n– розбiжний

Iнтервал (−R,R) – iнтервал збiжностi.
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Формули для радiуса збiжностi

1

R
= lim

n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣

Формула Кошi-Адамара (Cauchy-Hadamard)

1

R
= lim

n→∞
n
√
an
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Приклад

Знайти область збiжностi ряду

x+
x2

2!
+
x3

3!
+ ...+

xn

n!
+ ...

Розв’язання:

1

R
= lim

n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

(n+ 1)!
1

n!

∣∣∣∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ n!

(n+ 1)!

∣∣∣∣
= lim

n→∞

1

n+ 1
= 0.

R =∞⇒ ряд збiгається для будь-якого x ∈ R.
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Теорема Абеля

Теорема. Якщо степеневий ряд
∞∑
n=0

anx
n збiгається для додатного значення

x = x1 , то вiн збiгається рiвномiрно в будь-якому промiжку усерединi
(− |x1| ; |x1|).



Дiї зi степеневими рядами

1) Iнтегрування степеневих рядiв.
Якщо деяка функцiя f(x) визначається збiжним степеневим рядом:

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n, то iнтеграл вiд цiєї функцiї можна записати у виглядi ряду:∫

f(x)dx =

∫ ∞∑
n=0

anx
ndx =

∞∑
n=0

∫
anx

ndx =

∞∑
n=0

an
n+ 1

xn+1 + C

2) Диференцiювання степеневих рядiв.
Похiдна функцiї, що визначається степеневим рядом, знаходиться за
формулою:

f ′(x) =
d

dx

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

d

dx
(anx

n) =

∞∑
n=0

nanx
n−1
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Дiї зi степеневими рядами

3) Додавання, вiднiмання, множення i дiлення степеневих рядiв.
Додавання i вiднiмання степеневих рядiв зводиться до вiдповiдних операцiй
з їхнiми членами:

∞∑
n=0

anx
n ±

∞∑
n=0

bnx
n =

∞∑
n=0

(an ± bn)xn

Добуток двох степеневих рядiв виражається формулою:

∞∑
n=0

anx
n ·

∞∑
n=0

bnx
n =

∞∑
n=0

cnx
n

Коефiцiєнти ci знаходяться за формулою:

cn = a0bn + a1bn−1 + ...+ an−1b1 + anb0
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Дiї зi степеневими рядами

Дiлення двох степеневих рядiв виражається формулою:∑∞
n=0 anx

n∑∞
n=0 bnx

n
=

∞∑
n=0

qnx
n

Для визначення коефiцiєнтiв qn розглядаємо добуток∑∞
n=0 qnx

n ·
∑∞

n=0 bnx
n =

∑∞
n=0 anx

n, отриманий iз записаного вище рiвностi i
розв’язуємо систему рiвнянь:

a0 = q0b0

a1 = q0b1 + q1b0

a2 = q0b2 + q1b1 + q2b0

....................................

an = q0bn + q1bn−1 + ...+ qnb0



Розклад функцiй у степеневi ряди

Приклад. Розкласти в ряд функцiю
1

1− x
.

Розв’язання
1 1− x
1− x 1 + x+ x2 + x3 + ...

x

x − x2

x2

x2 − x3

x3
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Приклад

Формула Маклорена (Maclaurin):

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + ...+

f (n)(0)

n!
xn +Rn(x),

f ′(x) =
1

(1− x)2
; f ′(0) = 1;

f ′′(x) =
2

(1− x)3
; f ′′(0) = 2;

f ′′′(x) =
2 · 3

(1− x)4
; f ′′′(0) = 3!;

f (n)(x) =
n!

(1− x)n+1
; f (n)(0) = n!;

Разом:
f(x) = 1 + x+ x2 + ...+ xn + ...
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Вiдомi розклади (expansions)

ex =

∞∑
n=0

xn

n!
, x ∈ R

shx =
ex − e−x

2
=

∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!
, x ∈ R

chx =
ex + e−x

2
=
∞∑
n=0

x2n

(2n)!
, x ∈ R

sinx =
eix − e−ix

2i
=

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
, x ∈ R

cosx =
eix + e−ix

2
=
∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
, x ∈ R
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Вiдомi розклади (expansions)

ln (1 + x) =

∞∑
n=1

(−1)n+1 xn

n
, x ∈ (−1; 1]

(1 + x)α = 1 +

∞∑
n=1

α (α− 1) · . . . · (α− n+ 1)xn

n!
, x ∈ (−1; 1)

1

1 + x
=

∞∑
n=0

(−1)n xn, x ∈ (−1; 1)

1

1− x
=

∞∑
n=0

xn, x ∈ (−1; 1)



Приклад

Умова:
Користуючись почленним iнтегруванням або диференцiюванням ряду, знайти
його суму та вказати область збiжностi.

∞∑
n=2

x2n

(2n− 3)(2n− 2)
.

Розв’язання
Перенумеруємо:

∞∑
n=0

x2n+4

(2n+ 1)(2n+ 2)
= x2

∞∑
n=0

x2n+2

(2n+ 1)(2n+ 2)
.
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Приклад

За формулами iнтегрування степеневої функцiї:

x2n+2

(2n+ 1)(2n+ 2)
=

1

2n+ 1

∫
x2n+1dx+ C1 =

∫ (∫
x2ndx+ C2

)
dx+ C1

Пiдставляємо i переставляємо мiсцями iнтеграли i суму:

x2
∞∑
n=0

x2n+2

(2n+ 1)(2n+ 2)
= x2

∞∑
n=0

(∫ (∫
x2ndx+ C2

)
dx+ C1

)
=

= x2
∫ ∫ ( ∞∑

n=0

x2n + C2

)
dxdx+ C1
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Приклад

Згортаємо ряд:

= x2
∫ ∫ (

1

1− x2
+ C2

)
dxdx+ C1

= x2
(x+ 1) ln (x+ 1)− (x− 1) ln (x− 1)− 2

2
+ C2x

3 + C1x
2

У початковому рядi не було x2 та x3 ⇒ C1 = C2 = 0. Збiгається там же, де i
ряд для 1/(1− x2), на x ∈ (−1; 1).
Вiдповiдь:

x2
(x+ 1) ln (x+ 1)− (x− 1) ln (x− 1)− 2

2
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Знаходження розкладiв iнтегруванням

f(x) = arctg x

f(x) = arctg x; f(0) = 0; f ′(x) =
1

1 + x2
;

arctg x =

∫ x

0

1

1 + x2
dx

1 1 + x2

1 + x2 1− x2 + x4 − ...
− x2

− x2 − x4

x4

x4 + x6

−x6
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3
+
x5

5
− ...+ (−1)n x

2n+1

2n+ 1
+ ...
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arctg x =

∫ x

0

1

1 + x2
dx =

∫ x

0

∞∑
n=0

(−1)nx2ndx

=

∞∑
n=0

∫ x

0
(−1)nx2ndx =

∞∑
n=0

(−1)n x
2n+1

2n+ 1

arctg x = x− x3

3
+
x5

5
− ...+ (−1)n x

2n+1

2n+ 1
+ ...



Знаходження π

I зробив вiн лите море, десять лiктiв вiд краю його аж до краю його, навколо
круглясте, i п’ять лiктiв височина його. А шнур на тридцять лiктiв оточив
би його навколо.

1 Цар 7.23



Знаходження π

Ряд Грегорi-Ляйбнiца (Gregory-Leibniz):

arctg 1 =
π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− 1

11
+ . . .

S1000 = 0, 7856479135848857

Збiгається дуже повiльно.
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arctg 1 =
π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− 1

11
+ . . .

S1000 = 0, 7856479135848857

Збiгається дуже повiльно.



Знаходження π

Ряд Рамануджана (Ramanujan)

1

π
=

2
√
2

9801

∞∑
k=0

(4k)!(1103 + 26390k)

(k!)43964k

кожен доданок – 8 цифр π.



Пришвидшення збiжностi рядiв

Метод Куммера (Kummer):

C =

∞∑
k=0

bk; lim
k→∞

ak
bk

= ρ 6= 0,

∞∑
k=0

ak = ρ

∞∑
k=0

bk +

∞∑
k=0

(
1− ρ bk

ak

)
ak = ρC +

∞∑
k=0

(
1− ρ bk

ak

)



Пришвидшення збiжностi рядiв
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Пришвидшення збiжностi рядiв
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= ρ 6= 0,

∞∑
k=0

ak = ρ

∞∑
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∞∑
k=0

(
1− ρ bk

ak
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ak = ρC +

∞∑
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(
1− ρ bk

ak

)



Пришвидшення збiжностi рядiв

S =

∞∑
k=0

1

k2
;

C =

∞∑
k=1

1

k(k + 1)
=

∞∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)
= 1

S = 1 +
∞∑
k=1

(
1− k2

k(k + 1)

)
1

k2
= 1 +

∞∑
k=1

1

k2(k + 1)
.



Пришвидшення збiжностi рядiв

S =

∞∑
k=0

1

k2
;

C =

∞∑
k=1

1

k(k + 1)
=

∞∑
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1

k
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k + 1

)
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∞∑
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(
1− k2
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∞∑
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1
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Пришвидшення збiжностi рядiв

S =

∞∑
k=0

1

k2
;

C =

∞∑
k=1

1

k(k + 1)
=

∞∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)
= 1

S = 1 +

∞∑
k=1

(
1− k2

k(k + 1)

)
1

k2
= 1 +

∞∑
k=1

1

k2(k + 1)
.



Розв’язання диференцiальних рiвнянь за допомогою степеневих
рядiв

y(n) + p1(x)y
(n−1) + p2(x)y

(n−2) + ...+ pn(x)y = f(x)

Розв’язок у околi x = 0:

y = c0 + c1x+ c2x
2 + c3x

3 + ...

ci−?

Порiвняння коефiцiєнтiв при однакових xk у рiзних частинах рiвняння.
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Приклад

Знайти розв’язок рiвняння y′′ − xy = 0 з початковими умовами y(0) = 1,
y′(0) = 0.

Розв’язання:
Розв’язок рiвняння будемо шукати у виглядi y = c0 + c1x+ c2x

2 + ...

y′ = c1 + 2c2x+ 3c3x
2 + 4c4x

3 + ...

y′′ = 2c2 + 6c3x+ 12c4x
2 + 20c5x

3 + ...

Пiдставляємо отриманi вирази у вихiдне рiвняння:

(2c2 + 6c3x+ 12c4x
2 + 20c5x

3 + ...)− (c0x+ c1x
2 + c2x

3 + c3x
4 + ...) = 0

2c2 + x(6c3 − c0) + x2(12c4 − c1) + x3(20c5 − c2) + x4(30c6 − c3) + ... = 0
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Приклад
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Приклад

2c2 = 0

6c3 − c0 = 0

12c4 − c1 = 0

20c5 − c2 = 0

30c6 − c3 = 0



Приклад
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Приклад

Одержуємо, пiдставивши початковi умови у вираз для шуканої функцiї i її
першої похiдної:

c0 = 1

c1 = 0

Остаточно одержимо: c0 = 1; c1 = 0; c2 = 0; c3 =
1

6
; c4 = 0; c5 = 0; c6 =

1

180

Разом: y = 1 +
x3

6
+

x6

180
+ ...



Приклад
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6
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x6
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+ ...



Приклад
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Разом: y = 1 +
x3

6
+

x6

180
+ ...



Приклад (з використанням розкладу Маклорена)

y = y(0) +
y′(0)

1!
x+

y′′(0)

2!
x2 +

y′′′(0)

3!
x3 + ...

Початковi умови: y(0) = 1, y′(0) = 0
Саме рiвняння

y′′ = xy

y′′(0) = (xy)|x=0 = 0

Диференцiюємо рiвняння за x:

y′′′ = y + xy′

y′′′(0) = y(0) = 1



Приклад (з використанням розкладу Маклорена)
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y′′′(0) = y(0) = 1
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Приклад (з використанням розкладу Маклорена)

yIV = y′ + y′ + xy′′

yIV (0) = 0

yV = 2y′′ + y′′ + xy′′′

yV (0) = 0

yV I = 3y′′′ + y′′′ + xyIV

yV I(0) = 4



Приклад (з використанням розкладу Маклорена)
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Приклад (з використанням розкладу Маклорена)

Пiсля пiдстановки отриманих значень одержуємо:

y = 1 +
x3

6
+

x6

180
+ ...



Тригонометричний ряд

a0
2

+ (a1 cosx+ b1 sinx) + (a2 cos 2x+ b2 sin 2x) + ...

+(an cosnx+ bn sinnx) + ...

a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

ai, bi ∈ R – коефiцiєнти тригонометричного ряду.



Тригонометричний ряд

a0
2

+ (a1 cosx+ b1 sinx) + (a2 cos 2x+ b2 sin 2x) + ...

+(an cosnx+ bn sinnx) + ...

a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

ai, bi ∈ R – коефiцiєнти тригонометричного ряду.



Функцiональна послiдовнiсть тригонометричного ряду



Коефiцiєнти тригонометричного ряду

Нехай тригонометричний ряд збiгається до перiодичної з перiодом 2π
неперервної функцiї f(x) на x ∈ [−π;π].

Маємо: ∫ π

−π
cosmx cosnxdx =

{
0, m 6= n, m = 0, 1, 2, ..

π, m = n, m, n = 1, 2, ...∫ π

−π
sinmx sinnxdx =

{
0, m 6= n,

π, m = n, m, n = 1, 2, ...∫ π

−π
cosmx sinnxdx = 0, m = 0, 1, 2, ..., n = 1, 2, ...

Члени функцiональної послiдовностi тригонометричного ряду взаємно
ортогональнi.
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Коефiцiєнти тригонометричного ряду

Нехай тригонометричний ряд збiгається до перiодичної з перiодом 2π
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Маємо: ∫ π

−π
cosmx cosnxdx =

{
0, m 6= n, m = 0, 1, 2, ..

π, m = n, m, n = 1, 2, ...∫ π
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ортогональнi.



Коефiцiєнти тригонометричного ряду

Оскiльки f(x) ∈ C ([−π;π]), то iснує iнтеграл∫ π

−π
f(x)dx =

a0
2

∫ π

−π
dx+

∫ π

−π

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)dx = πa0,

бо ∫ π

−π

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)dx = 0

a0 =
1

π

∫ π

−π
f(x)dx



Коефiцiєнти тригонометричного ряду
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π

∫ π

−π
f(x)dx



Коефiцiєнти тригонометричного ряду

Множимо розклад функцiї на cosnx i iнтегруємо у межах вiд −π до π.∫ π

−π
f(x) cosnxdx =

=
a0
2

∫ π

−π
cosnxdx+

∫ π

−π

∞∑
n=1

(an cos
2 nx+ bn cosnx sinnx)dx = πan

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cosnxdx; n = 1, 2, ...
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Коефiцiєнти тригонометричного ряду

Множимо розклад функцiї на sinnx i iнтегруємо у межах вiд −π до π.

bn =
1

π

∫ π

−π
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Ряд Фур’є (Fourier)
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– коефiцiєнти Фур’є для функцiї f(x).

Означення. Рядом Фур’є для функцiї f(x) називається тригонометричний
ряд, коефiцiєнти якого є коефiцiєнтами Фур’є. Якщо ряд Фур’є функцiї f(x)
збiгається до неї у всiх її точках неперервностi, то кажуть, що функцiя f(x)
розкладається в ряд Фур’є.
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Достатнi ознаки розкладностi в ряд Фур’є

Теорема Дiрiхле (Dirichlet) Якщо функцiя f(x) має перiод 2π i на вiдрiзку
[−π;π] неперервна або має скiнченне число точок розриву першого роду, i
вiдрiзок [−π;π] можна розбити на скiнченне число вiдрiзкiв так, що усерединi
кожного з них функцiя f(x) монотонна, то ряд Фур’є для функцiї f(x)
збiгається при всiх значеннях x, причому у точках неперервностi функцiї
f(x) його сума дорiвнює f(x), а у точках розриву його сума дорiвнює
f(x− 0) + f(x+ 0)

2
, тобто середньому арифметичному граничних значень

лiворуч i праворуч. При цьому ряд Фур’є функцiї f(x) збiгається рiвномiрно
на будь-якому вiдрiзку, що належить iнтервалу неперервностi функцiї f(x).

Функцiя f(x), для якої виконуються умови теореми Дiрiхле називається
кусково-монотонною на вiдрiзку [−π;π].



Достатнi ознаки розкладностi в ряд Фур’є

Теорема Дiрiхле (Dirichlet) Якщо функцiя f(x) має перiод 2π i на вiдрiзку
[−π;π] неперервна або має скiнченне число точок розриву першого роду, i
вiдрiзок [−π;π] можна розбити на скiнченне число вiдрiзкiв так, що усерединi
кожного з них функцiя f(x) монотонна, то ряд Фур’є для функцiї f(x)
збiгається при всiх значеннях x, причому у точках неперервностi функцiї
f(x) його сума дорiвнює f(x), а у точках розриву його сума дорiвнює
f(x− 0) + f(x+ 0)

2
, тобто середньому арифметичному граничних значень

лiворуч i праворуч. При цьому ряд Фур’є функцiї f(x) збiгається рiвномiрно
на будь-якому вiдрiзку, що належить iнтервалу неперервностi функцiї f(x).
Функцiя f(x), для якої виконуються умови теореми Дiрiхле називається
кусково-монотонною на вiдрiзку [−π;π].



Достатнi ознаки розкладностi в ряд Фур’є

Теорема Дiрiхле 2 Якщо функцiя f(x) має перiод 2π, крiм того, f(x) i її
похiдна f ′(x) – неперервнi функцiї на вiдрiзку [−π;π] або мають скiнченне
число точок розриву першого роду на цьому вiдрiзку, то ряд Фур’є функцiї
f(x) збiгається при всiх значеннях x, причому у точках неперервностi його

сума дорiвнює f(x), а у точках розриву вона дорiвнює
f(x− 0) + f(x+ 0)

2
.

При цьому ряд Фур’є функцiї f(x) збiгається рiвномiрно на будь-якому
вiдрiзку, що належить iнтервалу неперервностi функцiї f(x).

Функцiя, що задовольняє умовам цiєї теореми, називається кусково-гладкою
на вiдрiзку [−π;π].
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