
Ряди Фур’є. Iнтеграл Фур’є.
Перетворення Фур’є



Розклад в ряд Фур’є неперiодичної функцiї

f(x) : [a, b]→ R – кусково-монотонна.

f1(x) –перiодична з перiодом 2T = b− a, f1(x) = f(x), x ∈ [a, b].

f1(x) розкладається в ряд Фур’є. Сума цього ряду у всiх точках вiдрiзку [a, b]
збiгається з функцiєю f(x), тобто можна вважати, що функцiя f(x)
розкладена в ряд Фур’є на вiдрiзку [a, b].

Таким чином, якщо функцiя f(x) задана на вiдрiзку рiвному 2π, розклад в ряд
Фур’є нiчим не вiдрiзняється вiд розкладу в ряд перiодичної функцiї. Якщо ж
вiдрiзок, на якому задана функцiя, менше, нiж 2π, то функцiя продовжується
на iнтервал (b, a + 2π) так, що умови розкладностi в ряд Фур’є зберiгалися.
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Ряд Фур’є для парних i непарних функцiй
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Ряд Фур’є для парної функцiї

f(x) – парна перiодична розкладна функцiя з перiодом 2π:

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cosnxdx =

2

π

∫ π

0
f(x) cosnxdx (n = 0, 1, 2, ...)

bn =
1

π

∫ π

−π
f(x) sinnxdx = 0; (n = 1, 2, ...)

f(x) =
a0
2
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an cosnx
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∫ π

0
f(x) cosnxdx (n = 0, 1, 2, ...)
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Ряд Фур’є для непарної функцiї
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Приклад

Розкласти в ряд Фур’є перiодичну функцiю f(x) = x3 з перiодом T = 2π на
вiдрiзку [−π;π].

Розв’язання: Задана функцiя є непарною, отже, коефiцiєнти Фур’є шукаємо у
виглядi:
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n
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n
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0
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n
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0
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)
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 u = x2; dv = cosnxdx;

du = 2xdx; v =
sinnx

n
;

 =
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Приклад
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3 cosπn
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x3 =

∞∑
n=1

bn sinnx =
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n=1

(−1)n
(

12

n3
− 2π2

n

)
sinnx.



Приклад (графiк суми перших чотирьох членiв розкладу)



Ряди Фур’є для функцiй довiльного перiоду

f(x) – перiодична з перiодом T = 2l, неперервна або такої, що має скiнченне
число точок розриву першого роду на вiдрiзку [−l, l].

Пiдстановка для приведення до перiоду 2π:

t =
x

l

f(x) =
a0
2

+
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n=1

(
an cos

πn
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x+ bn sin

πn

l
x
)

a0 =
1

l

l∫
−l

f(x)dx; an =
1

l
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−l

f(x) cos
πn

l
xdx, n = 1, 2, ...

bn =
1
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l∫
−l

f(x) sin
πn

l
xdx, n = 1, 2, ...
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Ряди Фур’є для парних функцiй довiльного перiоду
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Ряди Фур’є для непарних функцiй довiльного перiоду

f(x) =

∞∑
n=1

bn sin
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l
x;

bn =
2

l

l∫
0

f(x) sin
πn

l
xdx; n = 1, 2, ...



Iнтеграл Фур’є

f(x) на кожному вiдрiзку [−l, l], де l ∈ R, кусково-гладка або
кусково-монотонна, крiм того, f(x) – абсолютно iнтегрована функцiя, тобто
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un =
πn

l
; ∆un = un+1 − un =

π

l
;

1

l
=

∆un
π

;

При l→∞, ∆un → 0.

f(x) =
1

π
lim
l→∞

∞∑
n=1

∆un

∫ l

−l
f(t) cosun(t− x)dt =

=
1

π

∫ ∞
0

du

∫ ∞
−∞

f(t) cosu(t− x)dt

f (x) =
1

π

∫ ∞
0

du

∫ ∞
−∞

f(t) cosu(t− x)dt – подвiйний iнтеграл Фур’є.
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f(x) =

∫ ∞
0

[a(u) cosux+ b(u) sinux] du

a(u) =
1

π

∫ ∞
−∞

f(t) cosutdt

b(u) =
1

π

∫ ∞
−∞

f(t) sinutdt

– подання функцiї f(x) iнтегралом Фур’є.

У комплекснiй формi:

f(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

du

∫ ∞
−∞

f(t)eiu(x−t)dt
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Розклади Фур’є i частоти (окремi доданки — синуси)



Розклади Фур’є i частоти (сума доданкiв)



Початкова хвиля (косинусоїда)



Закручування хвилi навколо початку координат (частота 1,5)



Закручування хвилi навколо початку координат (частота 1,55)



Закручування хвилi навколо початку координат (частота 1)



Залежнiсть вiдстанi центра фiгури вiд початку координат вiд
частоти



Перетворення Фур’є (Fourier transform)

f(x) – будь-яка абсолютно iнтегрована на всiй числовiй осi функцiя,
неперервна або така, що має скiнченне число точок розриву першого роду на
кожному вiдрiзку

f̂(u) = F (u) =

∫ ∞
−∞

f(x)e−iuxdx – перетворення Фур’є функцiї f(x).

Функцiя F (u) називається також спектральною характеристикою
функцiї f(x).

f(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

F (u)eiuxdu – зворотне перетворення Фур’є
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Косинус- i синус-перетворення Фур’є

F (u) =

√
2

π

∞∫
0

f(x) cosuxdx – косинус-перетворення Фур’є

F (u) =

√
2

π

∞∫
0

f(x) sinuxdx – синус-перетворення Фур’є



Косинус- i синус-перетворення Фур’є

F (u) =

√
2

π
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0
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F (u) =

√
2

π
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0

f(x) sinuxdx – синус-перетворення Фур’є



Частотний аналiз



Амплiтудна i фазово-частотна характеристики

f̂(u) = F (u) =

∫ ∞
−∞

f(x)e−iuxdx

=

∫ ∞
−∞

f(x) cosuxdx− i
∫ ∞
−∞

f(x) sinuxdx = C(u) + iS(u)

A(u) = |F (u)| =
√
C2(u) + S2(u) – амплiтудна характеристика

Φ(u) = argF (u) = arctg
S(u)

C(u)
– фазово-частотна характеристика
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Приклад

Функцiю f (x) розвинути в iнтеграл Фур’є. Побудувати графiк функцiї та її

амплiтудного i фазового частотного спектрiв. f(x) =

{
2, |x|62

0, |x| > 2

Розв’язання:

C(u) =

∫ ∞
−∞

f(x) cosuxdx =

∫ 2

−2
2 cosuxdx =

4 sin 2u

u

S(u) = −
∫ ∞
−∞

f(x) sinuxdx = −
∫ 2

−2
2 sinuxdx = 0

A(u) = |F (u)| =
√
C2(u) + S2(u) =

∣∣∣∣4 sin 2u

u

∣∣∣∣
Φ(u) = argF (u) = arctg

S(u)

C(u)
= 0
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2 sinuxdx = 0

A(u) = |F (u)| =
√
C2(u) + S2(u) =

∣∣∣∣4 sin 2u

u

∣∣∣∣
Φ(u) = argF (u) = arctg

S(u)

C(u)

= 0



Приклад

Функцiю f (x) розвинути в iнтеграл Фур’є. Побудувати графiк функцiї та її

амплiтудного i фазового частотного спектрiв. f(x) =

{
2, |x|62

0, |x| > 2
Розв’язання:

C(u) =

∫ ∞
−∞

f(x) cosuxdx =

∫ 2

−2
2 cosuxdx =

4 sin 2u

u

S(u) = −
∫ ∞
−∞

f(x) sinuxdx = −
∫ 2

−2
2 sinuxdx = 0

A(u) = |F (u)| =
√
C2(u) + S2(u) =

∣∣∣∣4 sin 2u

u

∣∣∣∣
Φ(u) = argF (u) = arctg

S(u)

C(u)
= 0
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