
Приклади розв’язування
диференцiальних рiвнянь першого

порядку



Приклад

Розв’язати рiвняння y′ + y cosx =
1

2
sin 2x з початковою умовою y(0) = 0.

Розв’язання
Це лiнiйне неоднорiдне рiвняння. Розв’яжемо вiдповiдне йому однорiдне
рiвняння.

y′ + y cosx = 0;
dy

y
= − cosxdx; ln |y| = − sinx+ C1

|y| = e− sinx · eC1

y = Ce− sinx

Для лiнiйного неоднорiдного рiвняння загальний розв’язок буде мати вигляд:

y = C(x)e− sinx
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Розв’язання

Для визначення функцiї C(x) знайдемо похiдну функцiї y i пiдставимо її у
вихiдне диференцiальне рiвняння.

y′ = C ′(x)e− sinx − C(x)e− sinx cosx

C ′(x)e− sinx − C(x)e− sinx cosx+ C(x)e− sinx cosx = sinx cosx

C ′(x)e− sinx = sinx cosx; C ′(x) = esinx sinx cosx;

C(x) =

�
esinx sinx cosxdx =

∣∣∣∣∣ V = esinx; dU = cosxdx;

dV = esinx cosxdx; U = sinx;

∣∣∣∣∣ =

= esinx sinx−
�
esinx cosxdx = esinx sinx− esinx + C.
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Розв’язання

Разом
y = e− sinx

(
esinx sinx− esinx + C

)

y = sinx− 1 + Ce− sinx

Перевiримо отриманий загальний розв’язок пiдстановкою у вихiдне
диференцiальне рiвняння.

cosx+ Ce− sinx(− cosx) + sinx cosx− cosx+ Ce− sinx cosx = sinx cosx

Знайдемо частинний розв’язок при y(0) = 0.

0 = sin 0− 1 + Ce0; C = 1.

Остаточно y = sinx+ e− sinx − 1.
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Приклад

Знайти розв’язок диференцiального рiвняння

20xdx− 3ydy = 3x2ydy − 5xy2dx

з початковою умовою y(1) = 1.

Розв’язання
Це рiвняння може бути перетворене i представлене як рiвняння з роздiленими
змiнними.

20x− 3yy′ = 3x2yy′ − 5xy2

3yy′(x2 + 1) = 5x(y2 + 4);

y′
3y

y2 + 4
=

5x

x2 + 1

3y

y2 + 4
dy =

5x

x2 + 1
dx;
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3y

y2 + 4
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�
5x

x2 + 1
dx

3

2
ln(y2 + 4) =

5

2
ln(x2 + 1) + lnC1

(y2 + 4)3 = C · (x2 + 1)5

y2 + 4 = C · 3
√

(x2 + 1)5

y2 = C(x2 + 1)
5
3 − 4

y =

√
C(x2 + 1)

5
3 − 4
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Розв’язання

З урахуванням початкової умови:

1 =

√
C · 2

5
3 − 4 =

√
C

3
√

32− 4

1 = 2C
3
√

4− 4; 5 = 2C
3
√

4

125 = 8C3 · 4

C3 =
125

32
;C =

5

2 3
√

4

Остаточно y =

√
5

(
x2 + 1

2

) 5
3

− 4.
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Приклад

Розв’язати диференцiальне рiвняння xy′ + y = x+ 1 з початковою умовою
y(1) = 0.

Розв’язання
Це лiнiйне неоднорiдне рiвняння.
Розв’яжемо вiдповiдне йому однорiдне рiвняння.

xy′ + y = 0

x
dy

dx
= −y

dy

y
= −dx

x

ln |y| = − ln |x|+ lnC

xy = C
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Приклад

Знайти розв’язок диференцiального рiвняння xy′ = y ln
(y
x

)
з початковою

умовою y(1) = e.

Розв’язання
Це рiвняння може бути зведене до типу рiвняння з вiдокремлюваними
змiнними за допомогою замiни змiнних.
Позначимо:

ln
(y
x
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= u
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x
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y = xeu

y′ = xu′eu + eu
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Другий спосiб розв’язання
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Розв’язок вихiдного рiвняння шукаємо у виглядi:

y = eC(x)x

Тодi
y′ = eC(x)x

(
C ′(x)x+ C(x)

)
Пiдставимо отриманi результати у вихiдне рiвняння:

xeC(x)x
(
C ′(x)x+ C(x)
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= eC(x)x ln

eC(x)x

x

x2C ′(x) + xC(x) = C(x)x− lnx

x2C ′(x) = − lnx

C ′(x) = − lnx

x2
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Приклад

Розв’язати диференцiальне рiвняння y′ + e
y
x − y

x
= 0 з початковою умовою

y(1) = 0.

Розв’язання
У цьому рiвняннi також зручно застосувати замiну змiнних.

e
y
x = u

y

x
= lnu

y = x lnu

y′ = lnu+
xu′

u
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Розв’язання
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Приклад

Швидкiсть розмноження бактерiй пропорцiйна їхнiй кiлькостi. За який
промiжок часу кiлькiсть бактерiй збiльшиться в m разiв, порiвнюючи з їхньою
початковою кiлькiстю.



Розв’язання

Нехай x(t) – кiлькiсть бактерiй у момент часу t, а k – коефiцiєнт
пропорцiйностi мiж швидкiстю та кiлькiстю.

ẋ = kx⇒ dx

dt
= kx⇒ dx

x
= kdt⇒

�
dx

x
= k

�
dt⇒ ln |x| = kt+ ln |C| ⇒

x = Cekt

Нехай у початковий момент часу бактерiй було x0 особин.
Тодi

x0 = Cek·0 = C ⇒ C = x0

Потрiбний промiжок часу T знаходимо зi спiввiдношення

mx0 = x0e
kT ⇒ kT = lnm⇒ T =

lnm

k
.



Розв’язання

Нехай x(t) – кiлькiсть бактерiй у момент часу t, а k – коефiцiєнт
пропорцiйностi мiж швидкiстю та кiлькiстю.
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ẋ = kx⇒ dx

dt
= kx⇒ dx

x
= kdt⇒

�
dx

x
= k

�
dt⇒ ln |x| = kt+ ln |C| ⇒

x = Cekt

Нехай у початковий момент часу бактерiй було x0 особин.

Тодi
x0 = Cek·0 = C ⇒ C = x0

Потрiбний промiжок часу T знаходимо зi спiввiдношення

mx0 = x0e
kT ⇒ kT = lnm⇒ T =

lnm

k
.



Розв’язання

Нехай x(t) – кiлькiсть бактерiй у момент часу t, а k – коефiцiєнт
пропорцiйностi мiж швидкiстю та кiлькiстю.
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Приклад

Знайти рiвняння кривої, що проходить через точку (1; 1) i має таку
властивiсть, що кутовий коефiцiєнт дотичної в довiльнiй точцi M кривої вдвiчi
бiльший кутового коефiцiєнта радiус-вектора точки дотику.



Розв’язання



Розв’язання

Нехай y = y(x) – рiвняння шуканої кривої.

MP – дотична, отже tgα = y′(x).
−−→
MO – радiус-вектор, тому tg β = y/x.
Отже, маємо диференцiальне рiвняння:

y′ = 2
y

x

Розв’язуємо:

dy

dx
= 2

y

x
⇒ dy

y
= 2

dx

x
⇒

�
dy

y
= 2

�
dx

x
⇒ ln |y| = 2 ln |x|+ ln |C| ⇒ y = Cx2



Розв’язання

Нехай y = y(x) – рiвняння шуканої кривої.
MP – дотична, отже tgα = y′(x).

−−→
MO – радiус-вектор, тому tg β = y/x.
Отже, маємо диференцiальне рiвняння:

y′ = 2
y

x

Розв’язуємо:

dy

dx
= 2

y

x
⇒ dy

y
= 2

dx

x
⇒

�
dy

y
= 2

�
dx

x
⇒ ln |y| = 2 ln |x|+ ln |C| ⇒ y = Cx2



Розв’язання

Нехай y = y(x) – рiвняння шуканої кривої.
MP – дотична, отже tgα = y′(x).
−−→
MO – радiус-вектор, тому tg β = y/x.

Отже, маємо диференцiальне рiвняння:

y′ = 2
y

x

Розв’язуємо:

dy

dx
= 2

y

x
⇒ dy

y
= 2

dx

x
⇒

�
dy

y
= 2

�
dx

x
⇒ ln |y| = 2 ln |x|+ ln |C| ⇒ y = Cx2



Розв’язання

Нехай y = y(x) – рiвняння шуканої кривої.
MP – дотична, отже tgα = y′(x).
−−→
MO – радiус-вектор, тому tg β = y/x.
Отже, маємо диференцiальне рiвняння:

y′ = 2
y

x

Розв’язуємо:

dy

dx
= 2

y

x
⇒ dy

y
= 2

dx

x
⇒

�
dy

y
= 2

�
dx

x
⇒ ln |y| = 2 ln |x|+ ln |C| ⇒ y = Cx2



Розв’язання

Нехай y = y(x) – рiвняння шуканої кривої.
MP – дотична, отже tgα = y′(x).
−−→
MO – радiус-вектор, тому tg β = y/x.
Отже, маємо диференцiальне рiвняння:

y′ = 2
y

x

Розв’язуємо:

dy

dx
= 2

y

x

⇒ dy

y
= 2

dx

x
⇒

�
dy

y
= 2

�
dx

x
⇒ ln |y| = 2 ln |x|+ ln |C| ⇒ y = Cx2



Розв’язання

Нехай y = y(x) – рiвняння шуканої кривої.
MP – дотична, отже tgα = y′(x).
−−→
MO – радiус-вектор, тому tg β = y/x.
Отже, маємо диференцiальне рiвняння:

y′ = 2
y

x

Розв’язуємо:

dy

dx
= 2

y

x
⇒ dy

y
= 2

dx

x

⇒
�

dy

y
= 2

�
dx

x
⇒ ln |y| = 2 ln |x|+ ln |C| ⇒ y = Cx2



Розв’язання

Нехай y = y(x) – рiвняння шуканої кривої.
MP – дотична, отже tgα = y′(x).
−−→
MO – радiус-вектор, тому tg β = y/x.
Отже, маємо диференцiальне рiвняння:

y′ = 2
y

x

Розв’язуємо:

dy

dx
= 2

y

x
⇒ dy

y
= 2

dx

x
⇒

�
dy

y
= 2

�
dx

x

⇒ ln |y| = 2 ln |x|+ ln |C| ⇒ y = Cx2



Розв’язання

Нехай y = y(x) – рiвняння шуканої кривої.
MP – дотична, отже tgα = y′(x).
−−→
MO – радiус-вектор, тому tg β = y/x.
Отже, маємо диференцiальне рiвняння:

y′ = 2
y

x

Розв’язуємо:

dy

dx
= 2

y

x
⇒ dy

y
= 2

dx

x
⇒

�
dy

y
= 2

�
dx

x
⇒ ln |y| = 2 ln |x|+ ln |C|

⇒ y = Cx2



Розв’язання

Нехай y = y(x) – рiвняння шуканої кривої.
MP – дотична, отже tgα = y′(x).
−−→
MO – радiус-вектор, тому tg β = y/x.
Отже, маємо диференцiальне рiвняння:

y′ = 2
y

x

Розв’язуємо:

dy

dx
= 2

y

x
⇒ dy

y
= 2

dx

x
⇒

�
dy

y
= 2

�
dx

x
⇒ ln |y| = 2 ln |x|+ ln |C| ⇒ y = Cx2



Розв’язання

Для визначення C використовуємо умову проходження крiзь точку (1; 1):

1 = C · 12

⇒ C = 1.

Отже, шуканою кривою є крива y = x2.
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Приклад

За законом Ньютона, швидкiсть охолодження нагрiтого тiла пропорцiйна до
рiзницi температур тiла i навколишнього середовища. Визначити, за який час
тiло, нагрiте до температури x0 = 300℃, занурене у рiдину, температура якої
60℃, охолодиться до 150℃, якщо вважати кiлькiсть рiдини настiльки великою,
що її температура лишається майже незмiнною. При цьому вiдомо, що за 10
хвилин пiсля початку процесу температура тiла дорiвнює 200℃.



Розв’язання

Нехай x неперервно спадна температура тiла (60 6 x 6 300).

Рiзниця температур тiла i рiдини дорiвнює x− 60.
Швидкiсть охолодження – dx

dt .
Тодi, якщо k – коефiцiєнт пропорцiйностi, диференцiальне рiвняння процесу
буде таким:

dx

dt
= k(x− 60)

Знаходимо загальний розв’язок:

dx

x− 60
= kdt⇒

�
dx

x− 60
=

�
kdt⇒ ln |x− 60| = kt+ ln |C| ⇒ x = 60 + Cekt
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Розв’язання

Початкова умова (t = 0):

x0 = 300 = 60 + Cek·0

⇒ C = 240.

Отже,
x = 60 + 240ekt

Для визначення коефiцiєнта пропорцiйностi k скористаємося додатковою
умовою: при t = 10 хвилин температура тiла дорiвнює 200℃. Тому

200 = 60 + 240ek·10 ⇒ e10k =
140

240
=

7

12
⇒ k =

ln 7/12

10
= −0, 053

Звiдси
x = 60 + 240e−0,053t

Щоб вiдповiсти на питання задачi, треба пiдставити сюди x = 150 i знайти t.

150 = 60 + 240e−0,053t ⇒ e−0,053t =
90

240
⇒ t = − ln 3/8

0, 053
= 18, 506

Вiдповiдь: t = 18, 5 хв.
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Приклад

Резервуар мiстить 200 л розсолу, в якому розчинено 5 кг солi. В цю посудину
вливається вода зi швидкiстю 4 л/хв., а виливається з неї розчин зi швидкiстю
3 л/хв., при цьому концентрацiя розчину пiдтримується рiвномiрною шляхом
помiшування. Скiльки солi опиниться в резервуарi по закiнченню 2 годин вiд
початку такого процесу?



Розв’язання

Позначимо через x(t) вагу солi у резервуарi у момент часу t. У цей момент у
резервуарi буде 200 + t лiтрiв розчину. У досить близький до t момент часу
t+ ∆t матимемо x(t+ ∆t) кг солi у розчинi. Прирiст ваги солi буде
результатом виливання 3∆t лiтрiв розчину, концентрацiя солi у якому
дорiвнює x(t)/(200 + t).

Отже, маємо таке спiввiдношення:

x(t+ ∆t) = x(t)− 3∆tx(t)

200 + t

Переносимо x(t) до лiвої частини рiвняння, дiлимо на ∆t i спрямовуємо ∆t до
нуля.

x(t+ ∆t)− x(t)

∆t
→ dx

dt
, якщо ∆t→ 0,

dx

dt
= − 3x

200 + t
⇒ dx

x
= − 3dt

200 + t
⇒

�
dx

x
= −

�
3dt

200 + t
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Розв’язання

ln |x| = −3 ln |200 + t|+ ln |C|

⇒ x = C(200 + t)−3

C визначаємо з умови про початкову кiлькiсть солi у розчинi:

x(0) = C(200 + 0)−3 = 5⇒ C = 5 · 2003

Отже,

x = 5

(
200

200 + t

)3

Звiдси

x(120) = 5

(
200

200 + 120

)3

≈ 1, 22 кг
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