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Означення

Якщо при прямуваннi до нуля кроку розбиття поверхнi λ iснує скiнченна
границя iнтегральних сум, то ця границя називається поверхневим
iнтегралом першого роду або iнтегралом за площею поверхнi.

�

S

F (x, y, z)dS = lim
λ→0

n∑
i=1

F (αi, βi, γi)∆Si



Властивостi поверхневого iнтеграла першого роду

�

S

dS = S,

де S – площа поверхнi.



Властивостi поверхневого iнтеграла першого роду

�

S

kF (x, y, z)dS = k

�

S

F (x, y, z)dS; k = const



Властивостi поверхневого iнтеграла першого роду

�

S

[F1 (x, y, z) + F2 (x, y, z)] dS =

�

S

F1 (x, y, z) dS +

�

S

F2 (x, y, z) dS



Властивостi поверхневого iнтеграла першого роду

Якщо S = S1 + S2,
�

S

F (x, y, z)dS =

�

S1

F (x, y, z)dS +

�

S2

F (x, y, z)dS



Властивостi поверхневого iнтеграла першого роду

Якщо F1(x, y, z) 6 F2(x, y, z), то
�

S

F1(x, y, z)dS 6
�

S

F2(x, y, z)dS



Властивостi поверхневого iнтеграла першого роду

∣∣∣∣∣∣
�

S

F (x, y, z)dS

∣∣∣∣∣∣ 6
�

S

|F (x, y, z)| dS



Властивостi поверхневого iнтеграла першого роду

Теорема про середнє
Якщо функцiя F (x, y, z) неперервна в будь-якiй точцi поверхнi S, то iснує
точка (α, β, γ) така, що

�

S

F (x, y, z)dS = F (α, β, γ) · S,

де S – площа поверхнi.



Обчислення поверхневого iнтеграла першого роду

Якщо поверхню задано рiвнянням z = f(x, y)

�

S

F (x, y, z)dS =

�

∆

F (x, y, f(x, y))
√

1 + (f ′x(x, y))2 + (f ′y(x, y))2dxdy,

де ∆ – проєкцiя S на площину Oxy.



Обчислення поверхневого iнтеграла першого роду

Якщо S задано параметрично у виглядi x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), де
x, y, z – неперервно диференцiйованi у деякiй областi Σ площини Ouv,

�

S

F (x, y, z)dS =

�

Σ

F [x(u, v), y(u, v), z(u, v)]
√
EH − F 2dudv,

де

E =

(
∂x

∂u

)2

+

(
∂y

∂u

)2

+

(
∂z

∂u

)2

, H =

(
∂x

∂v

)2

+

(
∂y

∂v

)2

+

(
∂z

∂v

)2

,

F =
∂x

∂u

∂x

∂v
+
∂y

∂u

∂y

∂v
+
∂z

∂u

∂z

∂v



Приклад

Знайти масу частини поверхнi Ω, обмеженої S, з густиною µ = µ0:
Ω : x2 + y2 = 2z, S : {z61}.
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Розв’язання

M =

�

S

µ0dS =

�

∆

µ(x, y, f(x, y))
√

1 + (f ′x(x, y))2 + (f ′y(x, y))2dxdy

z = f(x, y) =
x2 + y2

2
;

f ′x = x; f ′y = y;
√

1 + (f ′x(x, y))2 + (f ′y(x, y))2 =
√

1 + x2 + y2.

∆ – коло на площинi Oxy з радiусом R =
√
x2 + y2

∣∣∣
z=1

=
√

2.
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Розв’язання

У полярнiй системi координат: {
x = ρ cos θ

y = ρ sin θ

x2 + y2 = ρ2

|i| = ρ

M =

π�

−π

dθ ·

√
2�

0

µ0

√
1 + ρ2ρdρ = 2πµ0

[√
3− 1

3

]
.
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Означення

Якщо на поверхнi S є хоча б одна точка i хоча б один контур, що не перетинає
границю поверхнi, при обходi за яким напрямок нормалi у точцi мiняється на
протилежний, то така поверхня називається однобiчною.

Стрiчка Мебiуса (Möbius strip)
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Означення

Якщо при обходi умовах напрямок нормалi не мiняється, то поверхня
називається двобiчною.

Будемо вважати додатним напрямком обходу контуру Γ, що належить
поверхнi, такий напрямок, при русi за яким за вибраним боком поверхнi сама
поверхня залишається лiворуч.
Двобiчна поверхня iз установленим додатним напрямком обходу називається
орiєнтованою поверхнею.



Означення

Якщо при обходi умовах напрямок нормалi не мiняється, то поверхня
називається двобiчною.
Будемо вважати додатним напрямком обходу контуру Γ, що належить
поверхнi, такий напрямок, при русi за яким за вибраним боком поверхнi сама
поверхня залишається лiворуч.

Двобiчна поверхня iз установленим додатним напрямком обходу називається
орiєнтованою поверхнею.



Означення

Якщо при обходi умовах напрямок нормалi не мiняється, то поверхня
називається двобiчною.
Будемо вважати додатним напрямком обходу контуру Γ, що належить
поверхнi, такий напрямок, при русi за яким за вибраним боком поверхнi сама
поверхня залишається лiворуч.
Двобiчна поверхня iз установленим додатним напрямком обходу називається
орiєнтованою поверхнею.



Поверхневi iнтеграли другого роду

S – обмежена двобiчна поверхня, що складається зi скiнченного числа
шматкiв, кожний з яких заданий або рiвнянням вигляду z = f(x, y), або є
цилiндричною поверхнею з твiрними, паралельними осi Oz.

Означення. Якщо при прямуваннi до нуля кроку розбиття поверхнi S
iнтегральнi суми, складенi як суми добуткiв значень деякої функцiї на площу
часткової поверхнi, мають скiнченну границю, то ця границя називається
поверхневим iнтегралом другого роду.



Поверхневi iнтеграли другого роду

�

S

R(x, y, z)dxdy = lim
λ→0

n∑
i=1

R(αi, βi, γi) (∆Si)xy

�

S

P (x, y, z)dydz = lim
λ→0

n∑
i=1

P (αi, βi, γi) (∆Si)yz

�

S

Q(x, y, z)dzdx = lim
λ→0

n∑
i=1

Q(αi, βi, γi) (∆Si)zx

�

S

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dzdx+R(x, y, z)dxdy

– поверхневий iнтеграл другого роду.



Властивостi поверхневих iнтегралiв другого роду

Властивостi поверхневого iнтеграла другого роду аналогiчнi вже розглянутим
нами властивостям поверхневого iнтеграла першого роду.



Властивостi поверхневих iнтегралiв другого роду

I Будь-який поверхневий iнтеграл другого роду мiняє знак при змiнi
сторони поверхнi,

I сталий множник можна виносити за знак iнтеграла,
I поверхневий iнтеграл вiд суми двох i бiльше функцiй дорiвнює сумi

поверхневих iнтегралiв вiд цих функцiй,
I якщо поверхня розбита на скiнченне число часткових поверхонь, iнтеграл

за усiєю поверхнею дорiвнює сумi iнтегралiв за частинними поверхнями.



Властивостi поверхневих iнтегралiв другого роду

Якщо S – цилiндрична поверхня з твiрними, паралельними осi Oz, то�
S

R(x, y, z)dxdy = 0. У випадку, якщо твiрнi поверхнi паралельнi осям Ox i Oy,

то дорiвнюють нулю вiдповiднi складовi поверхневого iнтеграла другого роду.



Зв’язок поверхневих iнтегралiв першого i другого роду

Поверхневi iнтеграли першого i другого роду пов’язанi один з одним
спiввiдношенням:

�

S

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy =

�

S

(P cosα+Q cosβ +R cos γ) dS

У цiй формулi cosα, cosβ, cos γ – напрямнi косинуси нормалi до поверхнi S в
обрану сторону поверхнi.



Приклад

Обчислити iнтеграл
�
S

(z −R)2dxdy за верхнiм боком пiвсфери

x2 + y2 + z2 = 2Rz, R 6 z 6 2R.

Перетворимо рiвняння поверхнi до вигляду: x2 + y2 + (z −R)2 −R2 = 0

z = R+
√
R2 − x2 − y2



Приклад

Задана поверхня проєктується на площину xOy у круг, рiвняння якого:

x2 + y2 6 R2

�

S

(z −R)2dxdy =

�

∆

(
R2 − x2 − y2

)
dxdy



Приклад

Перехiд до полярних координат:
�

∆

(R2 − x2 − y2)dxdy =

�

τ

f(ρ, ϕ)ρdρdϕ, ρ =
√
x2 + y2

�

S

(z −R)2dxdy

=

2π�

0

dϕ

R�

0

(
R2 − ρ2

)
ρdρ =

2π�

0

(
R2ρ2

2
− ρ4

4

)∣∣∣∣R
0

dϕ =

=
R4

4

2π�

0

dϕ =
πR4

2



Приклад

Перехiд до полярних координат:
�

∆

(R2 − x2 − y2)dxdy =

�

τ

f(ρ, ϕ)ρdρdϕ, ρ =
√
x2 + y2

�

S

(z −R)2dxdy =

2π�

0

dϕ

R�

0

(
R2 − ρ2

)
ρdρ

=

2π�

0

(
R2ρ2

2
− ρ4

4

)∣∣∣∣R
0

dϕ =

=
R4

4

2π�

0

dϕ =
πR4

2



Приклад

Перехiд до полярних координат:
�

∆

(R2 − x2 − y2)dxdy =

�

τ

f(ρ, ϕ)ρdρdϕ, ρ =
√
x2 + y2

�

S

(z −R)2dxdy =

2π�

0

dϕ

R�

0

(
R2 − ρ2

)
ρdρ =

2π�

0

(
R2ρ2

2
− ρ4

4

)∣∣∣∣R
0

dϕ =

=
R4

4

2π�

0

dϕ

=
πR4

2



Приклад

Перехiд до полярних координат:
�

∆

(R2 − x2 − y2)dxdy =

�

τ

f(ρ, ϕ)ρdρdϕ, ρ =
√
x2 + y2

�

S

(z −R)2dxdy =

2π�

0

dϕ

R�

0

(
R2 − ρ2

)
ρdρ =

2π�

0

(
R2ρ2

2
− ρ4

4

)∣∣∣∣R
0

dϕ =

=
R4

4

2π�

0

dϕ =
πR4

2



Формула Гауса-Остроградського (Gauss)

�

S

Pdydz+Qdzdx+Rdxdy =

�

V

(
∂P (x, y, z)

∂x
+
∂Q(x, y, z)

∂y
+
∂R(x, y, z)

∂z

)
dxdydz

Вiдзначимо, що ця формула застосовна для обчислення поверхневих iнтегралiв
за замкненою поверхнею.
На практицi формулу Гауса-Остроградського можна застосовувати для
обчислення об’єму тiл, якщо вiдома поверхня, що обмежує це тiло.
Так мають мiсце формули:

V =

�

S

xdydz =

�

S

ydxdz =

�

S

zdxdy =

�

V

dxdydz



Приклад

Умова
Знайти формулу обчислення об’єму кулi.

Розв’язання
Рiвняння кулi має вигляд: x2 + y2 + z2 = R2.
Знайти об’єм кулi можна за формулою:

V =

R�

−R

√
R2−x2�

−
√
R2−x2

√
R2−x2−y2�

−
√
R2−x2−y2

dzdydx = 8

R�

0

dx

√
R2−x2�

−
√
R2−x2

√
R2 − x2 − y2dy =
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R�
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dx
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−
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Розв’язання

= 8

R�

0

[
y
√
R2 − x2 − y2

2
+
R2 − x2

2
arcsin

y√
R2 − x2

]∣∣∣∣∣
√
R2−x2

0

dx =

= 8

R�

0

R2 − x2

2
· π

2
dx =

= 2π

[
R2x− x3

3

]∣∣∣∣R
0

=
4πR3

3
.



Розв’язання

= 8

R�

0

[
y
√
R2 − x2 − y2

2
+
R2 − x2

2
arcsin

y√
R2 − x2

]∣∣∣∣∣
√
R2−x2

0

dx =

= 8

R�

0

R2 − x2

2
· π

2
dx =

= 2π

[
R2x− x3

3

]∣∣∣∣R
0

=
4πR3

3
.



Розв’язання

= 8

R�

0

[
y
√
R2 − x2 − y2

2
+
R2 − x2

2
arcsin

y√
R2 − x2

]∣∣∣∣∣
√
R2−x2

0

dx =

= 8

R�

0

R2 − x2

2
· π

2
dx =

= 2π

[
R2x− x3

3

]∣∣∣∣R
0

=
4πR3

3
.



Розв’язання (сферичнi координати)

V =

π�

0

dθ · 2
π�

0

dϕ

R�

0

ρ2 sinϕdρ

= 2

π�

0

dθ

π�

0

R3

3
sinϕdϕ =

2

3

π�

0

2R3dθ =
4πR3

3
.



Розв’язання (сферичнi координати)
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2
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Розв’язання (сферичнi координати)
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0
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3
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2

3
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3
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Розв’язання (формула Остроградського-Гауса)



Розв’язання (формула Остроградського-Гауса)
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Знайти потiк векторного поля ~a крiзь замкнену поверхню S (нормаль
зовнiшня):

~a = (
√
z + y, 3x, 3z + 5x), S : z2 = 8(x2 + y2), z = 2.
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