
Однорiднi диференцiальнi рiвняння
першого порядку. Лiнiйнi неоднорiднi

диференцiальнi рiвняння першого
порядку



Однорiднi рiвняння

Означення. Функцiя f(x, y) називається однорiдною n-го порядку щодо
своїх аргументiв x i y, якщо для будь-якого значення параметра t (крiм нуля)
виконується тотожнiсть:

f(tx, ty) = tnf(x, y).



Приклад

Чи є однорiдною функцiя f(x, y) = x3 + 3x2y?

Розв’язання

f(tx, ty) = (tx)3 + 3(tx)2ty = t3x3 + 3t3x2y = t3(x3 + 3x2y) = t3f(x, y)

Таким чином, функцiя f(x, y) є однорiдною 3-го порядку.
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Однорiдне диференцiальне рiвняння

Означення. Диференцiальне рiвняння типу y′ = f(x, y) називається
однорiдним, якщо його права частина f(x, y) є однорiдна функцiя нульового
порядку щодо своїх аргументiв.

Будь-яке рiвняння типу P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 є однорiдним, якщо функцiї
P (x, y) i Q(x, y) – однорiднi функцiї однакового порядку.
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Розв’язання

Розглянемо однорiдне рiвняння y′ = f(x, y).

Оскiльки функцiя f(x, y) – однорiдна нульового порядку, то можна записати:

f(tx, ty) = f(x, y).

Оскiльки параметр t загалом кажучи довiльний, припустимо, що t =
1

x
.

Одержуємо:
f(x, y) = f

(
1,
y

x

)
Права частина отриманої рiвностi залежить фактично тiльки вiд одного
аргументу u =

y

x
, тобто

f(x, y) = ϕ
(y
x

)
= ϕ(u);
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Вихiдне диференцiальне рiвняння у такий спосiб можна записати у виглядi:
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Розв’язання

Одержали рiвняння з вiдокремлюваними змiнними щодо невiдомої функцiї u.

du

ϕ(u)− u
=

dx

x
;

�
du

ϕ(u)− u
=

�
dx

x
+ C

Далi, замiнивши допомiжну функцiю u на її вираз через x i y i знайшовши
iнтеграли, одержимо загальний розв’язок однорiдного диференцiального
рiвняння.
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y
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ln
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)
.

Розв’язання Уведемо допомiжну функцiю u.

u =
y

x
; y = ux; y′ = u′x+ u.
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Розв’язання

Переходячи вiд допомiжної функцiї обернено до функцiї y, одержуємо
загальний розв’язок:

y = xeCx



Рiвняння, що приводяться до однорiдного

Крiм рiвнянь, описаних вище, iснує клас рiвнянь, якi за допомогою певних
пiдстановок можуть зведенi до однорiдного.

Це рiвняння типу y′ = f

(
ax+ by + c

a1x+ b1y + c1

)
.

Якщо визначник

∣∣∣∣∣ a b

a1 b1

∣∣∣∣∣ 6= 0, то змiннi можуть бути роздiленi пiдстановкою

x = u+ α; y = v + β;

де α i β – розв’язок системи рiвнянь

{
ax+ by + c = 0

a1x+ b1y + c1 = 0
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Приклад

Розв’язати рiвняння (x− 2y + 3)dy + (2x+ y − 1)dx = 0.

Одержуємо (x− 2y + 3)
dy

dx
= −2x− y + 1;

dy

dx
=
−2x− y + 1

x− 2y + 3
;

Знаходимо значення визначника

∣∣∣∣∣ −2 −1
1 −2

∣∣∣∣∣ = 4 + 1 = 5 6= 0.

Розв’язуємо систему рiвнянь {
−2x− y + 1 = 0

x− 2y + 3 = 0{
y = 1− 2x

x− 2 + 4x+ 3 = 0{
x = −1/5
y = 7/5
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Розв’язання

Застосовуємо пiдстановку x = u− 1/5; y = v + 7/5; у вихiдне рiвняння:

(u− 1/5− 2v − 14/5 + 3)dv + (2u− 2/5 + v + 7/5− 1)du = 0;

(u− 2v)dv + (2u+ v)du = 0;

dv

du
=

2u+ v

2v − u
=

2 + v/u

2v/u− 1
;

Замiняємо змiнну
v

u
= t; v = ut; v′ = t′u+ t; при пiдстановцi у вираз,

записаний вище, маємо:

t′u+ t =
2 + t

2t− 1
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Розв’язання
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t =
v

u
=
y − 7/5

x+ 1/5
=

5y − 7

5x+ 1
; u = x+ 1/5;

1 +
5y − 7

5x+ 1
−
(
5y − 7

5x+ 1

)2

=
25C2

(5x+ 1)2
;

(5x+ 1)2 + (5y − 7)(5x+ 1)− (5y − 7)2 = 25C2

25x2 + 10x+ 1 + 25xy + 5y − 35x− 7− 25y2 + 70y − 49 = 25C2

25x2 − 25x+ 25xy + 75y − 25y2 = 25C2 + 49− 1 + 7

x2 − x+ xy + 3y − y2 = C2 +
55

25
= C;
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Розв’язання

Отже, вираз x2 − x+ xy + 3y − y2 = C є загальним iнтегралом вихiдного
диференцiального рiвняння.



Вироджений випадок

У випадку якщо у вихiдному рiвняннi типу y′ = f

(
ax+ by + c

a1x+ b1y + c1

)
визначник∣∣∣∣∣ a b

a1 b1

∣∣∣∣∣ = 0, то змiннi можуть бути роздiленi пiдстановкою

ax+ by = t.



Приклад

Розв’язати рiвняння 2(x+ y)dy + (3x+ 3y − 1)dx = 0.
Розв’язання Одержуємо

2(x+ y)
dy

dx
= −3x− 3y + 1;

dy

dx
=
−3x− 3y + 1

2x+ 2y
= −3x+ 3y − 1

2x+ 2y
.

Знаходимо значення визначника

∣∣∣∣∣ −3 −3
2 2

∣∣∣∣∣ = −6 + 6 = 0.

Застосовуємо пiдстановку 3x+ 3y = t.

dy

dx
=
t′

3
− 1;

Пiдставляємо цей вираз у вихiдне рiвняння:

t′

3
− 1 = −3(t− 1)

2t
; 2t(t′ − 3) = −9t+ 9; 2tt′ = 6t− 9t+ 9; 2tt′ = −3t+ 9;
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Розв’язання

Роздiляємо змiннi:
2t

−3t+ 9
dt = dx;

t

t− 3
dt = −3

2
dx;

� (
1 +

3

t− 3

)
dt = −3

2

�
dx;

t+ 3 ln |t− 3| = −3

2
x+ C1

Далi повертаємося до первiсної функцiї y i змiнної x.

2x+ 2y + 2 ln |3(x+ y − 1)| = −x+ C2;

3x+ 2y + 2 ln 3 + 2 ln |x+ y − 1| = C2;

3x+ 2y + 2 ln |x+ y − 1| = C;

таким чином, ми одержали загальний iнтеграл вихiдного диференцiального
рiвняння.
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Лiнiйнi рiвняння

Означення. Диференцiальне рiвняння називається лiнiйним щодо невiдомої
функцiї i її похiдної, якщо воно може бути записане у виглядi:

y′ + P (x)y = Q(x),

при цьому, якщо права частина Q(x) дорiвнює нулю, то таке рiвняння
називається лiнiйним однорiдним диференцiальним рiвнянням, якщо права
частина Q(x) не дорiвнює нулю, то таке рiвняння називається лiнiйним
неоднорiдним диференцiальним рiвнянням.
P (x) i Q(x) – функцiї неперервнi на деякому промiжку a < x < b.



Лiнiйнi однорiднi диференцiальнi рiвняння

Розглянемо методи знаходження загального розв’язку лiнiйного однорiдного
диференцiального рiвняння першого порядку вигляду

y′ + P (x)y = 0.

Для цього типу диференцiальних рiвнянь вiдокремлення змiнних не є
складним.

dy

y
= −P (x)dx

ln |y| = −
�
P (x)dx+ ln |C| ;

ln
∣∣∣ y
C

∣∣∣ = −�
P (x)dx;

Загальний розв’язок: y = Ce−
�
P (x)dx
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Лiнiйнi неоднорiднi диференцiальнi рiвняння

Для iнтегрування лiнiйних неоднорiдних рiвнянь (Q(x) 6= 0) застосовуються в
основному два методи: метод Бернуллi i метод Лагранжа.



Метод Бернуллi

Суть методу полягає у тiм, що шукана функцiя представляється у виглядi
добутку двох функцiй y = uv.

При цьому очевидно, що y′ = u · dv
dx

+ v · du
dx

– диференцiювання частинами.
Пiдставляючи у вихiдне рiвняння, одержуємо:

u
dv

dx
+ v

du

dx
+ P (x)uv = Q(x)

u
dv

dx
+ v

(
du

dx
+ P (x)u

)
= Q(x)

Далi треба зробити важливе зауваження – оскiльки первiсна функцiя була
представлена нами у виглядi добутку, то кожний зi спiвмножникiв, що входять
у цей добуток, може бути довiльним, обраним як нам завгодно.
Наприклад, функцiя y = 2x2 може бути представлена як y = 1 · 2x2; y = 2 · x2;
y = 2x · x тощо.
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Далi треба зробити важливе зауваження – оскiльки первiсна функцiя була
представлена нами у виглядi добутку, то кожний зi спiвмножникiв, що входять
у цей добуток, може бути довiльним, обраним як нам завгодно.
Наприклад, функцiя y = 2x2 може бути представлена як y = 1 · 2x2; y = 2 · x2;
y = 2x · x тощо.
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Метод Бернуллi

Таким чином, можна одну зi складових добутку функцiй вибрати так, що

вираз
du

dx
+ P (x)u = 0.

Таким чином, можливо одержати функцiю u, проiнтегрувавши отримане
спiввiдношення як однорiдне диференцiальне рiвняння за описаною вище
схемою:

du

u
= −P (x)dx;

�
du

u
= −

�
P (x)dx; ln |u| = −

�
P (x)dx;

ln |C1|+ ln |u| = −
�
P (x)dx; u = Ce−

�
P (x)dx; C = 1/C1;
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Метод Бернуллi

Для знаходження другої невiдомої функцiї v пiдставимо отриманий вираз для

функцiї u у вихiдне рiвняння u
dv

dx
+ v

(
du

dx
+ P (x)u

)
= Q(x) з врахуванням

того, що вираз, що стоїть в дужках, дорiвнює нулю.

e−
�
P (x)dx dv

dx
= Q(x); Cdv = Q(x)e

�
P (x)dxdx;

Iнтегруючи, можемо знайти функцiю v:

Cv =

�
Q(x)e

�
P (x)dxdx+ C1; v =

1

C

�
Q(x)e

�
P (x)dxdx+ C2;

Тобто була отримана друга складова добутку y = uv, що i визначає шукану
функцiю.
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Метод Бернуллi

Пiдставляючи отриманi значення, одержуємо:

y = uv = Ce−
�
P (x)dx · 1

C

(�
Q(x)e

�
P (x)dxdx+ C2

)

Остаточно одержуємо формулу:
y = e−

�
P (x)dx ·

(�
Q(x)e

�
P (x)dxdx+ C2

)
, C2 – довiльний коефiцiєнт.

Це спiввiдношення може вважатися розв’язком неоднорiдного лiнiйного
диференцiального рiвняння у загальному виглядi за способом Бернуллi1.

1Якоб Бернуллi (Jacob Bernoulli) (1654–1705) – швейцарський математик.
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Метод Лагранжа

Метод Лагранжа розв’язання неоднорiдних лiнiйних диференцiальних
рiвнянь ще називають методом варiацiї довiльної сталої.
Повернемося до поставленої задачi:

y′ + P (x)y = Q(x)

Перший крок даного методу полягає у вiдкиданнi правої частини рiвняння i
замiнi її нулем.

y′ + P (x)y = 0

Далi знаходиться розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння, що
вийшло:

y = C1e
−

�
P (x)dx.
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Метод Лагранжа

Для того, щоб знайти вiдповiдний розв’язок неоднорiдного диференцiального
рiвняння, будемо вважати сталу C1 деякою функцiєю вiд x.

Тодi за правилами диференцiювання добутку функцiй одержуємо:

y′ =
dy

dx
=

dC1(x)

dx
e−

�
P (x)dx + C1(x)e

−
�
P (x)dx · (−P (x))

Пiдставляємо отримане спiввiдношення у вихiдне рiвняння

dC1(x)

dx
e−

�
P (x)dx − C1(x)P (x)e

−
�
P (x)dx + P (x)C1(x)e

−
�
P (x)dx = Q(x)

dC1(x)

dx
e−

�
P (x)dx = Q(x);

Iз цього рiвняння визначимо змiнну функцiю C1(x):

dC1(x) = Q(x)e
�
P (x)dxdx
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Метод Лагранжа

Iнтегруючи, одержуємо:

C1 =

�
Q(x)e

�
P (x)dxdx+ C;

Пiдставляючи це значення у вихiдне рiвняння, одержуємо:

y = e−
�
P (x)dx

(�
Q(x)e

�
P (x)dxdx+ C

)
.

Таким чином, ми одержали результат, що повнiстю збiгається з результатом
розрахунку за методом Бернуллi.
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Приклад

Розв’язати рiвняння x2y′ + y = ax2e
1
x .

Розв’язання Спочатку приведемо дане рiвняння до стандартного вигляду:

y′ +
1

x2
y = ae

1
x .

Застосуємо отриману вище формулу: P =
1

x2
; Q = ae

1
x ;

y = e−
�

1
x2

dx

(�
ae

1
x e

�
1
x2

dxdx+ C

)

y = e
1
x

(�
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y = e

1
x (ax+ C).
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