
Невласнi iнтеграли. Застосування
визначених iнтегралiв до

розв’язування задач геометрiї



Невласнi iнтеграли

Нехай функцiя f(x) визначена i неперервна на iнтервалi [a, ∞). Тодi вона
неперервна на будь-якому вiдрiзку [a, b].

Означення: Якщо iснує скiнченна границя lim
b→∞

� b
a f(x)dx, то ця границя

називається невласним iнтегралом вiд функцiї f(x) на iнтервалi [a,∞).
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Позначення та термiнологiя

lim
b→∞

� b

a
f(x)dx =

� ∞
a

f(x)dx

Якщо ця границя iснує i скiнченна, то кажуть, що невласний iнтеграл
збiгається.
Якщо границя не iснує або нескiнченна, то невласний iнтеграл розбiгається.
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Рiзновиди

Аналогiчнi мiркування можна привести для невласних iнтегралiв вигляду:
� b

−∞
f(x)dx = lim

a→−∞

� b

a
f(x)dx

� ∞
−∞

f(x)dx =

� c

−∞
f(x)dx+

� ∞
c

f(x)dx

Звичайно, цi твердження справедливi, якщо iнтеграли, що до них входять,
iснують.
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Приклад

� ∞
0

cosxdx

= lim
b→∞

� b

0
cosxdx = lim

b→∞
sinx|b0 = lim

b→∞
(sin b− sin 0) = lim

b→∞
sin b

Невласний iнтеграл розбiжний.
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Ознаки збiжностi

Теорема: Якщо для всiх x (x>a) виконується умова 0 6 f(x) 6 ϕ(x) i iнтеграл�∞
a ϕ(x)dx збiгається, то

�∞
a f(x)dx теж збiгається i

�∞
a ϕ(x)dx>

�∞
a f(x)dx.

Теорема: Якщо для всiх x (x>a) виконується умова 0 6 f(x) 6 ϕ(x) i iнтеграл�∞
a f(x)dx розбiгається, то

�∞
a ϕ(x)dx теж розбiгається.

Теорема: Якщо f(x) ∼ ϕ(x) при x→∞, iнтеграли
�∞
a ϕ(x)dx i

�∞
a f(x)dx

збiжнi або розбiжнi одночасно.
Теорема: Якщо

�∞
a |f(x)|dx збiгається, то збiгається i iнтеграл

�∞
a f(x)dx. У

цьому випадку iнтеграл
�∞
a f(x)dx називається абсолютно збiжним.
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Iнтеграл вiд розривної функцiї (другого роду)

Якщо у точцi x = c функцiя або невизначена, або розривна, то
� c

a
f(x)dx = lim

b→c−0

� b

a
f(x)dx

Якщо iнтеграл
� c
a f(x)dx iснує, то iнтеграл

� c
a f(x)dx – збiгається, якщо

iнтеграл
� c
a f(x)dx не iснує, то

� c
a f(x)dx – розбiгається.
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Iнтеграл вiд розривної функцiї (другого роду)

Якщо у точцi x = a функцiя терпить розрив, то
� c
a f(x)dx = lim

b→a+0

� c
b f(x)dx.

Якщо функцiя f(x) має розрив у точцi b на промiжку [a, c], то
� c

a
f(x)dx =

� b

a
f(x)dx+

� c

b
f(x)dx

Таких точок всерединi вiдрiзку може бути кiлька.
Якщо збiгаються всi iнтеграли, що входять у суму, то збiгається i сумарний
iнтеграл.
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Приклад

Дослiдити на абсолютну та умовну збiжнiсть невласний iнтеграл:
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Iнтеграл є збiжним. Оскiльки
∣∣∣∣ xy

9 + y2x5

∣∣∣∣ = |y| x

9 + y2x5
при x > 0, iнтеграл є

абсолютно збiжним.
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0

6e2x2 + 24 cosx− 13x2 − 30

sinα x
dx

Розв’язання
Точкою розриву пiдiнтегральної функцiї на промiжку iнтегрування є x = 0.
Праворуч вiд точки x = 0 маємо

6e2x2 ∼ 6 + 6 · 2x2;x→ 0; cosx ∼ 1− x2

2
;x→ 0; sinx ∼ x;x→ 0;

тому

6e2x2 + 24 cosx− 13x2 − 30

sinα x
∼ 6 + 12x2 + 24− 12x2 − 13x2 − 30

xα
= −13x2−α
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−13

x1−α

3− α

∣∣∣∣1
b

Iнтеграл є збiжним, якщо α > 3, i розбiжним, якщо α 6 3. За наведеною вище
теоремою iнтеграл з умови задачi є збiжним i розбiжним за тих самих умов
щодо α.
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Геометричнi застосування визначеного iнтеграла. Обчислення площ
плоских фiгур

Якщо графiк розташований нижче осi Ox, тобто f(x) < 0, то площа має знак
«–», якщо графiк розташований вище осi Ox, тобто f(x) > 0, то площа має
знак «+».



Обчислення площ плоских фiгур

Для знаходження сумарної площi використовується формула S =
∣∣∣� ba f(x)dx

∣∣∣.

Площа фiгури, обмеженої деякими лiнiями може бути знайдена за допомогою
визначених iнтегралiв, якщо вiдомi рiвняння цих лiнiй.
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Приклад

Знайти площу фiгури, обмеженої лiнiями y = x, y = x2, x = 2.

Розв’язання
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Розв’язання

Шукана площа (заштрихована на рисунку) може бути знайдена за формулою:

S =

2�

1

x2dx−
2�

1

xdx

=

[
x3

3
− x2

2

]∣∣∣∣2
1

=
8

3
− 4

2
− 1

3
+

1

2
=

5

6
(од2).
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Знаходження площi криволiнiйного сектора

Рiвняння кривої, що обмежує сектор у цiй системi координат, має вигляд
ρ = f(ϕ), де ρ – довжина радiус-вектора, що з’єднує полюс iз довiльною
точкою кривої, а ϕ – кут нахилу цього радiус-вектора до полярної осi.

S =
1

2

� β

α
f2(ϕ)dϕ



Знаходження площi криволiнiйного сектора

Рiвняння кривої, що обмежує сектор у цiй системi координат, має вигляд
ρ = f(ϕ), де ρ – довжина радiус-вектора, що з’єднує полюс iз довiльною
точкою кривої, а ϕ – кут нахилу цього радiус-вектора до полярної осi.

S =
1

2

� β

α
f2(ϕ)dϕ



Обчислення довжини дуги кривої

Sn =

n∑
i=1

∆Si

S = lim
max ∆Si→0

n∑
i=1

∆Si
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Обчислення довжини дуги кривої, заданої параметрично

Якщо рiвняння кривої задане параметрично, то з урахуванням правил
обчислення похiдної параметрично заданої функцiї, одержуємо

S =

� β

α

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2dt,

де x = ϕ(t) i y = ψ(t).



Обчислення довжини дуги просторової кривої

Якщо задано просторову криву, i x = ϕ(t), y = ψ(t) i z = Z(t), то

S =

� β

α

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 + [Z ′(t)]2dt



Обчислення довжини дуги кривої у полярних координатах

Якщо крива задана в полярних координатах, то

S =

� β

α

√
ρ′2 + ρ2dϕ , ρ = f(ϕ)



Приклад

Знайти довжину кола, заданого рiвнянням x2 + y2 = r2.



Перший спосiб

Виразимо з рiвняння змiнну y. y =
√
r2 − x2

Знайдемо похiдну y′ = − x√
r2 − x2

Тодi

1

4
S =

� r

0

√
1 +

x2

r2 − x2
dx =

� r

0

r√
r2 − x2

dx = r · arcsin
x

r

∣∣∣r
0

= r
π

2

Тодi S = 2πr. Одержали загальновiдому формулу довжини кола.
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Другий спосiб

Якщо представити задане рiвняння у полярнiй системi координат, то одержимо

r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ = r2,

тобто функцiя

ρ = f(ϕ) = r, ρ′ =
df(ϕ)

dϕ
= 0

тодi

S =

� 2π

0

√
0 + r2dϕ

= r

� 2π

0
dϕ = 2πr
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Обчислення об’ємiв тiл. Обчислення об’єму тiла за вiдомими
площами його паралельних перетинiв

Нехай є тiло об’єму V . Площа будь-якого поперечного перерiзу тiла Q, вiдома
як неперервна функцiя Q = Q(x).



Обчислення об’єму тiла за вiдомими площами його паралельних
перетинiв

Розiб’ємо тiло на «шари» поперечними перерiзами, що проходять через точки
xi розбиття вiдрiзка [a, b]. Оскiльки на будь-якому промiжному вiдрiзку
розбиття [xi−1, xi] функцiя Q(x) неперервна, то приймає на ньому найбiльше i
найменше значення. Позначимо їх вiдповiдно Mi i mi.

Якщо на цих найбiльшому i найменшому перетинах побудувати цилiндри з
твiрними, паралельними осi x, то об’єми цих цилiндрiв будуть вiдповiдно рiвнi
Mi∆xi i mi∆xi тут ∆xi = xi − xi−1.
Зробивши такi побудови для всiх вiдрiзкiв розбиття, одержимо цилiндри,
об’єми яких рiвнi вiдповiдно

∑n
i=1Mi∆xi i

∑n
i=1mi∆xi.

При прямуваннi до нуля кроку розбиття λ, цi суми мають спiльну границю:

lim
λ→0

n∑
i=1

Mi∆xi = lim
λ→0

n∑
i=1

mi∆xi =

� b

a
Q(x)dx
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розбиття [xi−1, xi] функцiя Q(x) неперервна, то приймає на ньому найбiльше i
найменше значення. Позначимо їх вiдповiдно Mi i mi.
Якщо на цих найбiльшому i найменшому перетинах побудувати цилiндри з
твiрними, паралельними осi x, то об’єми цих цилiндрiв будуть вiдповiдно рiвнi
Mi∆xi i mi∆xi тут ∆xi = xi − xi−1.
Зробивши такi побудови для всiх вiдрiзкiв розбиття, одержимо цилiндри,
об’єми яких рiвнi вiдповiдно

∑n
i=1Mi∆xi i

∑n
i=1mi∆xi.

При прямуваннi до нуля кроку розбиття λ, цi суми мають спiльну границю:

lim
λ→0

n∑
i=1

Mi∆xi = lim
λ→0

n∑
i=1

mi∆xi =

� b

a
Q(x)dx
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Обчислення об’єму тiла за вiдомими площами його паралельних
перетинiв

Таким чином, об’єм тiла може бути знайдений за формулою:

V =

� b

a
Q(x)dx

Недолiком цiєї формули є те, що для знаходження об’єму необхiдно знати
функцiю Q(x), що досить проблематично для складних тiл.
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Приклад

Знайти об’єм кулi радiуса R.



Розв’язання

У поперечних перерiзах кулi виходять кола змiнного радiуса y. Залежно вiд
поточної координати x цей радiус виражається за формулою

√
R2 − x2.

Тодi функцiя площ перетинiв має вигляд: Q(x) = π
(
R2 − x2

)
.

Одержуємо об’єм кулi:

V =

� R

−R
π(R2 − x2)dx = π

(
R2x− x3

3

)∣∣∣∣R
−R

= π

(
R3 − R3

3

)
− π

(
−R3 +

R3

3

)
=

=
4πR3

3
.
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Приклад

Знайти об’єм довiльної пiрамiди з висотою H i площею основи S.



Розв’язання

При перетинi пiрамiди площинами, перпендикулярними висотi, у перетинi
одержуємо фiгури, подiбнi до основи. Коефiцiєнт подiбностi цих фiгур
дорiвнює вiдношенню x/H, де x – вiдстань вiд площини перетину до вершини
пiрамiди.

З геометрiї вiдомо, що вiдношення площ подiбних фiгур дорiвнює коефiцiєнту
подоби у квадратi, тобто

Q

S
=
( x
H

)2

Звiдси одержуємо функцiю площ перетинiв: Q(x) =
S

H2
x2.

Знаходимо об’єм пiрамiди:

V =

H�

0

S

H2
x2dx =

Sx3

3H2

∣∣∣∣H
0

=
1

3
SH
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Об’єм тiл обертання

Розглянемо криву, задану рiвнянням y = f(x). Припустимо, що функцiя f(x)
неперервна на вiдрiзку [a, b]. Якщо вiдповiдну їй криволiнiйну трапецiю з
основами a i b обертати навколо осi Ox, то одержимо так зване тiло
обертання.



Об’єм тiл обертання

Оскiльки кожний перетин тiла площиною x = const являє собою коло радiуса
R = |f(x)|, то об’єм тiла обертання може бути легко знайдений за отриманою
вище формулою:

V = π

� b

a
f2(x)dx



Площа поверхнi тiла обертання

Означення: Площею поверхнi обертання кривої AB навколо даної осi
називають границю, до якої прямують площi поверхонь обертання ламаних,
вписаних у криву AB, при прямуваннi до нуля найбiльших з довжин ланок
цих ламаних.



Площа поверхнi тiла обертання

Розiб’ємо дугу AB на n частин точками M0, M1, M2, . . . , Mn ... Координати
вершин отриманої ламаної мають координати xi i yi.

При обертаннi ламаної
навколо осi одержимо поверхню, що складається з бiчних поверхонь усiчених
конусiв, площа яких дорiвнює ∆Pi. Ця площа може бути знайдена за
формулою:

∆Pi = 2π
yi−1 + yi

2
∆Si

Тут ∆Si – довжина кожної хорди.
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Площа поверхнi тiла обертання

∆Si =
√

∆x2
i + ∆y2

i =

√
1 +

(
∆yi
∆xi

)2

∆xi

Застосовуємо теорему Лагранжа до вiдношення
∆yi
∆xi

.

Одержуємо:
∆yi
∆xi

=
f(xi)− f(xi−1)

xi − xi−1
= f(εi), xi−1 < ε < xi

Тодi ∆Si =
√

1 + f ′2(εi)∆xi

∆Pi = 2π
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2

√
1 + f ′2(εi)∆xi
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Площа поверхнi тiла обертання

Площа поверхнi, описаної ламаної дорiвнює:

Pn = π

n∑
i=1

(f(xi−1) + f(xi))
√

1 + f ′2(εi)∆xi

Ця сума не є iнтегральною, але можна показати, що

P = lim
max ∆xi→0

π

n∑
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(f(xi−1) + f(xi))
√

1 + f ′2(εi)∆xi

=

= lim
max ∆xi→0

π
n∑
i=1

2f(εi)
√

1 + f ′2(εi)∆xi

Тодi

P = 2π

� b

a
f(x)

√
1 + f ′2(x)dx
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