
Первiсна функцiя, невизначений
iнтеграл, простi способи iнтегрування



Первiсна функцiя

Означення: Функцiя F (x) називається первiсною функцiєю функцiї f(x)
на вiдрiзку [a, b], якщо в будь-якiй точцi цього вiдрiзка виконується рiвнiсть:

F ′(x) = f(x).

Слiд вiдзначити, що первiсних для однiєї i тiєї ж функцiї може бути
нескiнченно багато. Вони будуть вiдрiзнятися одна вiд одної на будь-яке стале
число.

F1(x) = F2(x) + C.
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Невизначений iнтеграл

Означення: Невизначеним iнтегралом функцiї f(x) називається
сукупнiсть первiсних функцiй, якi визначенi спiввiдношенням:

F (x) + C.

Записують:
�

f(x)dx = F (x) + C.

Умовою iснування невизначеного iнтеграла на деякому вiдрiзку є
неперервнiсть функцiї на цьому вiдрiзку.
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Властивостi невизначеного iнтеграла

1.
(�

f(x)dx
)′
= (F (x) + C)′ = f(x);

2. d
(�

f(x)dx
)
= f(x)dx;

3.
�
dF (x) = F (x) + C;

4.
�
(u+ v − w) dx =

�
udx+

�
vdx−

�
wdx; де u, v, w – деякi функцiї вiд x;

5.
�
C · f(x)dx = C ·

�
f(x)dx.
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Приклад

�
(x2 − 2 sinx+ 1) dx =

�
x2dx− 2

�
sinxdx+

�
dx

=
1

3
x3 + 2 cosx+ x+ C
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Таблиця елементарних iнтегралiв

Iнтеграл Значення Iнтеграл Значення

1
�
tg xdx − ln | cosx | +C 9

�
exdx ex + C

2
�
ctg xdx ln | sinx | +C 10

�
cosxdx sinx+ C

3
�
axdx

ax

ln a
+ C 11

�
sinxdx − cosx+ C

4
� dx

a2 + x2
1

a
arctg

x

a
+ C 12

� 1

cos2 x
dx tg x+ C

5
� dx

x2 − a2
1

2a
ln

∣∣∣∣x+ a

x− a

∣∣∣∣+ C 13
� 1

sin2 x
dx − ctg x+ C

6
� dx√

x2 ± a2
ln
∣∣x+

√
x2 ± a2

∣∣+ C 14
� dx√

a2 − x2
arcsin

x

a
+ C

7
�
xαdx

xα+1

α+ 1
+ C,α 6= −1 15

� 1

cosx
dx ln

∣∣∣tg (x
2
+
π

4

)∣∣∣+ C

8
� dx

x
ln |x|+ C 16

� 1

sinx
dx ln

∣∣∣tg x
2

∣∣∣+ C



Безпосереднє iнтегрування

Метод безпосереднього iнтегрування заснований на припущеннi про можливе
значення первiсної функцiї з подальшою перевiркою цього значення
диференцiюванням. Взагалi, зазначимо, що диференцiювання є потужним
iнструментом перевiрки результатiв iнтегрування.



Приклад

Знайти значення iнтеграла
� dx

x
.

Розв’язання
На основi вiдомої формули диференцiювання (lnx)′ =

1

x
можна зробити

висновок, що шуканий iнтеграл дорiвнює lnx+ C, де C – деяке стале число.

Однак, з iншого боку (ln(−x))′ = −1

x
· (−1) = 1

x
.

Таким чином, остаточно можна зробити висновок:
�

dx

x
= ln |x|+ C
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Безпосереднє iнтегрування з перетворенням пiдiнтегрального виразу.
Приклад

Знайти iнтеграл �
(x− 3)2

x(x2 + 9)
dx.

Розв’язання
Перетворюємо пiдiнтегральний вираз:

�
(x− 3)2

x(x2 + 9)
dx =

�
x2 − 6x+ 9

x(x2 + 9)
dx =

=

�
x2 + 9

x(x2 + 9)
dx− 6

�
x

x(x2 + 9)
dx =

�
1

x
dx− 6

�
1

x2 + 9
dx =

= ln |x| − 2 arctg
x

3
+ C.
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Висновок

Метод безпосереднього iнтегрування застосовний тiльки для деяких досить
обмежених класiв функцiй. Функцiй, для яких можна з ходу знайти первiсну,
дуже мало. Тому в бiльшостi випадкiв застосовуються способи, описанi нижче.



Спосiб пiдстановки (замiни змiнної)

Теорема: Якщо потрiбно знайти iнтеграл
�
f(x)dx, але складно вiдшукати

первiсну, то за допомогою замiни x = ϕ(t) i dx = ϕ′(t)dt виходить:
�

f(x) dx =

�
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt

Доведення
Продиференцiюємо пропоновану рiвнiсть:

d

�
f(x)dx = d

(�
f [ϕ(t)]ϕ′(t)dt

)
За розглянутою вище властивiстю 2 невизначених iнтегралiв:

f(x)dx = f [ϕ(t)]ϕ′(t)dt,

що з урахуванням введених позначень i є вихiдним припущенням.
Теорему доведено.
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� √
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t1/2dt =

2

3
t3/2 + C =
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3
sin3/2 x+ C.



Приклад

Знайти невизначений iнтеграл
� √

sinx cosxdx.
Розв’язання
Зробимо замiну t = sinx:

dt = cosxdt.

� √
tdt =

�
t1/2dt =

2

3
t3/2 + C =

2

3
sin3/2 x+ C.



Приклад

Знайти невизначений iнтеграл
� √

sinx cosxdx.
Розв’язання
Зробимо замiну t = sinx:

dt = cosxdt.

� √
tdt =

�
t1/2dt

=
2

3
t3/2 + C =

2

3
sin3/2 x+ C.



Приклад

Знайти невизначений iнтеграл
� √

sinx cosxdx.
Розв’язання
Зробимо замiну t = sinx:

dt = cosxdt.

� √
tdt =

�
t1/2dt =

2

3
t3/2 + C

=
2

3
sin3/2 x+ C.



Приклад

Знайти невизначений iнтеграл
� √

sinx cosxdx.
Розв’язання
Зробимо замiну t = sinx:

dt = cosxdt.

� √
tdt =

�
t1/2dt =

2

3
t3/2 + C =

2

3
sin3/2 x+ C.



Приклад

Знайти невизначений iнтеграл
�
x(x2 + 1)3/2dx.

Розв’язання
Замiна t = x2 + 1; dt = 2xdx; dx =

dt

2x
.

Одержуємо:
�

t3/2
dt

2
=

1

2

�
t3/2dt =

1

2
· 2
5
t5/2 + C =

t5/2

5
+ C =

(x2 + 1)5/2

5
+ C;



Приклад

Знайти невизначений iнтеграл
�
x(x2 + 1)3/2dx.

Розв’язання
Замiна t = x2 + 1; dt = 2xdx; dx =

dt

2x
.

Одержуємо:
�

t3/2
dt

2
=

1

2

�
t3/2dt =

1

2
· 2
5
t5/2 + C =

t5/2

5
+ C =

(x2 + 1)5/2

5
+ C;



Приклад

Знайти невизначений iнтеграл
�
x(x2 + 1)3/2dx.

Розв’язання
Замiна t = x2 + 1; dt = 2xdx; dx =

dt

2x
.

Одержуємо:
�

t3/2
dt

2
=

1

2

�
t3/2dt

=
1

2
· 2
5
t5/2 + C =

t5/2

5
+ C =

(x2 + 1)5/2

5
+ C;



Приклад

Знайти невизначений iнтеграл
�
x(x2 + 1)3/2dx.

Розв’язання
Замiна t = x2 + 1; dt = 2xdx; dx =

dt

2x
.

Одержуємо:
�

t3/2
dt

2
=

1

2

�
t3/2dt =

1

2
· 2
5
t5/2 + C

=
t5/2

5
+ C =

(x2 + 1)5/2

5
+ C;



Приклад

Знайти невизначений iнтеграл
�
x(x2 + 1)3/2dx.

Розв’язання
Замiна t = x2 + 1; dt = 2xdx; dx =

dt

2x
.

Одержуємо:
�

t3/2
dt

2
=

1

2

�
t3/2dt =

1

2
· 2
5
t5/2 + C =

t5/2

5
+ C

=
(x2 + 1)5/2

5
+ C;



Приклад

Знайти невизначений iнтеграл
�
x(x2 + 1)3/2dx.

Розв’язання
Замiна t = x2 + 1; dt = 2xdx; dx =

dt

2x
.

Одержуємо:
�

t3/2
dt

2
=

1

2

�
t3/2dt =

1

2
· 2
5
t5/2 + C =

t5/2

5
+ C =

(x2 + 1)5/2

5
+ C;



Iнтегрування частинами

Спосiб заснований на вiдомiй формулi похiдної добутку:

(uv)′ = u′v + uv′,

де u i v – деякi функцiї вiд x.

У диференцiальнiй формi: d(uv) = udv + vdu.
Проiнтегрувавши, одержуємо:

�
d(uv) =

�
udv +

�
vdu, а вiдповiдно до

наведених вище властивостей невизначеного iнтеграла:

uv =

�
udv +

�
vdu або

�
udv = uv −

�
vdu.
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Приклад

�
x2 sinxdx

=

∣∣∣∣∣ u = x2; dv = sinxdx;

du = 2xdx; v = − cosx

∣∣∣∣∣ = −x2 cosx+

�
cosx · 2xdx =

=

∣∣∣∣∣ u = x; dv = cosxdx;

du = dx; v = sinx

∣∣∣∣∣ = −x2 cosx+ 2

[
x sinx−

�
sinxdx

]
=

= −x2 cosx+ 2x sinx+ 2 cosx+ C.
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�
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5I = 5

�
e2x cosxdx = e2x(sinx+ 2 cosx)
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Другий iнтеграл, що входить у цю рiвнiсть, будемо брати частинами.
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Отримана формула називається рекурентною. Якщо застосувати її n− 1 раз,

то вийде табличний iнтеграл
� du

u2 + s
.
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