
Криволiнiйнi iнтеграли



Кусово-гладка крива

Означення. Крива ~r(t) = ϕ(t)~i+ ψ(t)~j + γ(t)~k (a 6 t 6 b) називається
неперервною кусково-гладкою, якщо функцiї ϕ, ψ i γ неперервнi на
вiдрiзку [a, b] i вiдрiзок [a, b] можна розбити на скiнченне число часткових
вiдрiзкiв так, що на кожному з них функцiї ϕ, ψ i γ мають неперервнi похiднi,
не рiвнi нулю одночасно.



Орiєнтована крива

Якщо визначено не тiльки розбиття кривої на частковi вiдрiзки точками, але i
порядок цих точок, то крива називається орiєнтованою кривою.
Орiєнтована крива називається замкненою, якщо значення радiус-вектора у
рiвняннi кривої у початковiй i кiнцевiй точках збiгаються.

~r(a) = ~r(b)



Iнтегральна сума

У кожнiй точцi кривої AB визначено довiльну функцiю f(x, y, z).

Елементарнi доданки:
f(xi, yi, zi)∆si

Iнтегральна сума функцiї f(x, y, z).

n∑
i=1

f(xi, yi, zi)∆si
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Iнтегральна сума
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Криволiнiйнi iнтеграли першого роду

Означення. Якщо при прямуваннi до нуля кроку розбиття кривої на частковi
вiдрiзки iснує границя iнтегральних сум, то ця границя називається
криволiнiйним iнтегралом вiд функцiї f(x, y, z) за довжиною дуги AB
або криволiнiйним iнтегралом першого роду.∫

AB

f(x, y, z)ds



Властивостi криволiнiйного iнтеграла першого роду

Значення криволiнiйного iнтеграла за довжиною дуги не залежить вiд
напрямку кривої AB.



Властивостi криволiнiйного iнтеграла першого роду

Сталий множник можна виносити за знак криволiнiйного iнтеграла.



Властивостi криволiнiйного iнтеграла першого роду

Криволiнiйний iнтеграл вiд суми функцiй дорiвнює сумi криволiнiйних
iнтегралiв вiд цих функцiй.



Властивостi криволiнiйного iнтеграла першого роду

Якщо крива AB розбита на дуги AC i CB, то∫
AB

f(x, y, z)ds =

∫
AC

f(x, y, z)ds+

∫
CB

f(x, y, z)ds



Властивостi криволiнiйного iнтеграла першого роду

Якщо у точках кривої AB

f1(x, y, z) 6 f2(x, y, z)

то ∫
AB

f1(x, y, z)ds 6
∫
AB

f2(x, y, z)ds



Властивостi криволiнiйного iнтеграла першого роду

Справедлива нерiвнiсть:∣∣∣∣∣∣
∫
AB

f(x, y, z)ds

∣∣∣∣∣∣ 6
∫
AB

|f(x, y, z)|ds



Властивостi криволiнiйного iнтеграла першого роду

Якщо f(x, y, z) = 1, то ∫
AB

ds = lim
λ→0

n∑
i=1

∆si = S;

S – довжина дуги кривої, λ – найбiльша iз всiх часткових дуг, на якi
розбивається дуга AB.



Властивостi криволiнiйного iнтеграла першого роду

Теорема про середнє.
Якщо функцiя f(x, y, z) неперервна на кривiй AB, то на цiй кривiй iснує
точка (x1, y1, z1) така, що∫

AB

f(x, y, z)ds = f(x1, y1, z1) · S



Зв’язок зi звичайним визначеним iнтегралом

AB: x = x(t), y = y(t), z = z(t), α 6 t 6 β, де функцiї x, y, z – неперервно
диференцiйованi функцiї параметра t, причому точцi A вiдповiдає t = α, а
точцi B вiдповiдає t = β. f(x, y, z) – неперервна на всiй кривiй AB.

M(x, y, z), довжина дуги AM :

s = s(t) =

t∫
α

√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t)dt

Довжина всiєї кривої AB:

S =

β∫
α

√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t)dt



Зв’язок зi звичайним визначеним iнтегралом
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Обчислення

∫
AB

f(x, y, z)ds =

β∫
α

f(x(t), y(t), z(t))
√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t)dt



Приклад

Обчислити iнтеграл
∫
AB

(x2 + y2 + z2)ds за одним витком ґвинтової лiнiї

x = cos t; y = sin t; z = t; 0 6 t 6 2π.

∫
AB

(x2+y2+z2)ds =

2π∫
0

(cos2 t+sin2 t+t2)
√

(− sin t)2 + cos2 t+ 1 dt =
√

2

2π∫
0

(1+t2)dt =

= 2
√

2π

(
1 +

4π2

3

)
.
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Випадок плоскої кривої

y = ϕ(x), a 6 x 6 b:

∫
AB

f(x, y)ds =

b∫
a

f(x, ϕ(x))
√

1 + ϕ′2(x)dx



Криволiнiйнi iнтеграли другого роду

Нехай AB – неперервна крива у просторi XY Z (або на площинi XY ), а точка
P (x, y, z) – довiльна функцiя, визначена на цiй кривiй. Розiб’ємо криву
точками M(xi, yi, zi) на скiнченне число часткових дуг i розглянемо суму
добуткiв значень функцiї в кожнiй точцi на довжину вiдповiдної часткової
дуги.

n∑
i=1

P (α, β, γ)∆xi;M(α, β, γ) ∈ ∆xi

Означення. Якщо при прямуваннi до нуля кроку розбиття кривої AB
iнтегральнi суми мають скiнченну границю, то ця границя називається
криволiнiйним iнтегралом за змiнною x вiд функцiї P (x, y, z) за
кривою AB у напрямку вiд A до B.∫

AB

P (x, y, z)dx = lim
λ→0

n∑
i=1

P (α, β, γ)∆xi



Iнтеграли за iншими змiнними

∫
AB

Q(x, y, z)dy = lim
λ→0

n∑
i=1

Q(α, β, γ)∆yi

∫
AB

R(x, y, z)dz = lim
λ→0

n∑
i=1

R(α, β, γ)∆zi

∫
AB

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz
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∫
AB

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz



Властивостi криволiнiйного iнтеграла другого роду

Криволiнiйний iнтеграл при змiнi напрямку кривої мiняє знак.∫
AB

P (x, y, z)dx = −
∫
BA

P (x, y, z)dx



Властивостi криволiнiйного iнтеграла другого роду

∫
AB

kP (x, y, z)dx = k

∫
AB

P (x, y, z)dx;



Властивостi криволiнiйного iнтеграла другого роду

∫
AB

(P1(x, y, z) + P2(x, y, z)) dx =

∫
AB

P1(x, y, z)dx+

∫
AB

P2(x, y, z)dx



Властивостi криволiнiйного iнтеграла другого роду

∫
AB

P (x, y, z)dx =

∫
AC

P (x, y, z)dx+

∫
CB

P (x, y, z)dx



Властивостi криволiнiйного iнтеграла другого роду

Криволiнiйний iнтеграл за замкненою кривою L (циркуляцiя) не залежить вiд
вибору початкової точки, а залежить тiльки вiд напрямку обходу кривої.∮

L
P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz

Напрямок обходу контуру L задається додатково. Якщо L – замкнена крива
без точок самоперетину, то напрямок обходу контуру проти годинникової
стрiлки називається додатним.



Властивостi криволiнiйного iнтеграла другого роду
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без точок самоперетину, то напрямок обходу контуру проти годинникової
стрiлки називається додатним.



Властивостi криволiнiйного iнтеграла другого роду

Якщо AB – крива, що лежить у площинi, перпендикулярнiй осi Ox, то∫
AB

P (x, y, z)dx = 0.

Аналогiчнi спiввiдношення справедливi при iнтегруваннi за змiнними y i z.



Достатнi умови iснування

Якщо крива AB – кусково-гладка, а функцiї P (x, y, z), Q(x, y, z) i R(x, y, z) –
неперервнi на кривiй AB, то криволiнiйнi iнтеграли∫

AB

P (x, y, z)dx;

∫
AB

Q(x, y, z)dy;

∫
AB

R(x, y, z)dz;

∫
AB

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz

iснують.



Фiзична iнтерпретацiя

Якщо функцiї P (x, y, z), Q(x, y, z) i R(x, y, z) є компонентами вектора сили, то
iнтеграл ∫

AB

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz

виражає собою роботу сили на сегментi AB кривої L.



Обчислення

∫
AB

P (x, y, z)dx =

β∫
α

P (x(t), y(t), z(t))x′(t)dt

∫
AB

Q(x, y, z)dy =

β∫
α

Q(x(t), y(t), z(t))y′(t)dt

∫
AB

R(x, y, z)dz =

β∫
α

R(x(t), y(t), z(t))z′(t)dt

∫
AB

Pdx+Qdy +Rdz =

β∫
α

[
Px′(t) +Qy′(t) +Rz′(t)

]
dt



Обчислення

∫
AB

P (x, y, z)dx =

β∫
α

P (x(t), y(t), z(t))x′(t)dt

∫
AB

Q(x, y, z)dy =

β∫
α

Q(x(t), y(t), z(t))y′(t)dt

∫
AB

R(x, y, z)dz =

β∫
α

R(x(t), y(t), z(t))z′(t)dt

∫
AB

Pdx+Qdy +Rdz =

β∫
α

[
Px′(t) +Qy′(t) +Rz′(t)

]
dt



Випадок плоскої кривої

AB – плоска крива, задана рiвнянням y = f(x):

∫
AB

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

xB∫
xA

[
P (x, f(x)) +Q(x, f(x))f ′(x)

]
dx



Приклад

Обчислити криволiнiйний iнтеграл
∫
L

x2ydx+ x3dy. L – контур, обмежений

параболами y2 = x; x2 = y. Напрямок обходу контуру додатний.



Розв’язання

L – сума двох дуг L1 = x2 i L2 =
√
x

∮
L
x2ydx+ x3dy =

∫
L1

x2ydx+

∫
L1

x3dy +

∫
L2

x2ydx+

∫
L2

x3dy =

1∫
0

x4dx+

1∫
0

x3 · 2xdx+

0∫
1

x2√xdx+

0∫
1

x3

2
√
x

dx

=
x5

5

∣∣∣∣1
0

+
2x5

5

∣∣∣∣1
0

+
2x

7
2

7

∣∣∣∣∣
0

1

+
x

7
2

7

∣∣∣∣∣
0

1

=
3

5
− 3

7
=

6

35
;
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Приклад

Знайти роботу сили F = (x+ y)~i+ (x− y)~j при перемiщеннi вздовж параболи
y = x2 вiд точки M(−1, 1) до точки N(1, 1).
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Формула Ґрiна (Green)

L – замкнений контур. Обмежена ним область однозв’язна, тобто в нiй немає
виключених дiлянок.



Формула Ґрiна (виведення)
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P (x, y2(x)) dx



Формула Ґрiна (виведення)

∮
L

P (x, y)dx =

∫
AB

+

∫
BC

+

∫
CD

+

∫
DA∫

AB

=

∫
CD

= 0

∮
L
P (x, y)dx =

x2∫
x1

P (x, y1(x)) dx+

x1∫
x2

P (x, y2(x)) dx =

=

x2∫
x1

P (x, y1(x)) dx−
x2∫
x1

P (x, y2(x)) dx



Формула Ґрiна (виведення)

∮
L

P (x, y)dx =

∫
AB

+

∫
BC

+

∫
CD

+

∫
DA∫

AB

=

∫
CD

= 0

∮
L
P (x, y)dx =

x2∫
x1

P (x, y1(x)) dx+

x1∫
x2

P (x, y2(x)) dx =

=

x2∫
x1

P (x, y1(x)) dx−
x2∫
x1

P (x, y2(x)) dx



Формула Ґрiна (виведення)

∮
L

P (x, y)dx =

∫
AB

+

∫
BC

+

∫
CD

+

∫
DA∫

AB

=

∫
CD

= 0

∮
L
P (x, y)dx =

x2∫
x1

P (x, y1(x)) dx+

x1∫
x2

P (x, y2(x)) dx =

=

x2∫
x1

P (x, y1(x)) dx−
x2∫
x1

P (x, y2(x)) dx



Формула Ґрiна (виведення)
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Формула Ґрiна

Якщо дiлянки AB i CD контуру прийняти за довiльнi кривi, то, провiвши
аналогiчнi перетворення, одержимо формулу для контуру довiльної форми:∮

L
P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫∫
∆

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dydx

– формула Ґрiна.



Багатозв’язнi областi

Формула Ґрiна справедлива i у випадку багатозв’язної областi, тобто областi,
усерединi якої є виключенi дiлянки. У цьому випадку права частина формули
буде являти собою суму iнтегралiв за зовнiшнiм контуром областi i iнтегралiв
за контурами всiх виключених дiлянок, причому кожний iз цих контурiв
iнтегрується у такому напрямку, щоб область ∆ увесь час залишалася лiворуч
лiнiї обходу.



Приклад

Розв’яжемо приклад, розглянутий вище, скориставшись формулою Ґрiна.

∮
L

x2ydx+ x3dy

=

∫∫
∆

(
3x2 − x2

)
dydx =

∫∫
∆

2x2dydx =

1∫
0

2x2y
∣∣√x
x2
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1∫
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2
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x

5
2 − x4

)
dx = 2

(
2

7
x

7
2 − x5

5

)∣∣∣∣1
0

= 2

(
2

7
− 1

5

)
=

6

35
.
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Незалежнiсть iнтеграла другого роду вiд шляху

Γ = Γ1 + Γ2

Пiдiнтегральний вираз є повним диференцiалом
деякої функцiї, тобто виконується умова
тотальностi.

∂P

∂y
=
∂Q

∂x∮
Γ
P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫∫
∆

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dydx = 0

∫
Γ1

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫
Γ2

P (x, y)dx+Q(x, y)dy
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Двовимiрний J-iнтеграл

J :=

∫
Γ

(
W dx2 − ~t ·

∂~u

∂x1
ds

)
=

∫
Γ

(
W dx2 − ti

∂ui
∂x1

ds

)
де W (x1, x2) – щiльнiсть енергiї деформацiї, x1, x2 – координати, ~t = [σ]~n –
вектор поверхневих напружень, ~n – нормаль до кривої Γ, [σ] – тензор
напружень Кошi, а ~u – вектор перемiщень. Щiльнiсть енергiї деформацiй
визначається формулою

W =

∫ [ε]

0
[σ] : d[ε]; [ε] =

1

2

[
∇~u+ (∇~u)T

]
.



J-iнтеграл не залежить вiд шляху – критерiй руйнування

Γ = Γ1 + Γ+ + Γ2 + Γ−

J = J(1) + J+ − J(2) − J− = 0

J+ = J− = 0

J(1) = J(2)
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