
Кратнi iнтеграли



Подвiйнi iнтеграли

Внутрiшня частина замкненої кривої з рiвнянням F (x, y) = 0.

Сукупнiсть всiх точок, що лежать усерединi кривої i на самiй кривiй назвемо –
∆.



Подвiйнi iнтеграли

n часткових областей
S – сума площ Si = ∆xi ·∆yi.

P (xi, yi) – довiльна точка у прямокутнику
Iнтегральна сума:

n∑
i=1

f(xi, yi) · Si;

де f – функцiя неперервна i однозначна для всiх точок областi ∆.

n→∞, Si → 0,
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Подвiйнi iнтеграли

Означення: Якщо при прямуваннi до нуля кроку розбиття областi ∆

iнтегральнi суми
n∑
i=1

f(xi, yi) · Si мають скiнченну границю, то ця границя

називається подвiйним iнтегралом вiд функцiї f(x, y) за областю ∆.

lim
n→∞

n∑
i=1

f(xi, yi)Si =

∫∫
∆

f(x, y)dxdy

Si = ∆xi ·∆yi

n∑
i=1

f(xi, yi)Si =

n∑
i=1

f(xi, yi)∆yi∆xi
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Подвiйнi iнтеграли

Якщо усi Si однаковi,∫∫
∆

f(x, y)dydx = lim
∆x→ 0

∆y → 0

∑∑
∆

f(x, y)∆y∆x



Умови iснування подвiйного iнтеграла

Теорема Якщо функцiя f(x, y) неперервна в замкненiй областi ∆, то
подвiйний iнтеграл

∫∫
∆

f(x, y)d∆ iснує.

Теорема Якщо функцiя f(x, y) обмежена в замкненiй областi ∆ i неперервна
в нiй усюди, крiм скiнченного числа кусково-гладких лiнiй, то подвiйний
iнтеграл

∫∫
∆

f(x, y)d∆ iснує.
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Властивостi подвiйного iнтеграла

1)

∫∫
∆

[f1(x, y) + f2(x, y)] dydx =

∫∫
∆

f1(x, y)dydx+

∫∫
∆

f2(x, y)dydx

2)

∫∫
∆

kf(x, y)dydx = k

∫∫
∆

f(x, y)dydx

3) Якщо ∆ = ∆1 + ∆2, то∫∫
∆

f(x, y)dydx =

∫∫
∆1

f(x, y)dydx+

∫∫
∆2

f(x, y)dydx
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Властивостi подвiйного iнтеграла

4) Теорема про середнє. Подвiйний iнтеграл вiд функцiї f(x, y) дорiвнює
добутку значення цiєї функцiї у деякiй точцi областi iнтегрування на площу
областi iнтегрування. ∫∫

∆

f(x, y)dydx = f(x0, y0) · S

5) Якщо f (x, y)>0 в областi ∆, то
∫∫
∆

f(x, y)dydx>0.

6) Якщо f1 (x, y) 6 f2 (x, y), то
∫∫
∆

f1(x, y)dydx 6
∫∫
∆

f2(x, y)dydx.

7)

∣∣∣∣∣∣
∫∫
∆

f(x, y)dydx

∣∣∣∣∣∣ 6
∫∫
∆

|f(x, y)|dydx.
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Обчислення подвiйного iнтеграла

Теорема Якщо функцiя f(x, y) неперервна в замкненiй областi ∆, обмеженої
лiнiями x = a, x = b, (a < b), y = ϕ(x), y = ψ(x), де ϕ i ψ – неперервнi функцiї
i ϕ 6 ψ, тодi

∫∫
∆

f(x, y)dxdy =

b∫
a

 ψ(x)∫
ϕ(x)

f(x, y)dy

dx =

b∫
a

dx

ψ(x)∫
ϕ(x)

f(x, y)dy



Приклад

Обчислити iнтеграл
∫∫
∆

(x− y)dxdy, якщо область ∆ обмежена лiнiями: y = 0,

y = x2, x = 2.



Приклад

Обчислити iнтеграл
∫∫
∆

(x− y)dxdy, якщо область ∆ обмежена лiнiями: y = 0,

y = x2, x = 2.



Розв’язання

∫∫
∆

f(x, y)dxdy

=

2∫
0

dx

x2∫
0

(x− y)dy =

2∫
0

(
xy − y2

2

)∣∣∣∣y=x2

y=0

dx =

2∫
0

(
x3 − x4

2

)
dx

=

(
x4

4
− x5

10

)∣∣∣∣2
0

=

= 4− 3, 2 = 0, 8
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Обчислення подвiйного iнтеграла

Теорема Якщо функцiя f(x, y) неперервна в замкненiй областi ∆, обмеженiй
лiнiями y = c, y = d (c < d), x = Φ(y), x = Ψ(y) (Φ (y) 6 Ψ (y)), то

∫∫
∆

f(x, y)dxdy =

d∫
c

dy

Ψ(y)∫
Φ(y)

f(x, y)dx



Приклад

Обчислити iнтеграл
∫∫
∆

(x2 + y2)dxdy, якщо область ∆ обмежена лiнiями y = x,

x = 0, y = 1, y = 2.



Приклад

Обчислити iнтеграл
∫∫
∆

(x2 + y2)dxdy, якщо область ∆ обмежена лiнiями y = x,

x = 0, y = 1, y = 2.



Розв’язання

∫∫
∆

(x2 + y2)dxdy

=

2∫
1

dy

y∫
0

(
x2 + y2

)
dx =

2∫
1

(
x3

3
+ y2x

)∣∣∣∣y
0

dy

=

2∫
1

4

3
y3dy =

4

12
y4
∣∣2
1

=
64

12
− 4

12
= 5
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Приклад

Обчислити iнтеграл
∫∫
∆

(3x2 − 2xy + y)dxdy, якщо область iнтегрування ∆

обмежена лiнiями x = 0, x = y2, y = 2.

Розв’язання

∫∫
∆

(3x2 − 2xy + y)dxdy =

2∫
0

dy

y2∫
0

(3x2 − 2xy + y)dx =

2∫
0

(
x3 − yx2 + yx

)∣∣y2
0

dy =

=

2∫
0

(y6 − y5 + y3)dy =

(
y7

7
− y6

6
+
y4

4

)∣∣∣∣2
0

=
244

21



Приклад
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Замiна змiнних у подвiйному iнтегралi

∫∫
∆

F (x, y)dydx,

де змiнна x змiнюється у межах вiд a до b, а змiнна y – вiд ϕ1(x) до ϕ2(x).

x = f(u, v); y = ϕ(u, v).

Тодi

dx =
∂f

∂u
du+

∂f

∂v
dv

dy =
∂ϕ

∂u
du+

∂ϕ

∂v
dv

∫∫
∆

F (x, y)dydx =

b∫
a

dx

ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

F (x, y)dy
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Замiна змiнних у подвiйному iнтегралi

У внутрiшньому iнтегралi x – стала ⇒ dx = 0.

∂f

∂u
du+

∂f

∂v
dv = 0

du = −∂f/∂v

∂f/∂u
· dv

Тодi:

dy = −∂ϕ
∂u
· ∂f/∂v

∂f/∂u
dv +

∂ϕ

∂v
dv =

∂ϕ

∂v
· ∂f
∂u
− ∂ϕ

∂u
· ∂f
∂v

∂f

∂u

· dv
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Визначник Якобi (Jacobian)

∂ϕ

∂v
· ∂f
∂u
− ∂ϕ

∂u
· ∂f
∂v

=

∣∣∣∣∣∣∣
∂f

∂u

∂f

∂v
∂ϕ

∂u

∂ϕ

∂v

∣∣∣∣∣∣∣ = |i|



Замiна змiнних у подвiйному iнтегралi

∫∫
∆

F (x, y)dydx =

b∫
a

dx

Ψ2(x)∫
Ψ1(x)

F (f(u, v), ϕ(u, v)) · |i|
∂f/∂u

dv

Всерединi dx =
∂f

∂u
du (v = const, dv = 0)

∫∫
∆

F (x, y)dydx =

V2∫
V1

dv

Θ2(v)∫
Θ1(v)

F (f(u, v), ϕ(u, v)) · |i| · du
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Подвiйний iнтеграл у полярних координатах

Скористаємося формулою замiни змiнних:∫∫
∆

F (x, y)dxdy =

∫∫
∆

F (f(u, v), ϕ(u, v)) |i| dudv

{
x = ρ cos θ

y = ρ sin θ

|i| =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂ρ

∂x

∂θ
∂y

∂ρ

∂y

∂θ

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ cos θ −ρ sin θ

sin θ ρ cos θ

∣∣∣∣∣ = ρ cos2 θ + ρ sin2 θ = ρ
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Подвiйний iнтеграл у полярних координатах

∫∫
∆

F (x, y)dxdy =

∫∫
τ

F (ρ cos θ, ρ sin θ) ρdρdθ =

∫∫
τ

f(ρ, θ)ρdρdθ

τ – нова область значень.



Потрiйний iнтеграл

∫∫∫
V

f(x, y, z)dxdydz = lim
∆x→ 0

∆y → 0

∆z → 0

∑∑
V

∑
f(x, y, z)∆x∆y∆z

V – область, обмежена поверхнею ϕ(x, y, z) = 0.

∫∫∫
V

f(x, y, z)dxdydz =

x2∫
x1

y2∫
y1

z2∫
z1

f(x, y, z)dzdydx

x1 i x2 – сталi величини, y1 i y2 – можуть бути деякими функцiями вiд x або
сталими величинами, z1 i z2 – можуть бути функцiями вiд x та y або сталими
величинами.
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Приклад

Обчислити iнтеграл
1∫
0

x2∫
0

xy∫
0

x2yzdzdydx.

Розв’язання:

1∫
0

x2∫
0

xy∫
0

x2yzdzdydx =

1∫
0

x2∫
0

x2y

(
z2

2

∣∣∣∣xy
0

)
dydx =

1

2

1∫
0

x2∫
0

x2yx2y2dydx =

1

2

1∫
0

x2∫
0

x4y3dydx =
1

2

1∫
0

x4

(
y4

4

∣∣∣∣x2
0

)
dx =

1

2

1∫
0

x4x8

4
dx =

1

8

1∫
0

x12dx

=
1

8
· 1

13
x13

∣∣∣∣1
0

=
1

104
.
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Замiна змiнних у потрiйному iнтегралi

∫∫∫
V

F (x, y, z) dxdydz =

∫∫∫
τ

F (f(u, v, w), ϕ(u, v, w), ψ(u, v, w)) · |i| · dudvdw

|i| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Цилiндрична система координат



Цилiндрична система координат


x = ρ cosϕ

y = ρ sinϕ

z = z

ρ =
√
x2 + y2; ϕ = arctg

y

x
; z = z;



Якобiан (цилiндрична система координат)
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∫∫∫
V

F (x, y, z)dxdydz =

∫∫∫
τ

F (ρ cosϕ, ρ sinϕ, z)ρdϕdρdz
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Сферична система координат



Сферична система координат


x = ρ sinϕ cos θ

y = ρ sinϕ sin θ

z = ρ cosϕ

ρ =
√
x2 + y2 + z2;

θ = arctg
y

x
;

ϕ = arctg

√
x2 + y2

z
.



Якобiан (сферична система координат)
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Геометричнi i фiзичнi застосування кратних iнтегралiв

A =

∫∫
∆

adxdy

A =

∫∫∫
∆

adxdydz



Геометричнi i фiзичнi застосування кратних iнтегралiв
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Обчислення площ у декартових координатах

Площа фiгури ∆, показаної на рисунку, може бути обчислена за допомогою
подвiйного iнтеграла за формулою:

S =

b∫
a

ψ(x)∫
ϕ(x)

dydx



Приклад

Обчислити площу фiгури, обмеженої лiнiями y2 = 4x+ 4; x+ y − 2 = 0.



Приклад
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Розв’язання
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dy =

1

4

(
−y

3

3
− 4y2

2
+ 12y

)∣∣∣∣2
−6

=

=
1

4

(
−8

3
− 8 + 24−

(
36 · 6

3
− 4 · 36

2
− 12 · 6

))

=
1

4
·
(

88− 8

3

)
= 21

1

3



Розв’язання
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Розв’язання
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Обчислення площ у полярних координатах

S =

∫∫
τ

ρdρdθ =

∫∫
∆

dydx =

θ2∫
θ1

ϕ(θ)∫
f(θ)

ρdρdθ



Обчислення об’ємiв тiл

Цилiндроїд



Обчислення об’ємiв тiл

V = lim
∆x→0

∑∑
∆

f(x, y)∆y∆x =

∫∫
∆

f(x, y)dydx =

x2∫
x1

y2∫
y1

f(x, y)dydx



Приклад

Обчислити об’єм, обмежений поверхнями: x2 + y2 = 1; x+ y + z = 3 i
площиною xOy.



Приклад

Обчислити об’єм, обмежений поверхнями: x2 + y2 = 1; x+ y + z = 3 i
площиною xOy.



Розв’язання

Межi iнтегрування: за вiссю Ox: y1 = −
√

1− x2; y2 =
√

1− x2;

за вiссю Oy:
x1 = −1; x2 = 1;

V =

1∫
−1

√
1−x2∫

−
√

1−x2

(3− x− y)dydx = 3π;
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Розв’язання

Межi iнтегрування: за вiссю Ox: y1 = −
√

1− x2; y2 =
√

1− x2; за вiссю Oy:
x1 = −1; x2 = 1;

V =

1∫
−1

√
1−x2∫

−
√

1−x2

(3− x− y)dydx = 3π;



Обчислення площi кривої поверхнi

Поверхня f(x, y, z) = 0

S =

∫∫
∆

√(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

+

(
∂f

∂z

)2

∂f

∂z

dydx

Поверхня z = ϕ(x, y)

S =

∫∫
∆

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dydx



Обчислення площi кривої поверхнi

Поверхня f(x, y, z) = 0

S =

∫∫
∆

√(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

+

(
∂f

∂z

)2

∂f

∂z

dydx
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S =

∫∫
∆

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dydx



Обчислення моментiв iнерцiї площ плоских фiгур

Нехай площа плоскої фiгури (область ∆) обмежена лiнiєю, рiвняння якої
f(x, y) = 0. Тодi моменти iнерцiї цiєї фiгури знаходяться за формулами:
– вiдносно осi Ox: Ix =

∫∫
∆

y2dydx

– вiдносно осi Oy: Iy =
∫∫
∆

x2dydx

– вiдносно початку координат: I0 = Ix + Iy =
∫∫
∆

(
x2 + y2

)
dydx – цей момент

iнерцiї називають ще полярним моментом iнерцiї



Обчислення центрiв ваги площ плоских фiгур

xC =

∫∫
∆

wxdydx∫∫
∆

wdydx
; yC =

∫∫
∆

wydydx∫∫
∆

wdydx
;

тут w – поверхнева щiльнiсть (dm = wdydx – маса елемента площi).



Обчислення об’ємiв тiл за допомогою потрiйного iнтеграла

Поверхня f(x, y, z) = 0

V =

x2∫
x1

y2∫
y1

z2∫
z1

dzdydx

при цьому z1 i z2 – функцiї вiд x i в або постiйнi, y1 i y2 – функцiї вiд x або
сталi, x1 i x2 – сталi.



Координати центра ваги тiла

xC =

∫∫∫
V

wxdv∫∫∫
V

wdv
; yC =

∫∫∫
V

wydv∫∫∫
V

wdv
; zC =

∫∫∫
V

wzdv∫∫∫
V

wdv
;



Моменти iнерцiї тiла щодо осей координат

Ix =

∫∫∫
V

(y2 + z2)wdv; Iy =

∫∫∫
V

(x2 + z2)wdv; Iz =

∫∫∫
V

(x2 + y2)wdv;



Моменти iнерцiї тiла щодо координатних площин

Ixy =

∫∫∫
V

z2wdv; Ixz =

∫∫∫
V

y2wdv; Iyz =

∫∫∫
V

x2wdv;



Момент iнерцiї тiла вiдносно початку координат

I0 =

∫∫∫
V

(x2 + y2 + z2)wdv;

w – щiльнiсть тiла у точцi (x, y, z), dv – елемент об’єму

1. у декартових координатах: dv = dxdydz;
2. у цилiндричних координатах: dv = ρdzdϕdθ;
3. у сферичних координатах: dv = ρ2 sinϕdρdϕdθ.



Обчислення маси неоднорiдного тiла

M =

∫∫∫
V

wdv;

Тепер щiльнiсть w – величина змiнна.


