
Довiльнi числовi ряди.
Знакочерговi ряди.
Функцiональнi ряди



Означення

Знакочерговий ряд (alternating series) можна записати у
виглядi:

u1 − u2 + u3 − u4 + ...+ (−1)n+1un + ...

де un > 0, n = 1, 2, 3, ...



Ознака Ляйбнiца (The alternating series test)

Якщо в знакочерговому рядi
u1 − u2 + u3 − u4 + ...+ (−1)n+1un + ... абсолютнi величини
ui спадають u1 > u2 > u3 > ... i загальний член прямує до
нуля un → 0, то ряд збiгається.



Доведення

S2n = (u1 − u2) + . . .+ (u2n−1 − u2n) > 0

S2n = u1 − (u2 − u3)− ...− (u2n−2 − u2n−1)− u2n < u1

{S2n|n ∈ N} – монотонно зростає i обмежена ⇒ {S2n|n ∈ N} –
збiжна ⇒ ∃ lim

n→∞
S2n = S ∈ R.

S2n+1 = S2n + u2n+1

За необхiдною умовою збiжностi un → 0, n→∞ ⇒
u2n+1 → 0, n→∞ ⇒ lim

n→∞
S2n+1 = S.
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Ряд Ляйбнiца (Leibniz)
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dx = ln 2.
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Приклад

Умова:
Знайти наближено суму ряду з точнiстю ε.
∞∑
n=1

(−1)n
2n

(n!)3
, ε = 0, 0001.

Розв’язання: Ряд є збiжним знакочерговим.

|S − Sn| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

(−1)(k+1)uk

∣∣∣∣∣ 6 |un+1|

Тому достатньо порахувати суму членiв ряду, якi за модулем
є бiльшими за ε, щоб дiзнатися значення суми з потрiбною
точнiстю.

u1 =
21

(1!)3
= 2;u2 =

22

(2!)3
=

1

2
;u3 =

23

(3!)3
=

1

27
≈ 0, 037;

u4 =
24

(4!)3
=

1

864
≈ 0, 00116;u5 =

25

(5!)3
=

1

54000
≈ 0, 00002;
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Абсолютна i умовна збiжнiсть рядiв

u1 + u2 + ...+ un + ... =

∞∑
n=1

un (1)

|u1|+ |u2|+ ...+ |un|+ ... =
∞∑
n=1

|un| (2)

Теорема. Зi збiжностi ряду (2) випливає збiжнiсть ряду
(1).
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Доведення

(2) збiгається ⇒ за критерiєм Кошi –
∀ε > 0, ∃N ∈ N : ∀n > N,∀p ∈ N:
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Тобто за критерiєм Кошi зi збiжностi ряду (2) виливає
збiжнiсть ряду (1).
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Абсолютна i умовна збiжнiсть рядiв

Означення. Ряд
∞∑
n=1

un називається абсолютно збiжним,

якщо збiгається ряд
∞∑
n=1
|un|.

Очевидно, що для знакосталих рядiв поняття збiжностi i
абсолютної збiжностi збiгаються.
Означення. Ряд

∞∑
n=1

un називається умовно збiжним,

якщо вiн збiгається, а ряд
∞∑
n=1
|un| розбiжний.
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Приклад

Умова: Дослiдити ряд на абсолютну та умовну збiжнiсть.
∞∑
n=1

(−1)n
1√
n
.

Розв’язання:
Спочатку ряд iз модулiв:

∞∑
n=1

∣∣∣∣(−1)n
1√
n

∣∣∣∣ =

∞∑
n=1

1√
n

– розбiжний узагальнений гармонiйний

Сам ряд збiжний за ознакою Ляйбнiца.
Висновок: Ряд умовно збiжний.
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Ознаки д’Аламбера i Кошi для знакозмiнних рядiв

Нехай
∞∑
n=1

un – знакозмiнний ряд.

Ознака д’Аламбера. Якщо iснує границя lim
n→∞

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ = ρ,

то при ρ < 1 ряд
∞∑
n=1

un буде абсолютно збiжним, а при ρ > 1

ряд буде розбiжним. При ρ = 1 ознака не дає вiдповiдi про
збiжнiсть ряду.
Ознака Кошi. Якщо iснує границя lim

n→∞
n
√
|un| = ρ, то при

ρ < 1 ряд
∞∑
n=1

un буде абсолютно збiжним, а при ρ > 1 ряд

буде розбiжним. При ρ = 1 ознака не дає вiдповiдi про
збiжнiсть ряду.
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∞∑
n=1

un буде абсолютно збiжним, а при ρ > 1

ряд буде розбiжним. При ρ = 1 ознака не дає вiдповiдi про
збiжнiсть ряду.
Ознака Кошi. Якщо iснує границя lim

n→∞
n
√
|un| = ρ, то при

ρ < 1 ряд
∞∑
n=1

un буде абсолютно збiжним, а при ρ > 1 ряд

буде розбiжним. При ρ = 1 ознака не дає вiдповiдi про
збiжнiсть ряду.



Властивостi абсолютно збiжних рядiв

Теорема. Для абсолютної збiжностi ряду
∑
un необхiдно i

достатньо, щоб його можна було представити у виглядi
рiзницi двох збiжних рядiв з невiд’ємними членами.

Наслiдок. Умовно збiжний ряд є рiзницею двох розбiжних
рядiв з невiд’ємними членами, що прямують до нуля.
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Властивостi абсолютно збiжних рядiв

У збiжному рядi будь-яке групування членiв ряду, що не
змiнює їхнього порядку, зберiгає збiжнiсть i величину ряду.



Властивостi абсолютно збiжних рядiв

Якщо ряд збiгається абсолютно, то ряд, отриманий з нього
будь-якою перестановкою членiв, також абсолютно
збiгається i має ту ж суму.

Перестановкою членiв умовно збiжного ряду можна
одержати умовно збiжний ряд, що має кожну наперед задану
суму, i навiть розбiжний ряд (Теорема Рiмана (Riemann)).
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Властивостi абсолютно збiжних рядiв

Теорема. При будь-якому групуваннi членiв абсолютно
збiжного ряду (при цьому число груп може бути як
скiнченним, так i нескiнченним i число членiв у групi може
бути як скiнченним, так i нескiнченним) виходить
збiжний ряд, сума якого дорiвнює сумi вихiдного ряду.



Властивостi абсолютно збiжних рядiв

Якщо ряди
∞∑
n=1

un й
∞∑
n=1

vn збiжнi абсолютно i їх суми рiвнi

вiдповiдно S i σ, то ряд, складений iз всiх добуткiв типу
uivk, i, k = 1, 2, ... взятих у якому завгодно порядку, також
збiгається абсолютно i його сума дорiвнює S · σ – добутку
сум рядiв, що перемножують.



Функцiональнi послiдовностi

{fn(x)|n ∈ N}

Означення. Послiдовнiсть {fn(x)} збiгається до функцiї
f(x) у точцi x ∈ [a, b], якщо
∀ε > 0,∀x ∈ [a; b]∃N = N(ε, x),∀n > N :

|f(x)− fn(x)| < ε

f(x) = lim
n→∞

fn(x)
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Рiвномiрна збiжнiсть

Означення. Послiдовнiсть {fn(x)} рiвномiрно збiгається
до функцiї f(x) на вiдрiзку [a, b], якщо
∀ε > 0,∀x ∈ [a; b]∃N = N(ε), ∀n > N,∀x ∈ [a, b]:

|f(x)− fn(x)| < ε

fn(x)⇒ f(x), n→∞, x ∈ [a; b]
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Приклад

sinx

1
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sin 2x

2
, ...,

sinnx

n
, ...

Збiгається на всiй числовiй осi до функцiї f(x) = 0:

lim
n→∞

sinnx

n
= 0, −∞ < x <∞
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Приклад
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Функцiональнi ряди

∞∑
n=1

un(x) – функцiональний ряд

Означення. Sn(x) =
n∑
k=1

uk(x), n = 1, 2, ... – частковi

(частиннi) суми функцiонального ряду.

Означення.
∞∑
n=1

un(x) – збiжний у точцi (x = x0), якщо у

цiй точцi збiгається послiдовнiсть його частинних сум.

Границя послiдовностi {Sn(x0)} – сума ряду
∞∑
n=1

un(x) у

точцi x0.
Означення. Сукупнiсть всiх x, для яких збiгається ряд
∞∑
n=1

un(x) – область збiжностi ряду.
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Рiвномiрна збiжнiсть

Означення. Ряд
∞∑
n=1

un(x) рiвномiрно збiжний на

вiдрiзку [a, b], якщо Sn ⇒ S(x), n→∞, x ∈ [a; b].



Критерiй Кошi рiвномiрної збiжностi ряду

Для рiвномiрної збiжностi ряду
∞∑
n=1

un(x) необхiдно i

достатньо, щоб для будь-якого числа ε > 0 iснував такий
номер N(ε), що при n > N i будь-якому цiлому p > 0
нерiвнiсть

|un+1(x) + un+2(x) + ...+ un+p(x)| < ε

виконувалася б для всiх x на вiдрiзку [a, b].



Ознака рiвномiрної збiжностi Веєрштраса (Weierstraß)

Ряд
∞∑
n=1

un(x) збiгається рiвномiрно i при тому абсолютно на

вiдрiзку [a, b], якщо
|un(x)| 6Mn,

де
∞∑
n=1

Mn — збiжний ряд



Приклад

Умова:
Дослiдити на збiжнiсть ряд

∞∑
n=1

xn

n3
.

Розв’язання
На вiдрiзку [−1, 1] виконується нерiвнiсть∣∣∣∣xnn3

∣∣∣∣ 6 1

n3

∞∑
n=1

1

n3
– збiжний узагальнений гармонiйний ряд.

За ознакою Веєрштраса на цьому вiдрiзку дослiджуваний
ряд збiгається, а на iнтервалах (−∞,−1) ∪ (1,∞) розбiжний.
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Теорема про неперервнiсть суми ряду

Якщо члени ряду
∞∑
n=1

un(x) – неперервнi на вiдрiзку [a, b]

функцiї i ряд збiгається рiвномiрно, то i його сума S(x) є
неперервна функцiя на вiдрiзку [a, b].

lim
x→x0

∞∑
n=1

un(x) =

∞∑
n=1

un(x0), x0 ∈ [a; b]



Теорема про почленне iнтегрування ряду

Рiвномiрно збiжний на вiдрiзку [a, b] ряд з неперервними
членами можна почленно iнтегрувати на цьому вiдрiзку,
тобто ряд, складений з iнтегралiв вiд його членiв за
вiдрiзком [a, b], збiгається до iнтеграла вiд суми ряду за
цим вiдрiзком.∫ β

α

∞∑
n=1

un(x)dx =

∞∑
n=1

∫ β

α
un(x)dx; α, β ∈ [a, b]



Теорема про почленне диференцiювання ряду

Якщо члени ряду
∞∑
n=1

un(x) збiжного на вiдрiзку [a, b]

являють собою неперервнi функцiї, що мають неперервнi

похiднi, i ряд, складений iз цих похiдних
∞∑
n=1

u′n(x) збiгається

на цьому вiдрiзку рiвномiрно, то i даний ряд збiгається
рiвномiрно i його можна диференцiювати почленно.

d

dx

∞∑
n=1

un(x) =

∞∑
n=1

dun(x)

dx


