
Зведення iнтегралiв рiзних типiв до
iнтегралiв вiд рацiональної функцiї
(продовження). Iнтеграли, якi не

може бути виражено в елементарних
функцiях



Iнтегрування бiномiальних диференцiалiв

Означення: Бiномiальним диференцiалом називається вираз
xm (a+ bxn)p dx, де m, n i p – рацiональнi числа.

Може бути виражений через елементарнi функцiї тiльки у наступних трьох
випадках:

1. Якщо p – цiле число, то iнтеграл рацiоналiзується за допомогою
пiдстановки t = λ

√
x, де λ – спiльний знаменник m i n.

2. Якщо
m+ 1

n
– цiле число, то iнтеграл рацiоналiзується пiдстановкою

t = s
√
a+ bxn, де s – знаменник числа p.

3. Якщо
m+ 1

n
+ p – цiле число, то використовується пiдстановка

t = s

√
a+ bxn

xn
, де s – знаменник числа p
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Iнтеграли типу
�
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx

Iснує кiлька способiв iнтегрування такого роду функцiй. Залежно вiд типу
виразу, що стоїть пiд знаком радикала, переважно застосовувати той або
iнший спосiб.
Як вiдомо, квадратний тричлен шляхом видiлення повного квадрата може
бути зведений до вигляду:

±u2 ±m2.

Таким чином, iнтеграл приводиться до одного з трьох типiв:

1.
�
R(u,

√
m2 − u2)du;

2.
�
R(u,

√
m2 + u2)du;

3.
�
R(u,

√
u2 −m2)du;
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1 спосiб. Тригонометрична пiдстановка

Теорема: Iнтеграл типу
�
R(u,

√
m2 − u2)du пiдстановкою u = m sin t або

u = m cos t зводиться до iнтеграла вiд рацiональної функцiї вiдносно sin t або
cos t.
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2 спосiб. Пiдстановки Ейлера

1. Якщо a > 0, то iнтеграл типу
�
R(x,

√
ax2 + bx+ c)dx рацiоналiзується

пiдстановкою √
ax2 + bx+ c = t± x

√
a.

2. Якщо a < 0 i c > 0, то iнтеграл типу
�
R(x,

√
ax2 + bx+ c)dx

рацiоналiзується пiдстановкою
√
ax2 + bx+ c = tx±

√
c.

3. Якщо a < 0 , а пiдкореневий вираз розкладається на дiйснi множники
a(x− x1)(x− x2), то iнтеграл типу

�
R(x,

√
ax2 + bx+ c)dx

рацiоналiзується пiдстановкою
√
ax2 + bx+ c = t(x− x1).
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) + C =

= 2 ln |x+
√
x2 + x+ 1|−3

2
ln

∣∣∣∣x+
√
x2 + x+ 1 +

1

2

∣∣∣∣+ 3

2
(
x+
√
x2 + x+ 1 + 1

2

)+C



3 спосiб. Метод невизначених коефiцiєнтiв

Розгляньмо iнтеграли наступних трьох типiв:

I.

�
P (x)dx√

ax2 + bx+ c
;

II.

�
P (x)

√
ax2 + bx+ cdx;

III.

�
dx

(x− α)n
√
ax2 + bx+ c

;

де P (x) – многочлен, n – натуральне число.

Причому iнтеграли II i III типiв можуть бути легко зведенi до типу iнтеграла I
типу.

�
P (x)dx√

ax2 + bx+ c
= Q(x)

√
ax2 + bx+ c+ λ

�
dx√

ax2 + bx+ c
;

Q(x) – деякий многочлен, степiнь якого нижче степеня многочлена P (x), а λ –
деяка стала величина.
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3 спосiб. Метод невизначених коефiцiєнтiв

Для знаходження невизначених коефiцiєнтiв многочлена Q(x), степiнь якого
нижче степеня многочлена P (x), диференцiюють обидвi частини отриманого
виразу, потiм множать на

√
ax2 + bx+ c й, порiвнюючи коефiцiєнти при

однакових степенях x, визначають λ i коефiцiєнти многочлена Q(x).

Даний метод вигiдно застосовувати, якщо степiнь многочлена P (x) бiльше
одиницi. У iнших випадках можна успiшно використати методи iнтегрування
рацiональних дробiв, розглянутi вище, оскiльки лiнiйна функцiя є похiдною
пiдкореневого виразу.
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Приклад

�
3x3 − 7x2 + 1√
x2 − 2x+ 5

dx = (Ax2 +Bx+ C)
√
x2 − 2x+ 5 + λ

�
dx√

x2 − 2x+ 5
.

Тепер продиференцiюємо отриманий вираз, помножимо на
√
ax2 + bx+ c i

згрупуємо коефiцiєнти при однакових степенях x.

3x3 − 7x2 + 1√
x2 − 2x+ 5

= (2Ax+B)
√
x2 − 2x+ 5 +

Ax2 +Bx+ C√
x2 − 2x+ 5

(x− 1) +
λ√

x2 − 2x+ 5

(2Ax+B)(x2 − 2x+ 5) + (Ax2 +Bx+ C)(x− 1) + λ = 3x3 − 7x2 + 1

2Ax3 − 4Ax2 + 10Ax+Bx2 − 2Bx+ 5B +Ax3 +Bx2 +Cx−Ax2 −Bx−C + λ =

= 3x3 − 7x2 + 1

3Ax3 − (5A− 2B)x2 + (10A− 3B + C)x+ 5B − C + λ = 3x3 − 7x2 + 1
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Розв’язання


A = 1

5A− 2B = 7

10A− 3B + C = 0

5B − C + λ = 1


A = 1

B = −1
C = −13
λ = −7

Разом
�

3x3 − 7x2 + 1√
x2 − 2x+ 5

dx = (x2 − x− 13)
√
x2 − 2x+ 5− 7

�
dx√

(x− 1)2 + 4
=

= (x2 − x− 13)
√
x2 − 2x+ 5− 7 ln(x− 1 +

√
x2 − 2x+ 5) + C.
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Приклади iнтегралiв, що не виражаються через елементарнi функцiї

Iнтеграл типу
�
R
(
x,
√
P (x)

)
dx, де P (x) – многочлен степеня вище другого.

Цi iнтеграли називаються елiптичними
Якщо степiнь многочлена P (x) вище четвертого, то iнтеграл називається
гiперелiптичним
Якщо все-таки iнтеграл такого типу виражається через елементарнi функцiї,
то вiн називається псевдоелiптичним



Приклади iнтегралiв, що не виражаються через елементарнi функцiї

Не можуть бути вираженi через елементарнi функцiї наступнi iнтеграли:

1.
�
e−x2

dx – iнтеграл Пуассона1

2.
�
sinx2dx;

�
cosx2dx – iнтеграли Френеля 2

3.
� dx

lnx
– iнтегральний логарифм

4.
� ex

x
dx – приводиться до iнтегрального логарифма

5.
� sinx

x
dx – iнтегральний синус

6.
� cosx

x
dx – iнтегральний косинус

1Сiмеон Денi Пуассон (Siméon Denis Poisson) (1781–1840) – французький математик.
2Огюстен-Жан Френель (Augustin-Jean Fresnel) (1788–1827) – французький вчений.


