
Елементи теорiї поля



Означення

Якщо кожнiй точцi простору M ставиться у вiдповiднiсть деяка скалярна
величина U , то у такий спосiб задається скалярне поле U(M).

Якщо кожнiй точцi простору M ставиться у вiдповiднiсть вектор ~F , то
задається векторне поле ~F (M).
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Поверхневий iнтеграл другого роду (компактна форма)

Нехай у просторi M задана поверхня ∆. Будемо вважати, що в кожнiй точцi P
визначається додатний напрямок нормалi одиничним вектором ~n(P ).

У просторi M задамо векторне поле, поставивши у вiдповiднiсть кожнiй точцi
простору вектор, визначений координатами:

~F = P (x, y, z)~i+Q(x, y, z)~j +R(x, y, z)~k

Якщо розбити якимось чином поверхню на частковi дiлянки ∆i i скласти суму∑
i(
~F (Pi)~n(Pi))∆i, де ~F · ~n – скалярний добуток, то границя цiєї суми при

прямуваннi до нуля площ часткових дiлянок розбиття (якщо ця границя iснує)
буде поверхневим iнтегралом.
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Означення

Поверхневий iнтеграл
�
∆

~F~nd∆ називається потоком векторного поля ~F

через поверхню ∆.
Якщо поверхня розбита на скiнченне число часткових поверхонь, то потiк
векторного поля через всю поверхню буде дорiвнює сумi потокiв через частковi
поверхнi.
Якщо перетворити скалярний добуток у координатну форму, то одержуємо
спiввiдношення:
�

∆

~F~nd∆ =

�

∆

[P cosα+Q cosβ +R cos γ]d∆ =

�

∆

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy



Потенцiйна функцiя

Якщо на областi ∆ iснує функцiя f(x, y, z), що має неперервнi частиннi
похiднi, для яких виконуються властивостi:

∂f

∂x
= P ;

∂f

∂y
= Q;

∂f

∂z
= R;

то таку функцiю називають потенцiйною функцiєю або потенцiалом
вектора ~F .



Градiєнт

Тодi вектор ~F є градiєнтом функцiї f .

~F = gradf =
∂f

∂x
~i+

∂f

∂y
~j +

∂f

∂z
~k



Потенцiал

Потенцiал може бути знайдений за формулою:

f(x, y, z) =

x�

x0

P (x, y0, z0)dx+

y�

y0

Q(x, y, z0)dy +

z�

z0

R(x, y, z)dz

У цiй формулi x0, y0, z0 – координати деякої початкової точки. У якостi такої
точки зручно брати початок координат.



Теорема

Для того, щоб поле вектора ~F , заданого у деякiй областi, мало потенцiал,
необхiдно i достатньо, щоб виконувалося одна iз двох умов:
1 ) Iнтеграл вiд вектора ~F за будь-яким замкненим кусково-гладким
контуром, що належить областi, дорiвнює нулю.
2 ) Iнтеграл за будь-яким кусково-гладким шляхом, що з’єднує двi будь-якi
точки поля, не залежить вiд шляху iнтегрування.



Похiдна за напрямком

∂f

∂~l
=

(
gradf ;~l

)
|~l|

.



Приклад

Знайти
∂u

∂~n

∣∣∣∣
M

(~n – нормаль до поверхнi S у точцi M) за умови, що

u = arctg
y

x
+ xz; S : x2 + y2 − 2z = 10; M (3; 5; 12).



Розв’язання
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Розв’язання

Якщо S : {(x; y; z)|F (x, y, z) = 0},

~n =

(
∂F

∂x
;
∂F

∂y
;
∂F

∂z

)

~n =

(
∂(x2 + y2 − 2z − 10)

∂x
;
∂(x2 + y2 − 2z − 10)

∂y
;
∂(x2 + y2 − 2z − 10)

∂z

)
= (2x; 2y;−2)

У точцi M :
~n = (2 · 3; 2 · 5;−2) = (6; 10;−2)

Отже

∂u

∂~n
=

(
403

34
;
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)
· (6; 10;−2)√

62 + 102 + (−2)2
=

66√
140

=
33√
35
.
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Формула Стокса (Stokes)

Нехай у просторi задана деяка поверхня S. L – неперервний кусково-гладкий
контур поверхнi S.

Припустимо, що функцiї P , Q i R неперервнi на поверхнi S разом зi своїми
частинними похiдними першого порядку. Застосуємо формулу, що виражає
криволiнiйний iнтеграл через визначений.



Формула Стокса (Stokes)

�

L

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz =

=

β�

α

[P (x(t), y(t), z(t))x′(t) +Q(x(t), y(t), z(t))y′(t) +R(x(t), y(t), z(t))z′(t)]dt =

=

β�

α

[
Px′(t) +Qy′(t) +R
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)]
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Формула Стокса

З формули Ґрiна:

�

L

Pdx+Qdy+Rdz =

�

S

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dydz+

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dzdx+

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy

ця формула i називається формулою Стокса.



Вихор (ротор), curl

Вектор ~B, компоненти якого рiвнi вiдповiдно

Bx =
∂R

∂y
− ∂Q

∂z
; By =

∂P

∂z
− ∂R

∂x
; Bz =

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
;

називається вихором або ротором вектора ~F = P~i+Q~j +R~k i позначається:

rot~F



Оператор Гамiльтона (Hamilton)

Символiчний вектор ~∇ =

{
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

}
=~i

∂

∂x
+~j

∂

∂y
+ ~k

∂

∂z
називається

оператором Гамiльтона.

Символ ∇ – «набла», штучний.



Компактна форма запису вихору

rot~F = ~∇× ~F =

∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣



Циркуляцiя

Означення. Криволiнiйний iнтеграл, що виражає собою роботу векторного
поля уздовж деякої кривої L називається лiнiйним iнтегралом вiд вектора
~F за орiєнтованою кривою L.

�

L

~Fd~r =

�

L

Pdx+Qdy +Rdz

d~r = (dx, dy,dz)

Якщо крива L являє собою замкнений контур, то лiнiйний iнтеграл за таким
контуром називається циркуляцiєю векторного поля ~F уздовж контуру L.

C =

�

L

~Fd~r =

�

L

Pdx+Qdy +Rdz
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�

L
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d~r = (dx, dy,dz)

Якщо крива L являє собою замкнений контур, то лiнiйний iнтеграл за таким
контуром називається циркуляцiєю векторного поля ~F уздовж контуру L.

C =

�

L

~Fd~r =

�

L

Pdx+Qdy +Rdz



Теорема Стокса (переформулювання)

Циркуляцiя вектора уздовж контуру деякої поверхнi дорiвнює потоку вихору
(ротора) через цю поверхню.

�

λ

~Fd~r =

�

∆

rot~F · ~nd∆



Умова незалежностi криволiнiйного iнтеграла вiд шляху

rot~F = 0



Дивергенцiя

Означення. Вираз
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
називається дивергенцiєю вектора

(дивергенцiєю векторної функцiї) ~F = P~i+Q~j +R~k i позначається

div ~F =
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z



Формула Гауса-Остроградського (компактна форма)

�

S

(P cosα+Q cosβ +R cos γ)dS =

�

V

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dxdydz

�

V

div ~Fdv =

�

S

~F~ndS

Тобто iнтеграл вiд дивергенцiї векторного поля ~F за об’ємом дорiвнює потоку
вектора через поверхню, обмежену цим об’ємом.
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Формула Гауса-Остроградського (компактна форма)

�

S

(P cosα+Q cosβ +R cos γ)dS =

�

V

(
∂P
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+
∂Q
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∂R
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�

V
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�

S
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Соленоїдальне поле

Векторне поле ~F називається соленоїдальним (трубчастим), якщо
div ~F = 0.



Запис диференцiальних операторiв через оператор Гамiльтона

gradf = ~∇f ; div ~F = ~∇~F ; rot~F = ~∇× ~F ;



Оператор Лапласа (Laplace)

Вираз

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

називається оператором Лапласа.



Гармонiчнi функцiї

∆f = 0

називається рiвнянням Лапласа.

Його розв’язки – гармонiчнi функцiї.



Гармонiчнi функцiї

∆f = 0

називається рiвнянням Лапласа.
Його розв’язки – гармонiчнi функцiї.



Взаємозв’язок операторiв

div(gradf) = ∆f ; ~∇ · ~∇f = ∆f



Приклад

Знайти rot(~r · ~a) · ~r, якщо ~r = x~i+ y~j + z~k; ~a =~i+~j + ~k.

Розв’язання
Знайдемо скалярний добуток: ~r · ~a = x+ y + z;

(~r · ~a) · ~r = {P,Q,R} = {x2 + xy + xz, yx+ y2 + yx, xz + yz + z2}

rot(~r·~a)·~r =

∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣ =~i

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
−~j
(
∂R

∂x
− ∂P

∂z

)
+~k

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
=

=~i(z − y)−~j(z − x) + ~k(y − x)



Приклад
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(
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=
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Приклад
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Знайдемо скалярний добуток: ~r · ~a = x+ y + z;

(~r · ~a) · ~r = {P,Q,R} = {x2 + xy + xz, yx+ y2 + yx, xz + yz + z2}

rot(~r·~a)·~r =

∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂
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∂

∂y

∂

∂z
P Q R
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Приклад

Знайти rot(~r · ~a) · ~r, якщо ~r = x~i+ y~j + z~k; ~a =~i+~j + ~k.
Розв’язання
Знайдемо скалярний добуток: ~r · ~a = x+ y + z;

(~r · ~a) · ~r = {P,Q,R} = {x2 + xy + xz, yx+ y2 + yx, xz + yz + z2}

rot(~r·~a)·~r =

∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣ =~i

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
−~j
(
∂R

∂x
− ∂P

∂z

)
+~k

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
=

=~i(z − y)−~j(z − x) + ~k(y − x)



Приклад

Знайти потiк векторного поля ~F = (y − x)~i+ (x+ y)~j + y~k крiзь сторону
трикутника S, вирiзаного iз площини x+ y + z − 1 = 0 координатними
площинами.



Розв’язання

�

S

~F · ~nds =

�

S

(y − x)dydz + (x+ y)dxdz + ydxdy =

1�

0

dy

1−y�

0

(y + y + z − 1)dz+

+

1�

0

dz

1−z�

0

(x+ 1− z − x)dx+

1�

0

dx

1−x�

0

ydy

=

1�

0

[
2yz +

z2

2
− z
]∣∣∣∣1−y

0

dy+

+

1�

0

[x− zx]|1−z0 dz +

1�

0

y2

2

∣∣∣∣1−x
0

dx =

1�

0

[
2y − 2y2 +

1

2
− y +

y2

2
− 1 + y

]
dy+

+

1�

0

[
1− z − z + z2

]
dz +

1�

0

[
1

2
− x+

x2

2

]
dx =



Розв’язання

�

S

~F · ~nds =

�

S

(y − x)dydz + (x+ y)dxdz + ydxdy =

1�

0

dy
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(y + y + z − 1)dz+

+

1�

0

dz

1−z�

0

(x+ 1− z − x)dx+

1�

0

dx

1−x�

0

ydy =

1�

0

[
2yz +

z2

2
− z
]∣∣∣∣1−y

0

dy+

+

1�

0

[x− zx]|1−z0 dz +

1�

0

y2

2

∣∣∣∣1−x
0

dx

=

1�

0

[
2y − 2y2 +

1

2
− y +

y2

2
− 1 + y

]
dy+

+
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]
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1

2
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2

]
dx =



Розв’язання

�
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�
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+
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− z
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+
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[x− zx]|1−z0 dz +

1�

0

y2

2

∣∣∣∣1−x
0
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2y − 2y2 +

1

2
− y +

y2

2
− 1 + y

]
dy+

+

1�

0

[
1− z − z + z2

]
dz +

1�

0

[
1

2
− x+

x2

2

]
dx =



Розв’язання

=

1�

0

[
−3y2

2
+ 2y − 1

2

]
dy +

[
z − z2 +

z3

3

]∣∣∣∣1
0

+

[
x

2
− x2

2
+
x3

6

]∣∣∣∣1
0

=

=

[
−y

3

2
+ y2 − y

2

]∣∣∣∣1
0

+ 1− 1 +
1

3
+

1

2
− 1

2
+

1

6
= −1

2
+ 1− 1

2
+

3

6
=

1

2
.



Розв’язання

=

1�

0

[
−3y2

2
+ 2y − 1

2

]
dy +

[
z − z2 +

z3

3

]∣∣∣∣1
0

+

[
x

2
− x2

2
+
x3

6

]∣∣∣∣1
0

=

=
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−y

3

2
+ y2 − y

2

]∣∣∣∣1
0

+ 1− 1 +
1

3
+

1

2
− 1

2
+

1

6

= −1

2
+ 1− 1

2
+

3

6
=

1

2
.



Розв’язання
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2
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6

]∣∣∣∣1
0

=

=

[
−y

3

2
+ y2 − y

2

]∣∣∣∣1
0

+ 1− 1 +
1

3
+

1

2
− 1

2
+

1

6
= −1

2
+ 1− 1

2
+

3

6

=
1

2
.



Розв’язання

=

1�

0

[
−3y2

2
+ 2y − 1

2

]
dy +

[
z − z2 +

z3

3

]∣∣∣∣1
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+

[
x

2
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6
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−y

3

2
+ y2 − y

2
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1

3
+

1

2
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2
+

1

6
= −1

2
+ 1− 1

2
+

3

6
=

1

2
.



Приклад

Знайти div(gradu), якщо u = ex+y+z.

Розв’язання

gradu =
∂u

∂x
~i+

∂u

∂y
~j +

∂u

∂z
~k = ex+y+z

[
~i+

←
j +~k

]
P = Q = R = ex+y+z;

div(gradu) = ex+y+z + ex+y+z + ex+y+z = 3ex+y+z = 3u.



Приклад
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Приклад

Знайти div(gradu), якщо u = ex+y+z.
Розв’язання

gradu =
∂u

∂x
~i+

∂u

∂y
~j +

∂u

∂z
~k = ex+y+z

[
~i+

←
j +~k

]
P = Q = R = ex+y+z;

div(gradu) = ex+y+z + ex+y+z + ex+y+z

= 3ex+y+z = 3u.



Приклад

Знайти div(gradu), якщо u = ex+y+z.
Розв’язання

gradu =
∂u

∂x
~i+

∂u

∂y
~j +

∂u

∂z
~k = ex+y+z

[
~i+

←
j +~k

]
P = Q = R = ex+y+z;

div(gradu) = ex+y+z + ex+y+z + ex+y+z = 3ex+y+z

= 3u.



Приклад

Знайти div(gradu), якщо u = ex+y+z.
Розв’язання

gradu =
∂u

∂x
~i+

∂u

∂y
~j +

∂u

∂z
~k = ex+y+z

[
~i+

←
j +~k

]
P = Q = R = ex+y+z;

div(gradu) = ex+y+z + ex+y+z + ex+y+z = 3ex+y+z = 3u.



Приклад

Визначити чи є векторне поле

~F = (5x+ 6yz; 5y + 6xz; 5z + 6xy)

потенцiйним i знайти його потенцiал.

Розв’язання

gradu =

{
∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂u

∂z

}
P =

∂u

∂x
= 5x+ 6yz; Q =

∂u

∂y
= 5y + 6xz; R =

∂u

∂z
= 5z + 6xy;



Приклад

Визначити чи є векторне поле

~F = (5x+ 6yz; 5y + 6xz; 5z + 6xy)

потенцiйним i знайти його потенцiал.
Розв’язання

gradu =

{
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,
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P =
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Розв’язання

Якщо поле потенцiйне, то
rot ~F = 0

тобто

1)
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
; 6z = 6z;

2)
∂Q

∂z
=
∂R

∂y
; 6x = 6x;

3)
∂P

∂z
=
∂R

∂x
; 6y = 6y;

Таким чином, поле потенцiйне. Отже,

u =

x�

0

5xdx+

y�

0

5ydy +

z�

0

(5z + 6xy)dz =
5

2
x2 +

5

2
y2 +

5

2
z2 + 6xyz.
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Розв’язання

Якщо поле потенцiйне, то
rot ~F = 0

тобто

1)
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
; 6z = 6z;

2)
∂Q

∂z
=
∂R

∂y
; 6x = 6x;

3)
∂P
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=
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; 6y = 6y;

Таким чином, поле потенцiйне. Отже,

u =
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2
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5

2
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5

2
z2 + 6xyz.



Функцiя Ейрi (Airy)

Рiвняння плоскої теорiї пружностi для випадку без масових сил:

∂σxx
∂x

+
∂σxy
∂y

= 0;
∂σxy
∂x

+
∂σyy
∂y

= 0;

∆(σxx + σyy) = 0.

Функцiя Ейрi U(x, y):

∂2U

∂y2
= σxx,

∂2U

∂x2
= σyy,

∂2U

∂x∂y
= −σxy,

∆2U = 0.
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Рiвняння Нав’є-Стокса (Navier-Stokes)

∂~v

∂t
+ (~v, ~∇)~v = ~F − 1

ρ
~∇p+ ν∇2~v,

де ~v – швидкiсть, t – час, ρ – густина, p – тиск, ~F – головний вектор масових
сил, ν – динамiчний коефiцiєнт в’язкостi.

Рiвняння неперервностi:
∂ρ

∂t
+ div ρ~v = 0
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