
Диференцiальнi рiвняння вищих
порядкiв. Загальнi означення, простi

випадки



Диференцiальнi рiвняння вищих порядкiв

Означення. Диференцiальним рiвнянням порядку n називається
рiвняння вигляду:

F (x, y, y′, ..., y(n)) = 0

У деяких випадках це рiвняння можна розв’язати вiдносно y(n):

y(n) = f(x, y, y′, ..., y(n−1)).

Так само, як i рiвняння першого порядку, рiвняння вищих порядкiв мають
нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв.
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Початковi умови

Означення. Розв’язок y = ϕ(x) задовольняє початковим умовам
x0, y0, y

′
0, ..., y

(n−1)
0 , якщо ϕ(x0) = y0, ϕ′(x0) = y′0, . . . , ϕ(n−1)(x0) = y

(n−1)
0 .



Задача Кошi

Означення. Розв’язок рiвняння F (x, y, y′, ..., y(n)) = 0, що задовольняє
початковим умовам x0, y0, y′0, . . . , y

(n−1)
0 , називається розв’язком задачi

Кошi.



Теорема Кошi

Теорема Кошi. (Теорема про необхiднi i достатнi умови iснування розв’язку
задачi Кошi).
Якщо функцiя (n+ 1)-ої змiнної вигляду f(x, y, y′, ..., y(n−1)) у деякiй областi
D (n+ 1)-мiрного простору неперервна i має неперервнi частиннi похiднi за
y, y′, ..., y(n−1), то яка б не була точка (x0, y0, y′0, ..., y

(n−1)
0 ) у цiй областi, iснує

єдиний розв’язок y = ϕ(x) рiвняння y(n) = f(x, y, y′, ..., y(n−1)), визначений у
деякому iнтервалi, що мiстить точку x0, та задовольняє початковим
умовам x0, y0, y

′
0, ..., y

(n−1)
0 .



Рiвняння, що допускають зниження порядку

Зниження порядку диференцiального рiвняння – основний метод розв’язання
рiвнянь вищих порядкiв. Цей метод дає можливiсть порiвняно легко знаходити
розв’язок, однак, вiн застосовний далеко не до всiх рiвнянь. Розглянемо
випадки, коли можливе зниження порядку.



Рiвняння типу y(n) = f(x)

Якщо f(x) – функцiя неперервна на деякому промiжку a < x < b, то розв’язок
може бути знайдено послiдовним iнтегруванням.

y(n−1) =

�
f(x)dx+ C1;

y(n−2) =

� (�
f(x)dx+ C1

)
dx+ C2 =

�
dx

�
f(x)dx+ C1x+ C2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y =

�
dx

�
dx....

�
f(x)dx+ C1

xn−1

(n− 1)!
+ C2

xn−2

(n− 2)!
+ ...+ Cn;



Приклад

Розв’язати рiвняння y′′′ = e2x з початковими умовами x0 = 0; y0 = 1; y′0 = −1;
y′′0 = 0.

Розв’язання
y′′ =

�
e2xdx+ C1 =

1

2
e2x + C1;

y′ =

� (
1

2
e2x + C1

)
dx =

1

4
e2x + C1x+ C2

y =

� (
1

4
e2x + C1x+ C2

)
dx =

1

8
e2x +

1

2
C1x

2 + C2x+ C3



Приклад

Розв’язати рiвняння y′′′ = e2x з початковими умовами x0 = 0; y0 = 1; y′0 = −1;
y′′0 = 0.
Розв’язання

y′′ =

�
e2xdx+ C1 =

1

2
e2x + C1;

y′ =

� (
1

2
e2x + C1

)
dx =

1

4
e2x + C1x+ C2

y =

� (
1

4
e2x + C1x+ C2

)
dx =

1

8
e2x +

1

2
C1x

2 + C2x+ C3



Приклад

Розв’язати рiвняння y′′′ = e2x з початковими умовами x0 = 0; y0 = 1; y′0 = −1;
y′′0 = 0.
Розв’язання

y′′ =

�
e2xdx+ C1 =

1

2
e2x + C1;

y′ =

� (
1

2
e2x + C1

)
dx

=
1

4
e2x + C1x+ C2

y =

� (
1

4
e2x + C1x+ C2

)
dx =

1

8
e2x +

1

2
C1x

2 + C2x+ C3



Приклад

Розв’язати рiвняння y′′′ = e2x з початковими умовами x0 = 0; y0 = 1; y′0 = −1;
y′′0 = 0.
Розв’язання

y′′ =

�
e2xdx+ C1 =

1

2
e2x + C1;

y′ =

� (
1

2
e2x + C1

)
dx =

1

4
e2x + C1x+ C2

y =

� (
1

4
e2x + C1x+ C2

)
dx =

1

8
e2x +

1

2
C1x

2 + C2x+ C3



Приклад

Розв’язати рiвняння y′′′ = e2x з початковими умовами x0 = 0; y0 = 1; y′0 = −1;
y′′0 = 0.
Розв’язання

y′′ =

�
e2xdx+ C1 =

1

2
e2x + C1;

y′ =

� (
1

2
e2x + C1

)
dx =

1

4
e2x + C1x+ C2

y =

� (
1

4
e2x + C1x+ C2

)
dx

=
1

8
e2x +

1

2
C1x

2 + C2x+ C3



Приклад

Розв’язати рiвняння y′′′ = e2x з початковими умовами x0 = 0; y0 = 1; y′0 = −1;
y′′0 = 0.
Розв’язання

y′′ =

�
e2xdx+ C1 =

1

2
e2x + C1;

y′ =

� (
1

2
e2x + C1

)
dx =

1

4
e2x + C1x+ C2

y =

� (
1

4
e2x + C1x+ C2

)
dx =

1

8
e2x +

1

2
C1x

2 + C2x+ C3



Розв’язання

Пiдставимо початковi умови:

1 =
1

8
+ C3; −1 =

1

4
+ C2; 0 =

1

2
+ C1;

C1 = −1

2
; C2 = −5

4
; C3 =

7

8
;

Одержуємо частинний розв’язок (розв’язок задачi Кошi):

y =
1

8
e2x − 1

4
x2 − 5

4
x+

7

8



Iнтегральна крива розв’язку



Рiвняння, що не мiстять явно шуканої функцiї i її похiдних до
порядку k − 1 включно

Це рiвняння вигляду:
F (x, y(k), y(k+1), ..., y(n)) = 0

У рiвняннях такого типу можливе зниження порядку на k одиниць. Для цього
роблять замiну змiнної:

y(k) = z

y(k+1) = z′

...y(n) = z(n−k)

Тодi одержуємо:
F (x, z, z′, ..., z(n−k)) = 0
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Зворотна пiдстановка

Тепер припустимо, що отримане диференцiальне рiвняння проiнтегровано i
сукупнiсть його розв’язкiв виражається спiввiдношенням:

z = ψ(x,C1, C2, ..., Cn−k).

Роблячи зворотну пiдстановку, маємо:

y(k) = ψ(x,C1, C2, ..., Cn−k)

Iнтегруючи отримане спiввiдношення послiдовно k раз, одержуємо остаточну
вiдповiдь:

y = ϕ(x,C1, C2, ..., Cn).
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Приклад

Знайти загальний розв’язок рiвняння y′′′ =
y′′

x
.

Розв’язання Застосовуємо пiдстановку

z = y′′ ⇒ z′ = y′′′

z′ =
z

x

dz

dx
=
z

x

dz

z
=

dx

x
;

�
dz

z
=

�
dx

x
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Розв’язання

ln |z| = ln |x|+ lnC1

z = C1x

Зробивши зворотну замiну, одержуємо:

y′′ = C1x

y′ =

�
C1xdx =

C1

2
x2 + C2

y =

� (
C1

2
x2 + C2

)
dx =

C1

6
x3 + C2x+ C3

Загальний розв’язок вихiдного диференцiального рiвняння:

y = Cx3 + C2x+ C3
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Рiвняння, що не мiстять явно незалежної змiнної (автономнi)

Це рiвняння типу
F (y, y′, ..., y(n)) = 0

Порядок таких рiвнянь може бути знижений на одиницю за допомогою замiни

y′ = p

y′′ =
dy′

dx
=

dy′

dy
· dy

dx
=

dp

dy
p;

y′′′ =
dy′′

dx
=

dy′′

dy
· dy

dx
=

dy′′

dy
p =

d

(
dp

dy
p

)
dy

p =
d2p

dy2
p2 +

(
dp

dy

)2

p; тощо.
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)
dy
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Розв’язання

Пiдставляючи цi значення у вихiдне диференцiальне рiвняння, одержуємо:

F1

(
y, p,

dp

dy
, ...,

dn−1p

dyn−1

)
= 0

Якщо це рiвняння проiнтегрувати, i Φ(y, p, C1, C2, ..., Cn−1) = 0 – сукупнiсть
його розв’язкiв, то для розв’язання даного диференцiального рiвняння
залишається розв’язати рiвняння першого порядку:

Φ(y, y′, C1, C2, ..., Cn−1) = 0.
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Приклад
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Розв’язання
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Для розв’язання отриманого диференцiального рiвняння зробимо замiну
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1

4
ln |ln |C1y||+ C2
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Розв’язання
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Розв’язання

Загальний iнтеграл має вигляд:

ln |ln |C1y|| = 4x+ C



Розв’язання (вироджений випадок)

p = 0

⇒ y′ = 0⇒ y = C

Таким чином, одержали два загальних розв’язки.



Розв’язання (вироджений випадок)

p = 0⇒ y′ = 0

⇒ y = C

Таким чином, одержали два загальних розв’язки.



Розв’язання (вироджений випадок)

p = 0⇒ y′ = 0⇒ y = C

Таким чином, одержали два загальних розв’язки.



Розв’язання (вироджений випадок)

p = 0⇒ y′ = 0⇒ y = C

Таким чином, одержали два загальних розв’язки.



Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння вищих порядкiв

Означення. Лiнiйним диференцiальним рiвнянням n-го порядку
називається будь-яке рiвняння першого степеня щодо функцiї y i її похiдних
y′, y′′, ..., y(n) вигляду:

p0y
(n) + p1y

(n−1) + p2y
(n−2) + ...+ pn−1y

′ + pny = f(x);

де p0, p1, . . . , pn – функцiї вiд x або сталi величини, причому p0 6= 0.



Лiва частина рiвняння

Лiву частину цього рiвняння позначимо L(y).

p0y
(n) + p1y

(n−1) + p2y
(n−2) + ...+ pn−1y

′ + pny = L(y);



Однорiднi i неоднорiднi рiвняння

Означення. Якщо f(x) = 0, то рiвняння L(y) = 0 називається лiнiйним
однорiдним рiвнянням, якщо f(x) 6= 0, то рiвняння L(y) = f(x) називається
лiнiйним неоднорiдним рiвнянням, якщо всi коефiцiєнти p0, p1, p2, . . . , pn –
сталi числа, то рiвняння L(y) = f(x) називається лiнiйним
диференцiальним рiвнянням вищого порядку зi сталими
коефiцiєнтами.



Лiнiйнi однорiднi диференцiальнi рiвняння з довiльними
коефiцiєнтами

Розглянемо рiвняння типу

p0y
(n) + p1y

(n−1) + p2y
(n−2) + ...+ pn−1y

′ + pny = 0



Лiнiйний диференцiальний оператор

Означення. Вираз

p0y
(n) + p1y

(n−1) + p2y
(n−2) + ...+ pn−1y

′ + pny = L(y)

називається лiнiйним диференцiальним оператором.



Властивостi лiнiйного диференцiального оператора

1.
L(Cy) = CL(y)

2.
L(y1 + y2) = L(y1) + L(y2)



Властивостi розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь вищих
порядкiв

1. Якщо функцiя y1 є розв’язком рiвняння, то функцiя Cy1, де C – стале
число, також є його розв’язком.

2. Якщо функцiї y1 i y2 є розв’язками рiвняння, то y1 + y2 також є його
розв’язком.



Властивостi розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь вищих
порядкiв

1. Якщо функцiя y1 є розв’язком рiвняння, то функцiя Cy1, де C – стале
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розв’язком.



Структура загального розв’язку. Фундаментальна система розв’язкiв

Означення. Фундаментальною системою розв’язкiв лiнiйного
однорiдного диференцiального рiвняння n-го порядку на iнтервалi (a, b)
називається всяка система n лiнiйно незалежних на цьому iнтервалi розв’язкiв
рiвняння.



Визначник Вронського

Означення. Якщо з функцiй yi скласти визначник n-го порядку

W =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 ... yn

y′1 y′2 ... y′n
... ... ... ...

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 ... y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

те цей визначник називається визначником Вронського1.

1Юзеф Вронський (Józef Maria Hoene-Wroński) (1776–1853) – польський математик i
фiлософ-мiстик.



Застосування визначника Вронського для перевiрки лiнiйної
незалежностi

Теорема. Якщо функцiї y1, y2, ..., yn лiнiйно залежнi, то складений для них
визначник Вронського дорiвнює нулю.

Теорема. Якщо функцiї y1, y2, ..., yn лiнiйно незалежнi, то складений для них
визначник Вронського не дорiвнює нулю в жоднiй точцi розглянутого
iнтервалу.
Теорема. Для того, щоб система розв’язкiв лiнiйного однорiдного
диференцiального рiвняння y1, y2, ..., yn була фундаментальною необхiдно i
достатньо, щоб складений для них визначник Вронського не дорiвнював нулю.
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Зв’язок фундаментальних розв’язкiв iз загальним розв’язком

Теорема. Якщо y1, y2, ..., yn – фундаментальна система розв’язкiв на
iнтервалi (a, b), то загальний розв’язок лiнiйного однорiдного
диференцiального рiвняння є лiнiйною комбiнацiєю цих розв’язкiв.

y = C1y1 + C2y2 + ...+ Cnyn,

де Ci – сталi коефiцiєнти.



Загальний розв’язок лiнiйного однорiдного диференцiального
рiвняння другого порядку

Навiть для рiвняння другого порядку, якщо коефiцiєнти p залежать вiд x,
задача з вiдшукання фундаментальних розв’язкiв не може бути вирiшена в
загальному видi.



Визначення другого розв’язку за вiдомим першим

Теорема. Якщо задано рiвняння типу y′′ + p1(x)y′ + p2(x)y = 0 i вiдомий один
ненульовий розв’язок y = y1, то загальний розв’язок може бути знайдений за
формулою:

y = C2y1

�
1

y21
e−

�
p1(x)dxdx+ C1y1.



Лiнiйнi однорiднi диференцiальнi рiвняння зi сталими коефiцiєнтами.
Пiдстановка Ойлера

Розв’язок диференцiального рiвняння типу y(n) + a1y
(n−1) + ...+ any = 0 або,

коротше, L(y) = 0 будемо шукати у виглядi y = ekx, де k = const.
Оскiльки y′ = kekx

⇒ y′′ = k2ekx; ... y(n) = knekx,

L(ekx) = ekx(kn + a1k
n−1 + ...+ an).
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n−1 + ...+ an).



Характеристичний многочлен

При цьому многочлен F (k) = kn + a1k
n−1 + ...+ an називається

характеристичним многочленом диференцiального рiвняння.

Для того, щоб функцiя y = ekx була розв’язком вихiдного диференцiального
рiвняння, необхiдно i достатньо, щоб

L(ekx) = 0

Тобто
ekxF (k) = 0
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Характеристичне рiвняння

Оскiльки ekx 6= 0, F (k) = 0 – це рiвняння називається характеристичним
рiвнянням.

Як i будь-яке алгебраїчне рiвняння степеня n, характеристичне рiвняння
kn + a1k

n−1 + ...+ an = 0 має n корiнь. Кожному кореню характеристичного
рiвняння ki вiдповiдає розв’язок диференцiального рiвняння.
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n−1 + ...+ an = 0 має n корiнь. Кожному кореню характеристичного
рiвняння ki вiдповiдає розв’язок диференцiального рiвняння.



Коренi характеристичного рiвняння

Залежно вiд коефiцiєнтiв k характеристичне рiвняння може мати або n рiзних
дiйсних коренiв, або серед дiйсних коренiв можуть бути кратнi коренi, можуть
бути комплексно-спряженi коренi, як рiзнi, так i кратнi.



Схема розв’язування

1. Встановлюємо характеристичне рiвняння i знаходимо його коренi.
2. Знаходимо частиннi розв’язки диференцiального рiвняння, причому:

2.1 кожному дiйсному кореню вiдповiдає розв’язок ekx;
2.2 кожному дiйсному кореню кратностi m ставиться у вiдповiднiсть m

розв’язкiв:
ekx; xekx; ... xm−1ekx.

2.3 кожнiй парi комплексно-спряжених коренiв α± iβ характеристичного
рiвняння ставиться у вiдповiднiсть два розв’язки:

eαx cosβx та eαx sinβx

2.4 кожнiй парi m-кратних комплексно-спряжених коренiв α± iβ
характеристичного рiвняння ставиться у вiдповiднiсть 2m розв’язкiв:

eαx cosβx, xeαx cosβx, ... xm−1eαx cosβx,

eαx sinβx, xeαx sinβx, ...xm−1eαx sinβx.

3. Встановлюємо лiнiйну комбiнацiю знайдених розв’язкiв.



Структура загального розв’язку

Ця лiнiйна комбiнацiя i буде загальним розв’язком вихiдного лiнiйного
однорiдного диференцiального рiвняння зi сталими коефiцiєнтами.



Приклад

Розв’язати рiвняння y′′′ − y = 0.
Складемо характеристичне рiвняння: k3 − 1 = 0;

(k − 1)(k2 + k + 1) = 0

⇒ k1 = 1⇒ k2 + k + 1 = 0;

D = 1− 4 = −3⇒ k2 = −1

2
+

√
3

2
i⇒ k3 = −1

2
−
√

3

2
i;

Загальний розв’язок має вигляд: y = C1e
x + e

−
x

2

[
C2 cos

√
3

2
x+ C3 sin

√
3

2
x

]
.



Приклад

Розв’язати рiвняння y′′′ − y = 0.
Складемо характеристичне рiвняння: k3 − 1 = 0;

(k − 1)(k2 + k + 1) = 0⇒ k1 = 1

⇒ k2 + k + 1 = 0;

D = 1− 4 = −3⇒ k2 = −1

2
+

√
3

2
i⇒ k3 = −1

2
−
√

3

2
i;

Загальний розв’язок має вигляд: y = C1e
x + e

−
x

2

[
C2 cos

√
3

2
x+ C3 sin

√
3

2
x

]
.



Приклад

Розв’язати рiвняння y′′′ − y = 0.
Складемо характеристичне рiвняння: k3 − 1 = 0;

(k − 1)(k2 + k + 1) = 0⇒ k1 = 1⇒ k2 + k + 1 = 0;

D = 1− 4 = −3

⇒ k2 = −1

2
+

√
3

2
i⇒ k3 = −1

2
−
√

3

2
i;

Загальний розв’язок має вигляд: y = C1e
x + e

−
x

2

[
C2 cos

√
3

2
x+ C3 sin

√
3

2
x

]
.



Приклад

Розв’язати рiвняння y′′′ − y = 0.
Складемо характеристичне рiвняння: k3 − 1 = 0;

(k − 1)(k2 + k + 1) = 0⇒ k1 = 1⇒ k2 + k + 1 = 0;

D = 1− 4 = −3⇒ k2 = −1

2
+

√
3

2
i

⇒ k3 = −1

2
−
√

3

2
i;

Загальний розв’язок має вигляд: y = C1e
x + e

−
x

2

[
C2 cos

√
3

2
x+ C3 sin

√
3

2
x

]
.



Приклад

Розв’язати рiвняння y′′′ − y = 0.
Складемо характеристичне рiвняння: k3 − 1 = 0;

(k − 1)(k2 + k + 1) = 0⇒ k1 = 1⇒ k2 + k + 1 = 0;

D = 1− 4 = −3⇒ k2 = −1

2
+

√
3

2
i⇒ k3 = −1

2
−
√

3

2
i;

Загальний розв’язок має вигляд: y = C1e
x + e

−
x

2

[
C2 cos

√
3

2
x+ C3 sin

√
3

2
x

]
.



Приклад

Розв’язати рiвняння (1− x2)y′′ − 2xy′ + 2y = 0.

Розв’язання Це лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння зi змiнними
коефiцiєнтами другого порядку. Для знаходження загального розв’язку
необхiдно вiдшукати якийсь частинний розв’язок.
Таким частинним розв’язком буде функцiя y1 = x.

y′1 = 1; y′′1 = 0⇒ 0− 2x+ 2x = 0;

Вихiдне диференцiальне рiвняння можна перетворити:

y′′ − 2x

1− x2
y′ +

2y

1− x2
= 0.



Приклад

Розв’язати рiвняння (1− x2)y′′ − 2xy′ + 2y = 0.
Розв’язання Це лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння зi змiнними
коефiцiєнтами другого порядку. Для знаходження загального розв’язку
необхiдно вiдшукати якийсь частинний розв’язок.
Таким частинним розв’язком буде функцiя y1 = x.

y′1 = 1; y′′1 = 0

⇒ 0− 2x+ 2x = 0;

Вихiдне диференцiальне рiвняння можна перетворити:

y′′ − 2x

1− x2
y′ +

2y

1− x2
= 0.



Приклад

Розв’язати рiвняння (1− x2)y′′ − 2xy′ + 2y = 0.
Розв’язання Це лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння зi змiнними
коефiцiєнтами другого порядку. Для знаходження загального розв’язку
необхiдно вiдшукати якийсь частинний розв’язок.
Таким частинним розв’язком буде функцiя y1 = x.

y′1 = 1; y′′1 = 0⇒ 0− 2x+ 2x = 0;

Вихiдне диференцiальне рiвняння можна перетворити:

y′′ − 2x

1− x2
y′ +

2y

1− x2
= 0.



Розв’язання

Загальний розв’язок має вигляд: y = C1x
� 1

x2
e

� 2x

1− x2
dx

dx+ C2x;

y = C1x

�
e− ln(1−x2)

x2
dx+ C2x;

y = C1x

�
dx

x2 (1− x2)
+ C2x⇒ y = C2x+ C1x

� [
1

x2
+

1

2(1− x)
+

1

2(1 + x)

]
dx;

y = C2x+ C1x

[
−1

x
+

1

2
ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣] ;

Остаточно: y = C2x+ C3x ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣+ C4;



Розв’язання

Загальний розв’язок має вигляд: y = C1x
� 1

x2
e

� 2x

1− x2
dx

dx+ C2x;

y = C1x

�
e− ln(1−x2)

x2
dx+ C2x;

y = C1x

�
dx

x2 (1− x2)
+ C2x

⇒ y = C2x+ C1x

� [
1

x2
+

1

2(1− x)
+

1

2(1 + x)

]
dx;

y = C2x+ C1x

[
−1

x
+

1

2
ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣] ;

Остаточно: y = C2x+ C3x ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣+ C4;



Розв’язання

Загальний розв’язок має вигляд: y = C1x
� 1

x2
e

� 2x

1− x2
dx

dx+ C2x;

y = C1x

�
e− ln(1−x2)

x2
dx+ C2x;

y = C1x

�
dx

x2 (1− x2)
+ C2x⇒ y = C2x+ C1x

� [
1

x2
+

1

2(1− x)
+

1

2(1 + x)

]
dx;

y = C2x+ C1x

[
−1

x
+

1

2
ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣] ;

Остаточно: y = C2x+ C3x ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣+ C4;



Розв’язання

Загальний розв’язок має вигляд: y = C1x
� 1

x2
e

� 2x

1− x2
dx

dx+ C2x;

y = C1x

�
e− ln(1−x2)

x2
dx+ C2x;

y = C1x

�
dx

x2 (1− x2)
+ C2x⇒ y = C2x+ C1x

� [
1

x2
+

1

2(1− x)
+

1

2(1 + x)

]
dx;

y = C2x+ C1x

[
−1

x
+

1

2
ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣] ;

Остаточно: y = C2x+ C3x ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣+ C4;



Розв’язання

Загальний розв’язок має вигляд: y = C1x
� 1

x2
e

� 2x

1− x2
dx

dx+ C2x;

y = C1x

�
e− ln(1−x2)

x2
dx+ C2x;

y = C1x

�
dx

x2 (1− x2)
+ C2x⇒ y = C2x+ C1x

� [
1

x2
+

1

2(1− x)
+

1

2(1 + x)

]
dx;

y = C2x+ C1x

[
−1

x
+

1

2
ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣] ;

Остаточно: y = C2x+ C3x ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣+ C4;



Приклад

Розв’язати рiвняння yIV − y = 0.
Складемо характеристичне рiвняння: k4 − 1 = 0.

(k2 − 1)(k2 + 1) = 0

⇒ k1 = 1; k2 = −1; k3 = i; k4 = −i.

Загальний розв’язок:y = C1e
x + C2e

−x + C3 cosx+ C4 sinx.



Приклад

Розв’язати рiвняння yIV − y = 0.
Складемо характеристичне рiвняння: k4 − 1 = 0.

(k2 − 1)(k2 + 1) = 0⇒ k1 = 1; k2 = −1; k3 = i; k4 = −i.

Загальний розв’язок:y = C1e
x + C2e

−x + C3 cosx+ C4 sinx.



Приклад

Розв’язати рiвняння y′′ − 4y′ + 4y = 0.
Характеристичне рiвняння: k2 − 4k + 4 = 0

⇒ k1 = k2 = 2.
Загальний розв’язок: y = C1e

2x + C2xe
2x.



Приклад

Розв’язати рiвняння y′′ − 4y′ + 4y = 0.
Характеристичне рiвняння: k2 − 4k + 4 = 0⇒ k1 = k2 = 2.
Загальний розв’язок: y = C1e

2x + C2xe
2x.



Приклад

Розв’язати рiвняння y′′ + 2y′ + 5y = 0.
Характеристичне рiвняння: k2 + 2k + 5 = 0

⇒ D = −16⇒ k1 = −1 + 2i;

k2 = −1− 2i.

Загальний розв’язок: y = e−x(C1 cos 2x+ C2 sin 2x).



Приклад

Розв’язати рiвняння y′′ + 2y′ + 5y = 0.
Характеристичне рiвняння: k2 + 2k + 5 = 0⇒ D = −16

⇒ k1 = −1 + 2i;

k2 = −1− 2i.

Загальний розв’язок: y = e−x(C1 cos 2x+ C2 sin 2x).



Приклад

Розв’язати рiвняння y′′ + 2y′ + 5y = 0.
Характеристичне рiвняння: k2 + 2k + 5 = 0⇒ D = −16⇒ k1 = −1 + 2i;

k2 = −1− 2i.

Загальний розв’язок: y = e−x(C1 cos 2x+ C2 sin 2x).



Приклад

Розв’язати рiвняння y′′′ − 7y′′ + 6y′ = 0.
Характеристичне рiвняння: k3 − 7k2 + 6k = 0

⇒ k(k2 − 7k + 6) = 0;

k1 = 0; k2 = 1; k3 = 6;

Загальний розв’язок: y = C1 + C2e
x + C3e

6x;



Приклад

Розв’язати рiвняння y′′′ − 7y′′ + 6y′ = 0.
Характеристичне рiвняння: k3 − 7k2 + 6k = 0⇒ k(k2 − 7k + 6) = 0;

k1 = 0; k2 = 1; k3 = 6;

Загальний розв’язок: y = C1 + C2e
x + C3e

6x;



Приклад

Розв’язати рiвняння y′′ − y′ − 2y = 0.
Характеристичне рiвняння: k2 − k − 2 = 0

⇒ k1 = −1; k2 = 2;
Загальний розв’язок: y = C1e

−x + C2e
2x.



Приклад

Розв’язати рiвняння y′′ − y′ − 2y = 0.
Характеристичне рiвняння: k2 − k − 2 = 0⇒ k1 = −1; k2 = 2;
Загальний розв’язок: y = C1e

−x + C2e
2x.



Приклад

Розв’язати рiвняння yV − 9y′′′ = 0.
Характеристичне рiвняння: k5 − 9k3 = 0

⇒ k3(k2 − 9) = 0;

k1 = k2 = k3 = 0⇒ k4 = 3⇒ k5 = −3;

Загальний розв’язок: y = C1 + C2x+ C3x
2 + C4e

3x + C5e
−3x;



Приклад

Розв’язати рiвняння yV − 9y′′′ = 0.
Характеристичне рiвняння: k5 − 9k3 = 0⇒ k3(k2 − 9) = 0;

k1 = k2 = k3 = 0

⇒ k4 = 3⇒ k5 = −3;

Загальний розв’язок: y = C1 + C2x+ C3x
2 + C4e

3x + C5e
−3x;



Приклад

Розв’язати рiвняння yV − 9y′′′ = 0.
Характеристичне рiвняння: k5 − 9k3 = 0⇒ k3(k2 − 9) = 0;

k1 = k2 = k3 = 0⇒ k4 = 3

⇒ k5 = −3;

Загальний розв’язок: y = C1 + C2x+ C3x
2 + C4e

3x + C5e
−3x;



Приклад

Розв’язати рiвняння yV − 9y′′′ = 0.
Характеристичне рiвняння: k5 − 9k3 = 0⇒ k3(k2 − 9) = 0;

k1 = k2 = k3 = 0⇒ k4 = 3⇒ k5 = −3;

Загальний розв’язок: y = C1 + C2x+ C3x
2 + C4e

3x + C5e
−3x;



Приклад

Розв’язати рiвняння yy′′ − y′2 = 0.
Це рiвняння не є лiнiйним, отже, наведений вище метод розв’язання до нього
не застосовний.
Понизимо порядок рiвняння за допомогою пiдстановки y′ = p.

Тодi y′′ =
dp

dy
y′ =

dp

dy
p

y
dp

dy
p− p2 = 0; p1 = 0; y1 = C1

y
dp

dy
= p⇒ dp

p
=

dy

y
⇒

�
dp

p
=

�
dy

y
⇒ ln |p| = ln |y|+ lnC



Приклад

Розв’язати рiвняння yy′′ − y′2 = 0.
Це рiвняння не є лiнiйним, отже, наведений вище метод розв’язання до нього
не застосовний.
Понизимо порядок рiвняння за допомогою пiдстановки y′ = p.

Тодi y′′ =
dp

dy
y′

=
dp

dy
p

y
dp

dy
p− p2 = 0; p1 = 0; y1 = C1

y
dp

dy
= p⇒ dp

p
=

dy

y
⇒

�
dp

p
=

�
dy

y
⇒ ln |p| = ln |y|+ lnC



Приклад

Розв’язати рiвняння yy′′ − y′2 = 0.
Це рiвняння не є лiнiйним, отже, наведений вище метод розв’язання до нього
не застосовний.
Понизимо порядок рiвняння за допомогою пiдстановки y′ = p.

Тодi y′′ =
dp

dy
y′ =

dp

dy
p

y
dp

dy
p− p2 = 0; p1 = 0; y1 = C1

y
dp

dy
= p⇒ dp

p
=

dy

y
⇒

�
dp

p
=

�
dy

y
⇒ ln |p| = ln |y|+ lnC



Приклад

Розв’язати рiвняння yy′′ − y′2 = 0.
Це рiвняння не є лiнiйним, отже, наведений вище метод розв’язання до нього
не застосовний.
Понизимо порядок рiвняння за допомогою пiдстановки y′ = p.

Тодi y′′ =
dp

dy
y′ =

dp

dy
p

y
dp

dy
p− p2 = 0; p1 = 0; y1 = C1

y
dp

dy
= p⇒ dp

p
=

dy

y
⇒

�
dp

p
=

�
dy

y
⇒ ln |p| = ln |y|+ lnC



Приклад

Розв’язати рiвняння yy′′ − y′2 = 0.
Це рiвняння не є лiнiйним, отже, наведений вище метод розв’язання до нього
не застосовний.
Понизимо порядок рiвняння за допомогою пiдстановки y′ = p.

Тодi y′′ =
dp

dy
y′ =

dp

dy
p

y
dp

dy
p− p2 = 0; p1 = 0; y1 = C1

y
dp

dy
= p

⇒ dp

p
=

dy

y
⇒

�
dp

p
=

�
dy

y
⇒ ln |p| = ln |y|+ lnC



Приклад

Розв’язати рiвняння yy′′ − y′2 = 0.
Це рiвняння не є лiнiйним, отже, наведений вище метод розв’язання до нього
не застосовний.
Понизимо порядок рiвняння за допомогою пiдстановки y′ = p.

Тодi y′′ =
dp

dy
y′ =

dp

dy
p

y
dp

dy
p− p2 = 0; p1 = 0; y1 = C1

y
dp

dy
= p⇒ dp

p
=

dy

y

⇒
�

dp

p
=

�
dy

y
⇒ ln |p| = ln |y|+ lnC



Приклад

Розв’язати рiвняння yy′′ − y′2 = 0.
Це рiвняння не є лiнiйним, отже, наведений вище метод розв’язання до нього
не застосовний.
Понизимо порядок рiвняння за допомогою пiдстановки y′ = p.

Тодi y′′ =
dp

dy
y′ =

dp

dy
p

y
dp

dy
p− p2 = 0; p1 = 0; y1 = C1

y
dp

dy
= p⇒ dp

p
=

dy

y
⇒

�
dp

p
=

�
dy

y

⇒ ln |p| = ln |y|+ lnC



Приклад

Розв’язати рiвняння yy′′ − y′2 = 0.
Це рiвняння не є лiнiйним, отже, наведений вище метод розв’язання до нього
не застосовний.
Понизимо порядок рiвняння за допомогою пiдстановки y′ = p.

Тодi y′′ =
dp

dy
y′ =

dp

dy
p

y
dp

dy
p− p2 = 0; p1 = 0; y1 = C1

y
dp

dy
= p⇒ dp

p
=

dy

y
⇒

�
dp

p
=

�
dy

y
⇒ ln |p| = ln |y|+ lnC



Розв’язання

p = Cy

⇒ y′ = Cy ⇒ dy

Cy
= dx⇒

�
dy

Cy
=

�
dx

1

C
ln |Cy| = x+ lnC2 ⇒ Cy = eCxeC lnC2 = C3e

Cx

Остаточно одержуємо: y = C1e
Cx.

Цей вираз буде загальним розв’язком вихiдного диференцiального рiвняння.
Отриманий вище розв’язок y1 = C1 виходить iз загального розв’язку при
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