
Визначений iнтеграл



Означення визначеного iнтеграла

Нехай на вiдрiзку [a, b] задана неперервна функцiя f(x).

Позначимо m i M найменше i найбiльше значення функцiї на вiдрiзку [a, b].
Розiб’ємо вiдрiзок [a, b] на частини (необов’язково однаковi) n точками.

x0 < x1 < x2 < · · · < xn

Тодi x1 − x0 = ∆x1, x2 − x1 = ∆x2, . . . , xn − xn−1 = ∆xn.
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Нижня i верхня iнтегральна сума

На кожному з отриманих вiдрiзкiв знайдемо найменше i найбiльше значення
функцiї.

[x0, x1]→ m1, M1; [x1, x2]→ m2, M2; . . . [xn−1, xn]→ mn, Mn...
Складемо суми:

Sn = m1∆x1 +m2∆x2 + · · ·+mn∆xn =
n∑
i=1

mi∆xi

Sn = M1∆x1 +M2∆x2 + · · ·+Mn∆xn =
n∑
i=1

Mi∆xi

Сума Sn називається нижньою iнтегральною сумою, а сума Sn –
верхньою iнтегральною сумою.
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Iнтегральна сума

Оскiльки mi 6Mi, Sn 6 S̄n, а m (b− a) 6 Sn 6 S̄n 6M (b− a).

Усерединi кожного вiдрiзка виберемо деяку точку εi.

x0 < ε1 < x1, x1 < ε2 < x2, . . . , xn−1 < εn < xn.

Знайдемо значення функцiї у цих точках i складемо вираз, що називається
iнтегральною сумою для функцiї f(x) на вiдрiзку [a, b].

Sn = f(ε1)∆x1 + f(ε2)∆x2 + · · ·+ f(εn)∆xn =
n∑
i=1

f(εi)∆xi.

Тодi можна записати: mi∆xi 6 f (εi) ∆xi 6Mi∆xi Отже,
n∑
i=1

mi∆xi 6
n∑
i=1

f(εi)∆xi 6
n∑
i=1

Mi∆xi

або
Sn 6 Sn 6 Sn
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Геометричне представлення

Геометрично це представляється у такий спосiб: графiк функцiї f(x)
обмежений зверху описаною ламаною лiнiєю, а знизу – вписаною ламаною.



Перехiд до границi

Позначимо max ∆xi – найбiльший вiдрiзок розбиття – найменший. Якщо
max ∆xi → 0, то число вiдрiзкiв розбиття вiдрiзка [a, b] прямує до
нескiнченностi.

Якщо Sn =
∑n

i=1 f(εi)∆xi, то lim
max ∆xi→0

∑n
i=1 f(εi)∆xi = S.
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Визначений iнтеграл

Означення: Якщо при будь-яких розбиттях вiдрiзка [a, b] таких, що max
∆xi → 0 i довiльному виборi точок εi iнтегральна сума Sn =

∑n
i=1 f(εi)∆xi

прямує до границi S, що називається визначеним iнтегралом вiд f(x) на
вiдрiзку [a, b].



Позначення визначеного iнтеграла

Позначення: � b

a
f(x)dx

a – нижня границя, b – верхня границя, x – змiнна iнтегрування, [a, b] –
вiдрiзок iнтегрування.



Iнтегрована функцiя

Означення: Якщо для функцiї f(x) iснує границя

lim
max ∆xi→0

n∑
i=1

f(εi)∆xi =

� b

a
f(x)dx,

то функцiя називається iнтегрованою на вiдрiзку [a; b].

Крiм того,

lim
max ∆xi→0

n∑
i=1

mi∆xi =

� b

a
f(x)dx

lim
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n∑
i=1

Mi∆xi =

� b

a
f(x)dx
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Достатня умова iнтегрованостi

Теорема: Якщо функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку [a, b], то вона
iнтегрована на цьому вiдрiзку.



Властивостi визначеного iнтеграла

1.
� b
a Af(x)dx = A

� b
a f(x)dx;

2.
� b
a (f1(x)± f2(x))dx =

� b
a f1(x)dx±

� b
a f2(x)dx

3.
� a
a f(x)dx = 0

4. Якщо f (x) 6 ϕ (x) на вiдрiзку [a, b] a < b, то
� b
a f(x)dx 6

� b
a ϕ(x)dx

5. Якщо m i M – вiдповiдно найменше i найбiльше значення функцiї f(x) на
вiдрiзку [a, b], то:

m(b− a) 6
� b

a
f(x)dx 6M(b− a)

6. Теорема про середнє Якщо функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку [a, b],
то на цьому вiдрiзку iснує точка ε така, що

� b

a
f(x)dx = (b− a)f(ε)
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Доведення теореми про середнє

У вiдповiдностi iз властивiстю 5:

m 6
1

b− a

� b

a
f(x)dx 6M

Оскiльки функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку [a, b], то вона приймає на цьому
вiдрiзку всi значення вiд m до M .

Iнакше кажучи, iснує таке число ε ∈ [a, b], що якщо
1

b− a
� b
a f(x)dx = µ i

µ = f(ε), а a 6 ε 6 b, тодi
� b
a f(x)dx = (b− a)f(ε).

Теорему доведено.
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Iнакше кажучи, iснує таке число ε ∈ [a, b], що якщо
1

b− a
� b
a f(x)dx = µ i

µ = f(ε), а a 6 ε 6 b, тодi
� b
a f(x)dx = (b− a)f(ε).

Теорему доведено.
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Властивостi визначеного iнтеграла
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Узагальнена теорема про середнє
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Обчислення визначеного iнтеграла

Нехай в iнтегралi
� b
a f(x)dx нижня границя a = const, а верхня границя b

змiнюється. Очевидно, що якщо змiнюється верхня границя, то змiнюється i
значення iнтеграла.

Нехай � x

a
f(t)dt = Φ (x) .

Знайдемо похiдну функцiї Φ(x) за змiнною верхньої границi, x. За теоремою
про середнє

Φ′(x) =
d

dx

� x

a
f(t)dt = f(x)

Аналогiчну теорему можна довести для випадку змiнної нижньої границi.
Теорема: Для всякої функцiї f(x), неперервної на вiдрiзку [a, b], iснує на
цьому вiдрiзку первiсна, а виходить, iснує невизначений iнтеграл.
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Теорема Ньютона-Ляйбнiца

Якщо функцiя F (x) – якась первiсна вiд неперервної функцiї f(x), то
� b

a
f(x)dx = F (b)− F (a).

Цей вираз вiдомий як формула Ньютона-Ляйбнiца.
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функцiя вiд f(x).
Але оскiльки функцiя може мати нескiнченно багато первiсних, якi будуть
вiдрiзнятися одна вiд одної тiльки на якесь стале число C:
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f(t)dt = F (x) + C
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А при x = b:
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a f(t)dt = F (b)− F (a)

Замiнивши змiнну t на змiнну x, одержуємо формулу Ньютона-Ляйбнiца:
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Теорему доведено.
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Iнший запис

Iнодi застосовують позначення F (b)− F (a) = F (x)|ba.



Застосування

Формула Ньютона-Ляйбнiца являє собою загальний пiдхiд до знаходження
визначених iнтегралiв.

Що стосується прийомiв обчислення визначених iнтегралiв, то вони практично
нiчим не вiдрiзняються вiд всiх тих прийомiв i методiв, якi були розглянутi
вище при знаходженнi невизначених iнтегралiв.
Точно так само застосовуються методи пiдстановки (замiни змiнної), метод
iнтегрування частинами, тi ж прийоми знаходження первiсних для
тригонометричних, iррацiональних i трансцендентних функцiй. Особливiстю є
тiльки те, що при застосуваннi цих прийомiв треба поширювати перетворення
не тiльки на пiдiнтегральну функцiю, але i на границi iнтегрування.
Замiняючи змiнну iнтегрування, слiд не забувати змiнити вiдповiдно границi
iнтегрування.
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Замiна змiнних

Нехай заданий iнтеграл
� b
a f(x)dx, де f(x) – неперервна функцiя на вiдрiзку

[a, b].

Введемо нову змiнну вiдповiдно до формули x = ϕ(t).
Тодi якщо
1) ϕ(α) = a, ϕ(β) = b
2) ϕ(t) i ϕ′(t) неперервнi на вiдрiзку [α, β].
3) f(ϕ(t)) визначена на вiдрiзку [α, β], то

� b

a
f(x)dx =

� β

α
f [ϕ(t)]ϕ′(t)dt

Тодi
� β

α
f [ϕ(t)]ϕ′(t)dt = F [ϕ(t)]|βα = F [ϕ(β)]− F [ϕ(α)] = F (b)− F (a)
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При замiнi змiнної у визначеному iнтегралi слiд пам’ятати про те, що вводять
функцiю, що (у розглянутому прикладi це функцiя sin) повинна бути
неперервна на вiдрiзку iнтегрування. У противному випадку формальне
застосування формули приводить до абсурду.
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Тобто два способи знаходження iнтеграла дають рiзнi результати. Це вiдбулося
через те, що не був врахований той факт, що уведена змiнна tg x має на
вiдрiзку iнтегрування розрив (у точцi x = π/2). Тому у цьому випадку така
пiдстановка незастосовна. При замiнi змiнної у визначеному iнтегралi слiд
уважно стежити за виконанням перерахованих вище умов.
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Iнтегрування частинами

Якщо функцiї u = ϕ(x) та v = ψ(x) неперервнi на вiдрiзку [a, b], а також
неперервнi на цьому вiдрiзку їхнi похiднi, то справедлива формула
iнтегрування частинами:

� b

a
udv = uv|ba −

� b

a
vdu.



Наближене обчислення визначеного iнтеграла

Як було сказано вище, iснує величезна кiлькiсть функцiй, iнтеграл вiд яких не
може бути виражений через елементарнi функцiї.

Для знаходження iнтегралiв вiд подiбних функцiй застосовуються рiзноманiтнi
наближенi методи, суть яких полягає у тому, що пiдiнтегральна функцiя
замiняється «близькою» до неї функцiєю, iнтеграл вiд якої виражається через
елементарнi функцiї.
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Полiномiальна апроксимацiя

Якщо вiдомi значення функцiї f(x) у деяких точках x0, x1, . . . , xm, то як
функцiя «близьку» до f(x) можна взяти многочлен P (x) степеня не вище m,
значення якого у вибраних точках дорiвнюють значенням функцiї f(x) у цих
точках. � b

a
f(x)dx ≈

� b

a
P (x)dx



Формула прямокутникiв

Якщо розбити вiдрiзок iнтегрування монотонно функцiї, що монотонно

зростає, на n рiвних частин ∆x =
b− a
n

.

y

xxi ba

f(x)

При цьому:

y0 = f(x0), y1 = f(x1), . . . , yn = f(xn).
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Це вiдповiдно нижня i верхня iнтегральнi суми.
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n
(y0 + y1 + ...+ yn−1)

або
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f(x)dx ≈ b− a

n
(y1 + y2 + ...+ yn)

Кожна iз цих формул може застосовуватися для наближеного обчислення
визначеного iнтеграла i називається загальною формулою прямокутникiв.
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Формула прямокутникiв

Формула прямокутникiв лишається незмiнною i для монотонно спадних
функцiй. Її можна використовувати для довiльних iнтегрованих функцiй.

Похибка обчислень за цiєю формулою є O(∆x).
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Формула трапецiй

Геометрично площа криволiнiйної трапецiї замiняється сумою площ вписаних
трапецiй. Очевидно, що чим бiльше взяти точок n розбиття iнтервалу, тим з
бiльшою точнiстю буде обчислений iнтеграл.



Формула трапецiй

Площi вписаних трапецiй обчислюються за формулами:

y0 + y1

2
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y1 + y2

2
∆x; ... ,

yn−1 + yn
2

∆x
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a
f(x)dx ≈ y0 + y1

2
∆x+

y1 + y2

2
∆x+ ...+

yn−1 + yn
2

∆x

Пiсля приведення подiбних доданкiв одержуємо формулу трапецiй:
� b

a
f(x)dx ≈ b− a

n

(
y0 + yn

2
+ y1 + y2 + ...+ yn−1
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Формула трапецiй

Похибка обчислень за цiєю формулою є O(∆x).



Формула парабол (формула Сiмпсона або квадратурна формула)

Роздiлимо вiдрiзок iнтегрування [a, b] на парне число вiдрiзкiв (2m). Площу
криволiнiйної трапецiї, обмеженої графiком функцiї f(x) замiнимо на площу
криволiнiйної трапецiї, обмеженою параболою другого степеня з вiссю
симетрiї, паралельною осi Oy, такої, що проходить через точки кривої зi
значеннями f(x0), f(x1), f(x2).
Для кожної пари вiдрiзкiв побудуємо таку параболу.
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Рiвняння парабол мають вигляд Ax2 +Bx+C, де коефiцiєнти A, B, C можуть
бути легко знайденi за трьома точками перетину параболи з вихiдною кривою.
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1 +Bx1 + C
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Позначимо 2h = x2 − x0.

S =
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(Ax2 +Bx+ C)dx =
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A
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3
+B
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2
+ Cx

]∣∣∣∣x2
x0

Якщо прийняти

x0 = −h, x1 = 0, x2 = h, то S =
h

3
(2Ah2 + 6C) (2)
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Формула парабол (формула Сiмпсона або квадратурна формула)

Тодi рiвняння значень функцiї (1) мають вигляд:

y0 = Ah2 −Bh+ C

y1 = C

y2 = Ah2 +Bh+ C

З врахуванням цього: y0 + 4y1 + y2 = 2Ah2 + 6C.
Звiдси рiвняння (2) набуде вигляду:

S =
h

3
(y0 + 4y1 + y2)
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Формула парабол (формула Сiмпсона або квадратурна формула)

Тодi � x2
x0
f(x)dx ≈ h

3
(y0 + 4y1 + y2)

� x4
x2
f(x)dx ≈ h

3
(y2 + 4y3 + y4)

..............................................

Складаючи цi вирази, одержуємо формулу Сiмпсона:
� b

a
f(x)dx =

b− a
6m

[y0 + y2m + 2(y2 + y4 + ...+ y2m−2) + 4(y1 + y3 + ...+ y2m−1)]

Чим бiльше взяти число m, тим бiльше точне значення iнтеграла буде
отримано.
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Формула Сiмпсона

Похибка обчислень за цiєю формулою є O(∆x3).



Приклад

Обчислити наближене значення визначеного iнтеграла� 8
−2

√
x3 + 16dx за допомогою формули Сiмпсона, розбивши вiдрiзок

iнтегрування на 10 частин.

За формулою Сiмпсона одержимо:

8�

−2

√
x3 + 16dx ≈

≈ 8 + 2

6 · 5
[y(−2)+y(8)+2[y(0)+y(2)+y(4)+y(6)]+4[y(−1)+y(1)+y(3)+y(5)+y(7)]]

m 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x – 2 – 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

f(x) 2,828 3,873 4 4,123 4,899 6,557 8,944 11,874 15,232 18,947 22,978
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Приклад

8�

−2

√
x3 + 16dx ≈ 8 + 2

6 · 5 [2, 828+22, 978+2[4+4, 899+8, 944+15, 232]+4[3, 873+4, 123+6, 557+

+11, 874 + 18, 947]] = 91, 151

Точнiше значення цього iнтеграла – 91, 173.
Для порiвняння застосуємо до цiєї ж задачi формулу трапецiй.

� 8

−2

√
x3 + 16dx ≈ b− a

n

(y0 + yn
2

+ y1 + y2 + ...+ yn−1

)
=

=
8 + 2

10

(
2, 828 + 22, 978

2
+ 3, 873 + 4 + 4, 123+

+4, 899 + 6, 557 + 8, 944 + 11, 874 + 15, 232 + 18, 947) = 91, 352

Формула трапецiй дала менш точний результат у порiвняннi з формулою Сiмпсона.
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