
Диференцiальнi рiвняння першого
порядку



Приклад рiвняння, що мiстить функцiю i її похiдну

Рiвноприскорений рух матерiальної точки.

Вiдомо, що перемiщення матерiальної точки при рiвноприскореному русi є
функцiєю часу i виражається за формулою:

S = V0t+
at2

2

У свою чергу прискорення a є похiдною за часом t вiд швидкостi V , що також
є похiдною за часом t вiд перемiщення S. Тобто

V =
dS

dt
; a =

dV

dt
=

d2S

dt2
;

Тодi одержуємо: S = f(t) = V0t+
f ′′(t) · t2

2
– рiвняння зв’язує функцiю f(t) з

незалежною змiнною t i похiдною другого порядку функцiї f(t).
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Ще один приклад: рiвняння розмноження iз врахуванням
конкуренцiї

Швидкiсть зростання кiлькостi особин у популяцiї пропорцiйна до самої
кiлькостi особин.

ẋ = kx

Через конкуренцiю k = a− bx.
Коефiцiєнти a i b може бути зведено до одиниць вибором масштабiв t i x.

ẋ = (1− x)x
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Приклад: хижак-жертва

y – кiлькiсть хижакiв, x – кiлькiсть жертв.

{
ẋ = kx− axy
ẏ = −ly + bxy

– рiвняння Лотка-Вольтерри
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dy1/dt=  3*y1 - 2*y1*y2

dy2/dt= -2*y2 +   y1*y2
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Звичайнi диференцiальнi рiвняння та рiвняння у частинних похiдних

Означення. Диференцiальним рiвнянням називається рiвняння, що
зв’язує незалежнi змiннi, їхнi функцiї i похiднi (або диференцiали) цiєї функцiї.

Означення. Якщо диференцiальне рiвняння має одну незалежну змiнну, то
воно називається звичайним диференцiальним рiвнянням, якщо ж
незалежних змiнних двi або бiльше, то таке диференцiальне рiвняння
називається диференцiальним рiвнянням у частинних похiдних.
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Порядок диференцiального рiвняння

Означення. Найвищий порядок похiдних, що входять у рiвняння, називається
порядком диференцiального рiвняння.



Приклади

x3y′ + 8y − x+ 5 = 0 – звичайне диференцiальне рiвняння 1-го порядку. У
загальному виглядi записується F (x, y, y′) = 0.

x
d2y

dx2
+ xy

dy

dx
+ x2 = y – звичайне диференцiальне рiвняння 2-го порядку. У

загальному виглядi записується F (x, y, y′, y′′) = 0

y2
∂z

∂x
+ xy

∂z

∂y
= 0 – диференцiальне рiвняння в частинних похiдних першого

порядку.
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Загальний розв’язок ЗДР

Означення. Загальним розв’язком диференцiального рiвняння називається
така диференцiйована функцiя y = ϕ(x,C), що при пiдстановцi у вихiдне
рiвняння замiсть невiдомої функцiї обертає рiвняння у тотожнiсть.



Властивостi загального розв’язку

1) Оскiльки стала C – довiльна величина, то, загалом кажучи, диференцiальне
рiвняння має нескiнченну множину розв’язкiв.

2) При будь-яких початкових умовах x = x0, y(x0) = y0 iснує таке значення
C = C0, при якому розв’язком диференцiального рiвняння є функцiя
y = ϕ(x,C0).
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Частиннi розв’язки ЗДР

Означення. Розв’язок вигляду y = ϕ(x,C0) називається частинним
розв’язком диференцiального рiвняння.



Задача Кошi (Cauchy)

Означення. Задачею Кошi називається задача зi знаходження будь-якого
частинного розв’язку диференцiального рiвняння типу y = ϕ(x,C0), що
задовольняє початкову умову y(x0) = y0.



Теорема Кошi (теорема про iснування i єдинiсть розв’язку
диференцiального рiвняння 1-го порядку)

Якщо функцiя f(x, y) неперервна у деякiй областi D у площинi xOy i має у

цiй областi неперервну частинну похiдну
∂f

∂y
, то яка б не була точка (x0, y0)

в областi D, iснує єдиний розв’язок y = ϕ(x) рiвняння y′ = f(x, y), визначений
у деякому iнтервалi, що мiстить точку x0, що приймає при x = x0 значення
ϕ(x0) = y0, тобто iснує єдиний розв’язок задачi Кошi.



Iнтеграл ЗДР

Означення. Iнтегралом диференцiального рiвняння називається будь-яке
рiвняння, що не мiстить похiдних, для якого дане диференцiальне рiвняння є
наслiдком.



Приклад

Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння xy′ + y = 0.

Розв’язання
Загальний розв’язок диференцiального рiвняння шукається за допомогою
iнтегрування лiвої i правої частин рiвняння, що попередньо перетворенi у
такий спосiб:

x
dy

dx
+ y = 0

xdy = −ydx

dy

y
= −dx

x
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Розв’язання

Тепер iнтегруємо: �
dy

y
= −

�
dx

x

ln |y| = − ln |x|+ C0

ln |y|+ ln |x| = C0

ln |xy| = C0

xy = ±eC0 = C

y =
C

x
– це загальний розв’язок вихiдного диференцiального рiвняння.
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Розв’язання з початковими умовами

Припустимо, заданi деякi початковi умови: x0 = 1; y0 = 2, тодi маємо

2 =
C

1
; C = 2;

При пiдставляннi отриманого значення сталої в загальний розв’язок одержуємо
частинний розв’язок при заданих початкових умовах (розв’язок задачi Кошi).

y =
2

x



Поле напрямiв

Означення. Якщо у кожнiй точцi деякої областi на площинi вибрано пряму,
що проходить крiзь цю точку, кажуть, що в областi задано поле напрямiв.



Iнтегральна крива

Означення. Iнтегральною кривою називається графiк y = ϕ(x) розв’язку
диференцiального рiвняння на площинi xOy.

Лiнiя, яка у кожнiй своїй точцi дотикається до визначеного у цiй точцi
напрямку поля, є iнтегральною кривою поля напрямiв.
Отже, оскiльки напрямок дотичних визначається похiдною, поле напрямiв у
випадку рiвняння першого порядку задається значеннями похiдної, залежнiсть
якої вiд координат точки визначається самим рiвнянням.
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якої вiд координат точки визначається самим рiвнянням.



Особливий розв’язок

Означення. Особливим розв’язком диференцiального рiвняння
називається такий розв’язок, у всiх точках якого умова єдиностi Кошi (див.
Теорема Кошi) не виконується, тобто в околi деякої точки (x, y) iснує не менше
двох iнтегральних кривих.

Особливi розв’язки не залежать вiд сталої C.
Особливi розв’язки не можна одержати iз загального розв’язку нi при яких
значеннях сталої C. Якщо побудувати сiмейство iнтегральних кривих
диференцiального рiвняння, то особливий розв’язок буде зображуватися
лiнiєю, що у кожнiй своїй точцi дотична до принаймнi однiєї iнтегральної
кривої.
Не кожне диференцiальне рiвняння має особливi розв’язки.
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Приклад

Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння

y′ + y = 0.

Знайти особливий розв’язок, якщо вiн iснує.
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Розв’язання

Дане диференцiальне рiвняння має також особливий розв’язок y = 0. Цей
розв’язок неможливо одержати iз загального, однак при пiдставляннi у вихiдне
рiвняння одержуємо тотожнiсть.

Думка, що розв’язок y = 0 можна одержати iз загального розв’язку при C = 0,
помилкова, адже C1 = eC 6= 0.
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Диференцiальнi рiвняння першого порядку

Означення. Диференцiальним рiвнянням першого порядку
називається спiввiдношення, що зв’язує функцiю, її першу похiдну i незалежне
змiнну, тобто спiввiдношення вигляду:

F (x, y, y′) = 0



Розв’язне вiдносно похiдної диференцiальне рiвняння першого
порядку

Якщо таке спiввiдношення перетворити до типу y′ = f(x, y) то це
диференцiальне рiвняння першого порядку буде називатися рiвнянням,
розв’язним вiдносно похiдної.



Диференцiальна форма рiвняння

dy

dx
= f(x, y); dy = f(x, y)dx; f(x, y)dx− dy = 0;

f(x, y) = −P (x, y)
Q(x, y)

, Q(x, y) 6= 0

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0

– це так звана диференцiальна форма рiвняння першого порядку.
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Рiвняння типу y′ = f(x)

f(x) – визначена i неперервна на деякому iнтервалi a < x < b.

У такому випадку всi розв’язки даного диференцiального рiвняння
знаходяться як y =

�
f(x)dx+ C. Якщо заданi початковi умови x0 i y0, то

можна визначити сталу C.
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Рiвняння з вiдокремлюваними змiнними

Означення. Диференцiальне рiвняння y′ = f(x, y) називається рiвнянням з
вiдокремлюваними змiнними, якщо його можна записати у виглядi

y′ = α(x)β(y).

Iншi форми запису:

y′ − α(x)β(y) = 0; dy − α(x)β(y)dx = 0;
dy

β(y)
− α(x)dx = 0 при β(y) 6= 0;
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Розв’язання

α(x) = −X(x);
1

β(y)
= Y (y)

X(x)dx+ Y (y)dy = 0

�
X(x)dx+

�
Y (y)dy = C

Пiсля знаходження вiдповiдних iнтегралiв виходить загальний розв’язок
диференцiального рiвняння з вiдокремлюваними змiнними.
Якщо заданi початковi умови, то при їхнiй пiдстановцi в загальний розв’язок
знаходиться стала величина C, а, вiдповiдно, i частинний розв’язок.
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Приклад

Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння

yy′ =
−2x
cos y

Розв’язання
y cos y · dy

dx
= −2x

y cos ydy = −2xdx

�
y cos ydy = −2

�
xdx
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Розв’язання

Iнтеграл, що стоїть в лiвiй частинi, береться частинами:

�
y cos ydy =

∣∣∣∣∣ u = y; dv = cos ydy;

du = dy; v = sin y

∣∣∣∣∣

= y sin y −
�

sin ydy = y sin y + cos y

y sin y + cos y = −x2 + C

y sin y + cos y + x2 + C = 0

Це є загальний iнтеграл вихiдного диференцiального рiвняння, оскiльки
шукана функцiя i не виражена через незалежну змiнну. У цьому i полягає
вiдмiннiсть загального (частинного) iнтеграла вiд загального (частинного)
розв’язку.
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Перевiрка

y′ sin y + yy′ cos y − y′ sin y + 2x = 0

yy′ = − 2x

cos y
– вiрно.
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ln2 y
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