Тема 1
Функції багатьох змінних

Лекція 2 

Повторення. Координати вектору, модуль вектору, орт і напрямні косинуси вектору, скалярний добуток векторів, проекція вектору на вісь вектору; рівняння прямої та площини у просторі; геометричний та механічний зміст похідної функції однієї змінної. (посібник «Елементи векторної алгебри та аналітичної геометрії» додаток 1,3)
 
Запитання
1. Повний приріст функції двох змінних.
2. Яка функція називається диференційовною в точці?
3. Що називається повним диференціалом функції двох змінних?
4. Похідна за напрямком.
5. Градієнт та його властивості.
6. Рівняння дотичної площини та нормалі до поверхні.








Розглянемо функцію двох змінних , визначену в деякій області , і візьмемо у цій області деяку точку . У попередньому випадку надавали прирости тільки одній змінній і отримували частинні прирости. Розглянемо випадок, коли приріст надається обом змінним. Точка  перейде у точку . Функція також отримає приріст .
Якою буде структура цього приросту?







Для функції однієї змінної  у припущенні, що в точці  існує скінчена похідна , для приросту функції виведено формулу, де , при. Можна припустити, що повний приріст функції двох змінних має аналогічний вигляд, тобто 




 залежать від  і разом з ними прямують до нуля. 
Повний приріст функції навіть двох змінних знайти нелегко (громіздко), тому розглянемо на простому прикладі, який слугуватиме ілюстрацією подальших тверджень. 
Приклад 1 

Дано: Функцію . 


Знайти: повний приріст заданої функції в точці .


Вивчаємо функцію в нескінченно малому околі точки .







 

Повний приріст даної функції двох змінних має вигляд: . 


Тут величина є нескінченно малою більш високого порядку в порівнянні з відстанню між точками  

Теорема (без доведення)




Якщо частинні похідні  та функції  існують у точці  і в деякому її нескінченно малому околі та при цьому неперервні в цій точці, то повний приріст функції у цій точці має вигляд 

	 (1)


 залежать від  і разом з ними прямують до нуля. 

Якщо умови теореми виконуються в точці і повний приріст функції має вигляд (1), то функція називається диференційованою в точці.



Так як і для функції однієї змінної головна (лінійна відносно ) частина приросту називається повним диференціалом позначається  і має вигляд

 	(2)


Тут , , оскільки ці прирости лінійні. Повний диференціал дорівнює сумі частинних диференціалів.

Похідна за напрямком.

При знаходженні частинних похідних функції прирости розглядались у напрямку осей координат. Розглянемо випадок, коли приріст








 функції розглядаються в напрямку довільного вектору . Нехай в області  взято точку  і деякий вектор , напрямні косинуси якого  і відповідно. Орт вектору  - вектор . 




Надамо приріст  функції у напрямку цього вектору, , . Функція також отримає приріст . 
[bookmark: _Hlk155732092][image: ]
Розглянемо вираз для повного приросту функції двох змінних (1): 

, 

або . 

Поділимо ліву і праву частини рівності на : 


і візьмемо границю, у припущенні, що вона існує:

. 




Вираз  природньо назвати похідною функції  за напрямком вектору  і позначити . 



,  не залежать від , тому можна винести за знак границі. 


, , отже 




=  = . Остаточно маємо формулу для знаходження похідної за напрямком





Вектор  називається градієнтом скалярного поля, що задається функцією . Скалярне поле – це скалярна функція разом з її областю визначення. Скалярне поле характеризується лініями (поверхнями) рівня та градієнтом.
Похідна функції за напрямком вектору дорівнює скалярному добутку градієнта на орт вектору (фактично є проекцією градієнта на вісь вектору) і показує швидкість змінення функції в даній точці і в даному напрямку.

Вправа 1. 



Знайти похідну функції  в точці  в напрямі точки  і з’ясувати характер зміни поля в цьому напрямку.
Розв’язання. 



Областю визначення функції є множина, що задається нерівністю . Точка  задовольняє нерівність , тобто належить області визначення функції. 

Запишемо формулу для знаходження похідної за напрямком у точці :




Крок 1. Знайдемо градієнт функції у даній точці


 






Крок 2. Знайдемо координати та орт вектору : 

, 



, ,
Крок 3. Підставляємо у формулу



, то функція зростає в даному напрямку зі швидкістю 1.
Відповідь. 1

Розглянемо функцію трьох змінних: . 


Градієнтом функції в точці  називається вектор . 
Вправа 1с ( розв’язати самостійно). 





Знайти значення і напрям градієнта функції  в точці . Знайти похідну даної функції за напрямком вектору , де в точці .

( - числа, що відповідають номеру зі списку, 

наприклад, №1 ). 

Наведемо деякі властивості градієнта: 

1. Градієнт – вектор, перпендикулярний до поверхні (лінії) рівня, що проходить через задану точку. 


Доведення. Нехай =С- рівняння поверхні рівня, тоді . 


З іншого боку , .



2. Градієнт указує напрям найшвидшого змінення функції, а  - швидкість змінення, іншими словами похідна функції у даній точці за напрямом вектору  має найбільше значення, якщо напрям вектору  збігається з напрямом градієнта. 

Доведення. 




, і найбільше значення досягається при , . 


Вправа 2 Знайти величину та напрям найбільшої зміни функції в точці 


Розв’язання. Як відомо, напрямком найбільшої зміни функції є напрямок градієнту 
Знаходимо частинні похідні функції в точці:







 - напрямок найшвидшого змінення функції

 - швидкість змінення функції в напрямку градієнта.

Вправа 2С


Знайти найбільшу швидкість змінення поля  у точці .



Дотична площина і нормаль до поверхні







При вивченні функції однієї змінної розглядалось поняття дотичної до кривої у точці. Дотичну , проведену до кривої у точці , розуміли як граничне положення січної . Якщо точка  прямуватиме до точки  по кривій, то відстань . 
[image: ]








Аналогічно можна розглядати й дотичну площину до поверхні в даній точці. Якщо задано певну поверхню  і точку  на ній, то площина  буде дотичною площиною до поверхні у точці , якщо при наближенні будь-якої рухомої точки  поверхні до точки , відстань точки  до площини буде нескінченно малою, причому більш високого порядку в порівнянні з відстанню .

[image: ]
[bookmark: _GoBack]

Зразок виконання завдання 11 з РР

11. 

 Записати рівняння дотичної площини та нормалі до поверхні:  в точці .
Розв’язання. 

Розглянемо функцію 


Вектор  перпендикулярний до дотичної площини в точці дотику.


Складаємо рівняння площини, що проходить через дану точку, перпендикулярно до даного вектору (Додаток3).

 
Отримали рівняння дотичної площини.

Нормаль до поверхні в даній точці – пряма, яка перпендикулярна до дотичної площини, що проведена до поверхні в даній точці. 

Знайдений вектор буде напрямним для нормалі. Канонічне рівняння нормалі має вигляд:  .


Відповідь. 
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