Тема 1 
Функції багатьох змінних

Лекція 1 
Функції багатьох змінних (основні поняття). 
Частинні похідні функції двох змінних.

Повторення. Що називаться функцією одної дійсної змінної? Способи задання функції. Основні властивості функцій. Означення похідної функції одної змінної. Геометричний та механічний зміст похідної. Диференціал.Таблиця та правила знаходження похідної функції одної змінної.
Для зручності будемо вивчати функції багатьох змінних на прикладі функції двох змінних.
Всі важливі положення теорії функцій двох змінних можна легко розповсюдити на випадок функцій трьох і більше змінних, не втрачаючи загальності. Окрім цього для функцій двох змінних можливі наочні інтерпретації.

Запитання.

1. Що називається функцією двох змінних? Наведіть приклади.
2. Способи задання функції двох змінних.
3. Значення функції в точці. 
4. Область визначення функції двох змінних. Вправи на знаходження області визначення. 
5. Графік функції двох змінних.
6. Лінії рівня.
7. Окіл точки.
8. Границя та неперервність функції двох змінних (самостійно [1] c.8-10, п. 1.2, 1.3
9. Частинні прирости та частинні похідні функції двох змінних. 

Література. 1. Автори Денисюк, Репета. Том 2. ( у папці Література) с.6 – 63
2. У папці Підручники. Автори Тевяшев та ін.  т 2 с.113. §1-2.


Контроль. Домашні завдання, відповіді на запитання, порівняльна таблиця.

Праву частину таблиці будемо заповнювати поступово. Ліву заповнити самостійно, що є повторенням раніше вивченого матеріалу.
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Будемо вивчати функції двох змінних за аналогією з функціями однієї дійсної змінної. 
При вивченні функцій однієї змінної вивчали зв'язок між змінними: незалежною (аргумент) і залежною (функцією). Закон, що пов’язував ці дві змінні, також називався функцією або функціональною залежністю. Обидві змінні приймали дійсні значення, тому функція – функція однієї дійсної змінної. 
Однак у дослідженнях природних явищ частіше незалежних змінних буває більше одної, тому необхідно розширити поняття функціональної залежності на випадок, коли незалежних змінних буде більше ніж одна, а залежна змінна визначається значеннями кожної з них. 



Приклад 1 Площа прямокутника  знаходиться за формулою  і є функцією його сторін .




Приклад 2 Об’єм прямого кругового циліндра знаходиться за формулою . залежить від радіуса основи R та висоти циліндра H:  і є функцією двох змінних. 
Завдання. Наведіть самостійно приклади функцій декількох змінних, що застосовуються у різних галузях науки.

Способи задання функції: аналітично (рівнянням), графічно, табличним способом.
При аналітичному завданні частіше будемо зустрічатися з такими випадками:


 - функцію задано явно, наприклад ,


 неявно, наприклад . 





Значення функції  в точці  позначають або , або .

Як знайти значення функції в точці?



Вправа 1. Знайти значення функції  в точках , 



Розв’язання. Для знаходження значення функції в точці потрібно у формулу, що задає функцію, підставити значення незалежних змінних:, 



В точці  функція має значення , 

Завдання. Знайдіть значення функції у точці .


У даному випадку для будь-якої впорядкованої пари дійсних чисел  можна знайти відповідне значення функції . 









Розглянемо функцію . Тут спостерігаємо природне обмеження: на множині дійсних чисел вираз, що стоїть під коренем парного степеню має бути невід’ємним. Значення функції можливо знайти тільки, якщо впорядкована пара  задовольняє умову , тобто належать області, яка задається нерівністю . Зобразимо цю область на дійсній площині. Для зображення області спочатку побудуємо її границю, що задається рівнянням . Дане рівняння є рівнянням кола з центром у точці  і радіусом 1. Коло зображуємо суцільною лінією, оскільки нерівність нестрога. Коло поділило площину на дві частини: внутрішню і зовнішню. Щоб узнати, яку частину обрати, застосуємо метод контрольної точки. Візьмемо точку  і підставимо в нерівність . Отримаємо правильну числову нерівність, отже заштриховуємо ту частину площини, в якій знаходиться точка, тобто внутрішню частину круга.

[image: ]

Рис.1

На Рис.1 зображено область визначення функції 

Областю визначення функції  буде вся площина, оскільки жодних обмежень немає.







Множину пар для яких функція  визначена, називають областю визначення цієї функції і позначають  або . Множину всіх значень , які приймає функція, коли  називають областю значень функції і позначають Е. 

Для знаходження області визначення функції двох змінних використовуються ті самі обмеження, що і для функції однієї змінної. 

Природні обмеження на область визначення функції одної змінної.



Яким би способом не було задано функцію, ми завжди маємо справу з двома множинами: областю визначення  та областю значень функції . 
Всі значення незалежної змінної утворюють область визначення функції. 

При знаходженні області визначення функції слід відповісти на запитання: які значення може приймати незалежна змінна (аргумент) ? 


Всі значення, які приймає залежна змінна (функція) при , утворюють область значень функції. Наприклад: 

,




При знаходженні області визначення функції на множині дійсних чисел враховують обмеження, що виникають, якщо функція містить:
1. 
Ділення на нуль 	
2. 
Виключення кореня парного степеня  	 
3. 
Логарифми  	 
4. 
Арксинус, арккосинус   	
5. 
Нульовий степінь  	 
6. 
 
Аналогічні обмеження маємо і для функції двох змінних.



Вправа2. Знайти область визначення функції та зобразити її на координатній площині. Завдання 1 з розрахункової роботи. 

 
Розв’язання. 
Запишемо систему обмежень. 
1. 


Вираз, що стоїть під знаком логарифма строго додатний: . Будуємо пряму  пунктирною лінією, оскільки нерівність строга. Візьмемо довільну точку (3,0) і підставимо в нерівність. Отримуємо правильну числову нерівність . Штрихуємо ту півплощину, де знаходиться точка.
2. Вираз, що стоїть під коренем парного степеню має бути невід’ємним: 

. 
3. 
 Знаменник дробу не дорівнює нулю: 

Система обмежень, що задає область визначення функції: 



У тій самій системі координат побудуємо область, що задається нерівністю . Границя області – коло . Зображуємо пунктирною лінією. Беремо контрольну точку, наприклад . Підставляємо в нерівність. Правильно. Штрихуємо внутрішню частину круга. 



[image: ]

Областю визначення функції буде спільна частина (перетин) двох областей.
Графік функції двох змінних


Графіком функції  у прямокутній декартовій системі координат називають геометричне місце точок, проекції яких на площину  належать області D. Як правило, графіком функції двох змінних є поверхня. Фактично графік – наочне зображення закону, що задає функцію. 

[image: ]

Лінії рівня 


Якщо поверхню перетинати площинами , яка належить області значень функції, то отримаємо криві . Такі криві називають лініями рівня.

[image: ]


Для функції  лінії рівня – це кола з центром у точці , які фактично задають план поверхні. 

[bookmark: _GoBack][image: ]

Частинні похідні функції двох змінних








Розглянемо функцію двох змінних , визначену в деякій області , і візьмемо у цій області деяку точку . Значення  зафіксуємо, а  будемо змінювати. Тоді функція  буде функцією однієї змінної і можна говорити про її похідну в точці . Пригадайте і запишіть означення похідної функції однієї змінної у точці.

[image: ]












Розглянемо деякий окіл точки . -окіл точки  у  - це множина всіх внутрішніх точок  круга з центром в цій точці і радіусом , тобто таких, що відстань їх до точки  не перевищує , тобто ,




Придамо значенню  приріст  і точка  перейде в точку.


Функція  також отримає приріст, який називають частинним приростом, оскільки він зумовлений тільки приростом тільки одної змінної: 
Знайдемо границю відношення приросту функції до приросту аргументу:

. Якщо границя існує, то таку конструкцію в математиці називають похідною. 



У даному випадку будемо називати її частинною похідною за  і позначати одним із способів: . Тобто 


Вправа. Дано: 

Знайти: 
Розв’язання. 

Для знаходження частинної похідної функції двох змінних потрібно знати таблицю та правила знаходження похідних функції однієї змінної.




Пам’ятати, що при знаходженні похідної за   вважається змінною, а друга змінна  вважається сталою.




, оскільки похідна суми двох функцій дорівнює сумі похідних доданків. Далі згідно таблиці , а , оскільки  - стала. 

Відповідь. 



Завдання. Проведіть аналогічні міркування і дайте означення частинної похідної за . Знайдіть  функції .

На практичні заняття: №1.1 с.16, №2.1 с.36 [1]
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