ВСТУП

Оптимізація (в математиці, інформатиці та дослідженні операцій) – це завдання знаходження екстремуму (мінімуму або максимуму) цільової функції в деякій області кінцевого векторного простору, обмеженої набором лінійних та/або нелінійних рівностей та/або нерівностей.

Очевидно чи неявно задачі оптимізації виникають постійно у будь-якій сфері діяльності. Економічне планування, управління, розподіл ресурсів, аналіз виробничих процесів, проектування складних об'єктів завжди пов'язані з пошуком найкращого варіанта. Вирішення таких завдань дозволяє проектувати та створювати оптимальні складні системи з мінімальною витратою ресурсів. Такі завдання ставилися і вирішувалися ще до нашої ери. Інтенсивність досліджень у галузі оптимізації сильно зросла у другій половині минулого століття. Наступний поштовх розвитку досліджень у поточний час був ініційований створенням систем штучного інтелекту.

Теорію та методи вирішення задачі оптимізації вивчає математичне програмування.

Математичне програмування – це розділ математики, що розробляє теорію, чисельні методи вирішення багатовимірних завдань оптимізації з обмеженнями.

Присутність у назві дисципліни терміна "програмування" пояснюється тим, що перші дослідження та перші додатки лінійних оптимізаційних завдань були у сфері економіки, тому що в англійській мові слово "programming" означає планування, складання планів або програм. Цілком природно, що термінологія відбиває тісний зв'язок, що існує між математичною постановкою задачі та її економічною інтерпретацією (вивчення оптимальної економічної програми).

Одним з найважливіших попередніх етапів науково дослідження є визначення мети відносно якої оптимізаційна задача може виникати стосовно безпосередньо самої системи – її оптимальної структури, оптимального функціонування. Якщо задача розглядається у консервативних системах, її можна назвати внутрішньою оптимізаційною задачею. 

Наприклад, задача знаходження оптимальної траєкторії у консервативному полі, розподіл популяції за статусом в межах певного ареалу.

Задачі, які розглядались в дисципліні «Дослідження операцій » в межах симплекс-методу відносяться до внутрішніх задач (всі елементи задачі належать до одного замкненого простору).

Система може залежати від зовнішніх факторів або бути з ними тісно пов’язана, тоді таку задачу можна віднести до зовнішніх оптимізаційних задач. 

Наприклад, пристосування системи до впливу зовнішніх факторів, розподіл популяції за статусом в період міграції.

Для зовнішніх оптимізаційних розглядається задача адаптації – знаходження оптимального рішення під впливом зовнішніх факторів.

В попередніх курсах вже розглядались оптимізаційні задачі різного призначення:
- теорія алгоритмів – пошук оптимального шляху;
- дослідження операцій – оптимальне планування, розподіл ресурсів, оптимальний шлях;

- теорія прийняття рішень – задачі оптимального прийняття рішень в умовах визначеності, ризиків та невизначеності;

- аналіз даних – задачі оптимального пошуку.

З розвитком науково технічного прогресу більшість традиційних методів, які розглядались у перерахованих вище дисциплінах, вже не справляються із задачами, які висуває життя. Це зумовило необхідність у розробці нових підходів та методів. Сьогодні, для вирішення оптимізаційних задач успішно застосовується теорія нечітких множин та нечіткої логіки, нейронні мережі та штучний інтелект, а також метаевристики. Метою даного посібника є ознайомлення з теорією та практикою застосування саме метаевристик – методів, які засновані на дослідженні за природними явищами. У посібнику розглядається три групи мета евристичних методів: еволюційні методи, методи засновані на законах фізикт, методи ройового інтелекту.
Основною перевагою використання метаевристика є їх здатність знаходити досить хороші рішення з використанням прийнятних обчислювальних ресурсів та часових меж, особливо для складних завдань. Вони менш схильні застрягати в локальних оптимумах порівняно з традиційними методами, що робить їх ефективнішими для складних оптимізації завдань. Крім того, метаевристики можна легко адаптувати до різних проблемних областей, що дозволяє дослідникам та практикам підганяти їх під конкретні потреби. 

І. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ ОПТИМІЗАЦІЇ ТА ОГЛЯД МЕТОДІВ ЇЇ ВИРІШЕННЯ

1.1 Загальна постановка задачі оптимізації
Розрізняють декілька типів оптимізаційних задач, основними серед яких є: 
· задачі параметричної оптимізації;

· задачі структурної оптимізації;

· задачі топологічної оптимізації;

· задачі геометричної оптимізації.

Далі, будемо розглядати задачі параметричної оптимізації, так як вони зустрічаються найчастіше, але запропоновані у посібнику методи можуть успішно застосовуватись і до інших типів оптимізаційних задач.

Параметрична оптимізація – це процес пошуку найкращих значень параметрів об'єкта або системи, при якому оптимізована функція (цільова функція) досягає екстремального значення (максимум або мінімум), при заданих обмеженнях. Інакше кажучи, це завдання визначення значень параметрів, які забезпечують найкраще поведінка системи з погляду заданого критерію.

Як і для розв’язання будь-якої математичної задачі першим кроком у вирішенні задачі оптимізації є визначення її типу та формалізація, а саме побудова математичної моделі. До складу математичної моделі оптимізаційної задачі входить:

· перелік змінних 
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· цільова функція – 
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 функція n-вимірного векторного аргументу 
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, що пов’язує величину, оптимальне значення якої необхідно знайти, з параметрами задачі;
· критерій оптимальності – визначення, яка величина максимізується чи мінімізується 
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· обмеження – нерівності 
[image: image6.wmf]0

>

j

g

 або 
[image: image7.wmf]0

<

j

g

 або рівності 
[image: image8.wmf]0

=

k

h

, яким мають задовольняти значення змінних і визначають область допустимих значень 
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Задача параметричної оптимізації в загальному вигляді представляється наступною математичною моделлю:

- 
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Тоді завдання вирішити задачу 
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- показати, що розв’язок існує;

- показати, що цільова функція 
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- знайти таке 
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Задача знаходження максимуму може бути приведена до задачі відшукання мінімуму. Зв’язок між задачами максимізації та мінімізації може виражатися формулами: 
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На рис. 1.1 представлена графічна інтерпретація задачі двопараметричної оптимізації.
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Рис. 1.1 Графічне представлення задачі багато параметричної  оптимізації: цільова функція – 
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Отже, для побудови математичної моделі потрібно виконати 4 етапи:

- визначення межі системи оптимізації. Відкидаємо ті зв'язки об'єкта оптимізації із зовнішнім світом, які не можуть сильно вплинути на результат оптимізації, а точніше ті, без яких рішення спрощується;

- вибір керованих змінних. "Заморожуємо" значення деяких змінних (некеровані змінні). Інші залишаємо приймати будь-які значення в якості допустимих рішень (керовані змінні);

- визначення обмежень на керовані змінні (рівності та/або нерівності);

- вибір числового критерію оптимізації (наприклад, показника ефективності). Створюємо цільову функцію.
В залежності від типу задачі її математична модель може варіюватись. 
Оптимізаційні задачі в загальному випадку прийнято поділяти на:

· задачі пошуку глобального екстремуму. До складу такої задачі обмеження не входять і їх ще називають задачами безумовної (unconstrained) оптимізації;

· задачі пошуку локальних екстремумів. Такі задачі обов’язково містить обмеження і ще називаються задачами умовної (constrained) оптимізації.
Оптимізаційні задачі мають і інші класифікаційні ознаки:
· за типом параметрів. Розрізняють неперервні (continues), дискретні (discrete) та цілочисленні (integer) оптимізаційні задачі;

· за критерієм розмірності допустимої множини параметрів D. За цим критерієм задачі поділяються на задачі одновимірної та багатовимірної оптимізації;
· за кількістю критеріїв. Розрізняють одно- та багатокритеріальні задачі;

· за критерієм наявності або відсутності обмежень на допустиму множину D. Розрізняють завдання умовної (constrained) та безумовної (unconstrained) оптимізації. Цей ознака класифікації має місце як одномірних, так багатовимірних завдань оптимізації;

· за характером обмежень. Розрізняють детерміновану оптимізацію та стохастичну. Якщо множина допустимих значень включає випадкові компоненти, має місце стохастичне програмування. При цьому стохастична оптимізація може відноситись і до дискретного завдання;

· за видом цільової функції та видом обмежень. Розрізняють лінійне та нелінійне програмування;

· за видом області допустимих рішень, яка визначається обмеженнями розрізняють опукле та не опукле програмування.
1.2 Класифікація методів оптимізації

Теорію та методи вирішення задачі оптимізації вивчає математичне програмування. Математичне програмування – це розділ математики, що розробляє теорію, чисельні методи вирішення багатовимірних завдань оптимізації з обмеженнями.

Присутність у назві дисципліни терміна "програмування" пояснюється тим, що перші дослідження та перші додатки лінійних оптимізаційних завдань були у сфері економіки, тому що в англійській мові слово "programming" означає планування, складання планів або програм. Цілком природно, що термінологія відбиває тісний зв'язок, що існує між математичною постановкою задачі та її економічною інтерпретацією (вивчення оптимальної економічної програми).

Методи оптимізації (МО) мають складну класифікацію, за різними факторами. Вибір методу оптимізації значною мірою залежить від типу поставленої задачі. В загальному випадку класичні методи оптимізації поділяють на декілька великих груп:

· детерміновані – застосовуються для детермінованих задач і завжди повертають одне і теж значення;

· стохастичні – застосовуються коли задача містить стохастичні величини і в розрахунках використовують методи статистичного аналізу;

· комбіновані – застосовуються коли деякі елементи детерміновані, а деякі мають стохастичну складову.

За способом отримання розв’язку МО поділяють на:

· аналітичні;

· чисельні (наближені);

· алгоритмічні;

· графічні.

В залежності від типу задач виділяють:

- методи глобальної оптимізації (задача без обмежень) – мають справу з багато екстремальними цільовими функціями. При глобальному пошуку основним завданням є виявлення тенденцій глобальної поведінки цільової функції.

- методи локальної оптимізації (задача з обмеженнями) – у разі унімодальної цільової функції цей екстремум є єдиним і буде глобальним максимумом/мінімумом.

За кількістю параметрів виділять:

· методи одновимірної оптимізації;

· методи багатовимірної оптимізації.

За обчислювальними можливостями виділяють:

· прямі методи – вимагають обчислення лише цільової функції у точках наближення;

· методи першого порядку – базуються на обчисленні перших похідних через які визначається напрямок прямування до оптимуму;

· методи другого порядку – базуються на обчисленні других похідних (гессіана цільової функції – матриці частинних похідних 2-го порядку), що дозволяє проводити більш глибокий аналіз поведінки цільової функції в точках наближення.

За виглядом цільової функції розрізняють:

· методи лінійного програмування – цільова функція і обмеження лінійні, застосовуються прямі методи;

· методи нелінійного програмування – цільова функція і/або обмеження нелінійні.

Для складних систем більшість існуючих класичних методів оптимізації не дають результату у зв’язку з чим сьогодні активно розробляються сучасні методи оптимізації:

· теоретико-ігрові;

· на основі теорії нечітких множин та нечіткої логіки;

· на основі нейромереж;

· евристичні методи – логічні прийоми та методичні правила наукового дослідження і винахідницької творчості, які здатні призводити до мети в умовах неповноти вихідної інформації та відсутності чіткої програми управління процесом вирішення завдання.
· методи штучного інтелекту.

В основі більшості сучасних підходів вирішення МО лежать стохастичні методи, які дозволяють подолати проблеми, що виникають при розв’язанні складних задач.

Можна виділити і інші класифікаційні ознаки і продовжувати класифікатор методів далі, але зупинимось на класифікації, наведеній на рис. 1.2.

[image: image29]
Рис. 1.2 Класифікація методів оптимізації за математичним апаратом

З урахуванням кількості параметрів та критеріїв класифікація МО наведена на рис. 1.3.
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Рис. 1.3 Класифікація розрахунково-експериментальних методів
Ефективність алгоритмів оптимізації залежить:

- від властивостей оптимізованої функції;

- розмірності та топології простору незалежних змінних;

- точності розв'язання задачі оптимізації.

Особливістю розв’язання оптимізаційних задач є той факт, що часто необхідно знайти не єдиний розв’язок, який чітко відповідав би на питання так чи ні, а знайти, нехай наближене, але прийнятне рішення, яке краще за інші. Це дозволяє у випадку складних математичних моделей оптимізаційної задачі застосовувати наближені чисельні, та евристичні методи.

Для застосування метаевристичних методів постановку задачі необхідно виконати у термінах відповідного методу. Кожна метаевристика має власну поведінку та характеристики, але можна виділити ряд основних спільних компонентів, пов’язаних з основними операціями реалізації.
1. Ініціалізація. Метод знаходження початкового рішення.

2. Окіл. Кожному рішенню x відповідає множина околів і пов'язані з ними переходи: 
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3. Критерій та умови вибору околу (визначається у разі наявності більше одного околу). 
4. Відбір кандидатів. Відповідний список кандидатів 
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 може бути постійним та оновлюваним від ітерації до ітерації (наприклад, табу-пошук), або він може бути побудований на кожній] новій ітерації (наприклад, генетичні методи). У всіх випадках критерій вибору визначає, яким чином можна вибрати рішення для включення до списку кандидатів.

5. Критерій прийняття рішення 
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, з врахуванням штрафів, точності, тощо.
6. Критерії зупинки. Метаевристика може бути зупинена згідно з різними критеріями: час обчислень, кількість ітерацій, темпи покращення рішення.
1.2 Складність задач оптимізації
Хоча необхідність у розв’язанні оптимізаційних задач виникає майже повсякчасно, існує цілий ряд проблем, пов’язаних з їх розв’язанням. Основні проблеми включають: складність математичного моделювання реальних процесів, складність математичної моделі, відсутність ефективних чисельних методів для деяких класів завдань.
Важливим фактором, що обумовлює складність є «прокляття розмірності. Також, на складність впливає наявність невизначеності та випадковості.
Складність саме оптимізаційних задач обумовлюється наявність локальних екстремумів, що тягне відсутність гарантії отримання глобального оптимуму.

Іншими факторами, пов’язаними із складність розв’язання задач оптимізації є проблема вибору методу та інтерпретація результатів.

1.2.1 Складнісь математичної моделі оптимізаційних задач

Складність оптимізаційних завдань визначається, насамперед, математичною моделлю: типом цільової функції, обмежень та розмірністю простору пошуку. В залежності від цих характеристик можна виділити задачі, які взагалі неможна розв’язати аналітичними методами, а також задачі для яких застосування наближених методів вимагає великих обчислювальних ресурсів або значного часу.
Важливими компонентами оптимізаційної задачі є цільова функція – узагальнений показник системи, що характеризує ступінь досягнення її мети і описує залежність між різними параметрами завдання та результатом. Складання цільової функції одне з найважливіших завдань, однак немає загальної теорії для її побудови, а є лише деякі рекомендації.
Цільова функція може задаватись декількома способами:

· як функція від зовнішніх однорідних параметрів: 
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· як композиція від функцій однорідних параметрів: 
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· як впорядкована (ранжована ) сукупність цільових функцій:
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- як довільна залежність від усіх або частини (але не менше двох) різнорідних зовнішніх параметрів.
Складність функції для її дослідження може обумовлюватись великою розмірністю (кількістю параметрів), складним вираженням (функція від функції 
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, наявністю розривів.
Для оптимізаційних задач складними є також цільові функції, які мають багато локальних екстремумів, екстремуми нерівномірно розташовані в області пошуку, мають дуже мале або велике значення похідної в околі екстремуму (повільно або швидко зростаючі). 
Область пошуку рішень 
[image: image38.wmf]D

 задається обмеженнями, які також найчастіше представляються функціями складність яких обумовлює складність оптимізаційної задачі, а такоє кількість обмежень. 
Складність оптимізаційної задачі також пов’язана з опуклістю області 
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. Обчислювальна складність неопуклих завдань може бути значно вищою, ніж у опуклих, часто вимагаючи складніших алгоритмів і більшого часу обчислень. Необхідно зауважити, що більшість існуючих методів оптимізації розроблена для опуклої області допустимих рішень. Для вирішення завдань неопуклої оптимізації було розроблено різні методи. Одним із популярних підходів є використання алгоритмів глобальної оптимізації, таких як генетичні алгоритми, імітація відпалу та оптимізація рою частинок. Ці методи призначені для ретельнішого дослідження простору рішень, збільшуючи ймовірність знаходження глобального оптимуму. Інший метод передбачає використання багатостартових стратегій, у яких запуску алгоритмів локальної оптимізації вибираються кілька початкових точок, цим підвищуючи шанси вихід із локальних мінімумів.
Особливо для нелінійних задач, фактором який впливає на складність є тип обмежень – обмеження 1-го, 2-го роду. Так для задач з обмеженнями у вигляді рівностей можна застосовувати метод множників Лагранжа, а для обмежень-нерівностей завдання може бути описана в термінах геометричних умов оптимальності, умов Каруша - Куна - Таккера, за яких можуть бути вирішені тільки прості завдання.
Отже основними факторами, що впливають на складність задачі оптимізації є:

· розмірність;

· не лінійність;

· мультимодальність.
Для оцінки складності вводиться класифікація за складністю функцій, обчислення яких можливе при обмеженнях, що задаються, на споживані ресурси:
- клас P – клас завдань, які можна вирішити за поліноміальний час.

- клас NP – клас завдань, які можна вирішити за поліноміальний час тільки на недетермінованій Машині Тьюринга. Це завдання, у яких є відповідь, знайти яку важко, але перевірити можна за поліноміальний час.

Зауваження: До NP завдань відносять завдання перебору всіх ймовірних рішень, такі задачі ще називають комбінаторно складними. Перевірити, що (P < або > NP) або (P = NP) досі не вдалося. Це одна з найважливіших проблем ХХІ ст.

- клас NP-повних завдань – клас завдань, складніших ніж будь-яке NP завдання. 
- клас PSPACE – клас завдань, які можна вирішити в поліноміальному просторі, але не обов'язково за поліноміальний час.

- клас PSPACE-повних завдань – клас завдань, які мають таку властивість: якщо будь-яка з них NP, то PSPACE=NP, і якщо будь-яка з них є P проблемою, то PSPACE=NP.

- клас EXPTIME – клас завдань, що вирішуються за експоненціальний час.

- клас EXPTIME-повних завдань – клас завдань, які вирішуються за детермінований поліноміальний час. 
Також, необхідно пам’ятати, що виділяється складність обумовлена складністю формалізації (постановки) самого завдання у випадках: 

- слабко структурованих систем; 

- необхідності врахування як кількісних так і якісних характеристик системи;

- недостатності інформації про систему.

У таких випадках часто важко виділити основні параметри задачі, сформулювати цільову функцію, визначити основну парадигму пошуку оптимального рішення. Застосування сучасних інтелектуальних підходів, заснованих на нечіткій логіці, метаевристиках та нейрон-мережах дозволяє вирішити навіть такі складні завдання.
1.2.2 Складність алгоритму вирішення оптимізаційної задачі
Складність завдань не визначається складністю найкращого алгоритму, необхідного для їх вирішення, але, складність розв’язання оптимізаційної задачі напряму пов’язана із складністю алгоритму.
Складність алгоритму – це кількісна оцінка ресурсів, що витрачаються алгоритмом, зазвичай її оцінюють за часом виконання або обсягами необхідної пам'яті. В обох випадках складність залежить від розмірів вхідних даних (наприклад, кількості змінних, обмежень чи елементів у множини).

Оцінка складності алгоритму дозволяє оцінити його практичну придатність, оскільки швидкий алгоритм може бути привабливішим, навіть якщо він менш точний. Крім того, це дозволяє порівнювати різні алгоритми та вибирати найбільш підходящий для конкретної задачі та допомагає прогнозувати її поведінку та передбачати, як зміниться час виконання та споживання пам'яті при збільшенні обсягу даних. Нарешті, складність алгоритму є орієнтиром для оптимізації коду, оскільки дозволяє шукати ефективніші рішення.
Існують два основні види складності алгоритмів: 
- часова складність – відображає кількість операцій або час, необхідний виконання алгоритму залежно від розміру вхідних даних; 
- просторова складність – оцінює обсяг пам'яті, необхідний виконання алгоритму. 
Вони відіграють важливу роль при виборі ефективних алгоритмів, особливо в умовах обмеженого часу виконання та ресурсів пам'яті. 
Для оцінки складності алгоритму застосовуються такі асимптотичні позначення як: 
- О (О велике) – оцінює верхню межу часової чи просторової складності алгоритму. Наприклад, якщо алгоритм має часову складність 
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, це означає, що він виконується не швидше ніж квадратична функція від розміру вхідних даних. Класичним прикладом алгоритму складності 
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 є сортування методом «бульбашки»;
- 
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 (омега велике) – вказує на нижню межу складності алгоритму. Якщо часова складність алгоритму оцінюється як 
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, це означає, що алгоритм виконуватиметься повільніше, ніж лінійна функція від розміру вхідних даних. Прикладом алгоритму з логарифмічною складністю 
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 є бінарний пошук, оскільки він демонструє нижню межу часової складності;

- 
[image: image45.wmf]Q

 (тета велике) – використовується для визначення точної складності алгоритму у різних сценаріях, включаючи найгірший випадок, кращий і середній випадок, якщо такі є. Наприклад, якщо часова складність алгоритму оцінюється як 
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, це означає, що алгоритм виконується приблизно з тією ж швидкістю, як зазначена функція при досить великих вхідних даних. Прикладом алгоритму складності 
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 є швидке сортування, тому що він працює з тією ж швидкістю, як зазначена функція.. 

Вони допомагають описати, як змінюється продуктивність алгоритму зі збільшенням розміру вхідних даних.
Зазвичай обчислювальна складність при розмірності вхідних даних рівній 
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 характеризується 
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 – складність не залежить від 
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 (постійні);

- 
[image: image52.wmf](

)

n

О

 – лінійні;
- 
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 – поліноміальні, де 
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 – константа;
- 
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 – експоненціальні, де 
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 – константа, а 
[image: image57.wmf](

)

n

f

 – поліноміальна функція;
- 
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 – суперполіноміальні, де
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 –константа, а 
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 – функція, яка зростає повільніше ніж лінійна.

Що таке мета евристичні методи

Евристичні методи ґрунтуються на підсвідомому мисленні та характеризуються неусвідомленим (інтуїтивним) способом дій для досягнення усвідомлених цілей. Евристичні методи називають методами інженерного (винахідного) творчості.

Метаевристика – це високорівнева процедура, розроблена для генерації або вибору евристики, яка може забезпечити досить гарне вирішення задач оптимізації, особливо коли класичні методи неефективні. Ці алгоритми особливо корисні при вирішенні складних завдань, де традиційні методи оптимізації можуть знайти оптимального рішення в розумні терміни. Метаевристики часто застосовується в різних галузях, включаючи дослідження операцій, штучний інтелект та науку про дані завдяки своїй гнучкості та адаптивності.

Метаевристики (за визначенням Ш. Люка) – загальна, але невдала назва для будь-якого стохастичного алгоритму оптимізації, який використовується як "остання надія" на шляху до вирішення задачі з використанням випадкового пошуку або повного перебору.

Типові завдання: невідомо як шукати рішення, але можна оцінити альтернативне рішення, якщо воно є.

Визначення. Евристичні методи розв'язання задач – це наближені алгоритми, які дозволяють знаходити розв'язки задач із досить високою ефективністю, але без гарантії оптимальності. Евристики ґрунтуються на використанні досвіду, емпіричних спостережень та простих правил, щоб приймати швидкі рішення.

Більшість евристичних методів було розроблено на основі спостереження за природними явищами: протіканням фізичних процесів; поведінкою біологічних систем. Метаевристичні методи можуть поєднувати декілька евристичних методів (звідси мета).

У наукових дослідженнях метаевристики відіграють вирішальну роль у різних додатках, таких як вибір ознак, кластеризація та оптимізація. Їх можна використовувати для тонкого налаштування моделей машинного навчання шляхом оптимізації гіперпараметрів, тим самим покращуючи продуктивність моделі. Основною перевагою використання метаевристика є їх здатність знаходити досить хороші рішення в розумні терміни, особливо для NP-важких завдань, наприклад, задачі комівояжера. Вони менш схильні застрягати в локальних оптимумах порівняно з традиційними методами, що робить їх ефективнішими для складних оптимізації завдань. Крім того, метаевристики можна легко адаптувати до різних проблемних областей, що дозволяє дослідникам та практикам підганяти їх під конкретні потреби.

Метаевристики характеризуються здатністю ефективно досліджувати та використовувати простір пошуку. Зазвичай вони включають механізми для виходу з локальних оптимумів, що дозволяє виконувати пошук у ширшій області простору рішень. До загальних характеристик належать підходи, засновані на популяції, ітеративне покращення та використання випадковості для покращення дослідження. Ці особливості роблять метаевристики надійними та універсальними, що підходять для широкого спектра завдань оптимізації.

Незважаючи на переваги, реалізація метаевристика може представляти низку проблем. Однією з основних проблем є необхідність ретельного налаштування параметрів, оскільки продуктивність цих алгоритмів може бути дуже чутливою до їх значень. Крім того, стохастична природа багатьох метаевристик може призвести до мінливості результатів, що ускладнює досягнення їх узгодження. Дослідники також повинні враховувати компроміс між дослідженням та експлуатацією, щоб гарантувати, що алгоритм ефективно переміщується у просторі рішень.

Важливо відзначити, що евристичні методи та метаевристики забезпечують наближені рішення, які можуть бути неоптимальними, але водночас дозволяють вирішувати завдання з великими обсягами даних та високою складністю, для яких повний перебір чи оптимальні алгоритми є неефективними.

При порівнянні метаевристик з традиційними методами оптимізації важливо усвідомлювати їхню взаємодоповнюючу природу. Хоча традиційні методи, такі як лінійне програмування або градієнтний спуск, можуть забезпечувати точні рішення для конкретних завдань, вони можуть мати труднощі з більш складними або нелінійними сценаріями. Метаевристика, з іншого боку, пропонує більш гнучкий підхід, який може адаптуватися до різних типів завдань, що робить її цінним інструментом у наборі оптимізації інструментів.

Існує кілька типів метаевристичних підходів, кожен із яких має свої унікальні стратегії та методології. Деякі з найпопулярніших включають генетичні алгоритми (GA), імітацію відпалу (SA), оптимізацію рою частинок (PSO) та оптимізацію колонії мурах (ACO). Кожен із цих методів має свої сильні та слабкі сторони, що робить їх підходящими для різних типів завдань. Наприклад, GA особливо ефективні для завдань з великими просторами пошуку, у той час як SA відомий своєю здатністю уникати локальних оптимумів.

Загальна класифікація мета евристичних методів складна і досить умовна. У даному посібнику розглядаються деякі еволюційні методи, методи, що спираються на фізичні процеси, методи «ройового» інтелекту. 

Методи еволюційного пошуку, чи еволюційні алгоритми (Evolutionary Methods), – це клас оптимізаційних алгоритмів, натхненних біологічної еволюцією, як, наприклад, природний відбір, мутація і розмноження. Вони використовуються для пошуку оптимальних або близьких до оптимальних рішень складних завдань, особливо там, де традиційні методи є неефективними. 

Вирізняють такі напрями еволюційних методів:
Еволюційні стратегії. Метод оптимізації, заснований на ідеях адаптації та еволюції. Ступінь мутації, яка згодом змінюється призводить до, так званої, самоадаптації.

Генетичне програмування. Застосування еволюційного підходу до популяції програм.

Еволюційне програмування. Процес побудови програм будується як еволюція у світі програм.

Генетичні алгоритми. Генетичний алгоритм – це алгоритм, який дозволяє знайти задовільне рішення до аналітично нерозв'язних або складно вирішуваних проблем через послідовний підбір і комбінування параметрів, що шукаються, з використанням механізмів, що нагадують біологічну еволюцію.
Еволюційні алгоритми успішно використовуються при комбінаторній оптимізації, зокрема при вирішенні класичних NP-повних задач, таких як завдання комівояжера, завдання упаковки ранця, розбиття чисел і замальовка графів.

Методи, що імітують фізичні процеси, спрямовані на створення моделей, які поводяться подібно до реальних фізичних об'єктів або явищ. Це дозволяє вивчати складні системи, прогнозувати їхню поведінку та оптимізувати процеси, не вдаючись до дорогих чи небезпечних експериментів у реальному світі. До цієї групи методів відносять метод гравітаційної кінематики, метод відпалу, метод пошуку гармонії.

Методи, що імітують фізичні процеси, знаходять широке застосування різних галузях, включаючи науку, інженерію, економіку і навіть соціальні науки. Вони дозволяють досліджувати складні системи, передбачати їхню поведінку, оптимізувати процеси та приймати обґрунтовані рішення.

Методи ройового інтелекту побудовані на адитивному, синергетичному ефекті, який проявляється при об'єднанні часток (агентів) рою у систему.

Ройовий інтелект (Swarm Intelligence, SI) – це парадигма в галузі штучного інтелекту, заснована на принципах колективної поведінки соціальних живих істот, таких як мурашині колонії, пташині зграї або риб'ячі косяки. 
Це мабуть найбільша група методів до якої відносять методи бджолиної колонії, зграї сірих вовків, диких котів, летючих мишей, зграї риб та багато інших. 

Найбільшого поширення алгоритми ройовогоінтелекту набули у завдання оптимізації складних багатовимірних нелінійних функцій, а також широко застосовується у завданнях машинного навчання (зокрема, для навчання нейромереж та розпізнавання зображень), параметричної та структурної оптимізації (форм, розмірів та топологій) у галузі проектування, в галузях біохімії та біомеханіки. За ефективністю вони може змагатися з іншими методами глобальної оптимізації, а алгоритмічна простота сприяє простоті реалізації.

1.3 Статистичні методи в задачах оптимізації
Статистичні методи допомагають виявити закономірності, оцінити невизначеність та ризики, а також покращити якість моделей оптимізації. У задачах пошуку оптимального рішення статистика використовується для аналізу даних, оцінки параметрів моделей та перевірки гіпотез, що дозволяє приймати обґрунтовані рішення. 
Статистичні методи мають широке застосування у таких задачах як аналіз даних, адаптивне оптимальне управління та ін.

Методи випадкового пошуку відрізняються від регулярних (детермінованих) методів оптимізації навмисним запровадженням елемента випадковості. Регулярні методи оптимізації більш тонко налаштовані на специфіку процесу дослідження. Методи випадкового пошуку ефективні при вирішенні складних завдань великих розмірностей з довільно заданими цільовими функціями, обмеженнями, тоді як регулярні методи, як правило, не застосовуються.
В межах даного посібника розглянемо лише деякі важливі статистичні методи, що застосовуються при пошуку оптимального рішення у метаєвристичних алгоритмах.

1.3.1 Закони розподілу

У методах оптимізації на основі випадкового пошуку широко використовуються різні закони розподілу для моделювання випадкових величин та параметрів, що дозволяє враховувати невизначеність та підвищувати ефективність алгоритмів оптимізації. Найчастіше застосовуються нормальний розподіл, рівномірний розподіл, біномний розподіл, розподіл Пуассона та експоненціальний розподіл. Розподіли ймовірностей активно використовуються в еволюційних та популяційних алгоритмах. У цих алгоритмах випадкові генерації нових станів у просторі пошуку моделюються з допомогою відповідних ймовірнісних розподілів. Це дозволяє досліджувати простір параметрів та знаходити оптимальні рішення з урахуванням випадковості та різноманітності у популяції.

Більш складні методи оптимізації використовують ймовірнісні розподіли для моделювання невизначеності та апроксимації складних функцій. Вони дозволяють ефективно досліджувати простір параметрів і знаходити оптимальні рішення з урахуванням випадковості та шуму даних.

В метаевристичних алгоритмах найбільш поширене застосування набули рівномірний та нормальний закон розподілу. 
Рівномірний розподіл є основою при ініціалізації початкових значень у генетичних та ройових алгоритмах, що дозволяє в процесі розв’язку максимально охопити область допустимих рішень і як показує практика, зменшити кількість ітерацій, а також мінімізує застрягання у локальних екстремумах. 
В методах із стохастичним градієнтним спуском оптимізації використовується нормальний розподіл для моделювання шуму в градієнті, що дозволяє уникнути потрапляння в локальні мінімуми та прискорити збіжність до глобального мінімуму. Також нормальний закон застосовується для моделювання концентрації часток в деякій заданій області.
В генетичних алгоритмах використовуються різні закони розподілу для створення нових рішень, наприклад, біноміальний розподіл для моделювання мутацій і рівномірний розподіл для схрещування.

Рівномірний розподіл 
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Застосовується для моделювання випадкових величин, які можуть набувати будь-яке значення в заданому інтервалі з однаковою ймовірністю. Рівномірний розподіл має низку унікальних властивостей, які роблять його потужним інструментом для моделювання та аналізу даних. Однією з фундаментальних властивостей є принцип максимальної ентропії.
Неперервна випадкова величина має рівномірний розподіл на відрізку 
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, якщо на цьому відрізку щільність розподілу випадкової величини стала, а поза ним – дорівнює нулю (рис. 1.4):
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Рис. 1.4 Графік щільності рівномірного закону розподілу
Основні статистичні оцінки:
· математичне сподівання: 
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· дисперсія: 
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· середньоквадратичне відхилення: 
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Для отримання рівномірно розподіленої випадкової величини на інтервалі 
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 можна використовувати формулу: 
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 повертає випадкове число від 0 до 1.
Для моделювання рівномірно розподіленої випадкової величини на площині (у двовимірному просторі) необхідно згенерувати дві незалежні рівномірно розподілені випадкові величини, кожна з яких визначена на відрізку 
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, та використовувати їх як координати точки 
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 на площині.
Нормальний закон розподілу 
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Нормальний розподіл (розподіл Гауса) – неперервний розподіл ймовірностей з піком в центрі і симетричними бічними сторонами, який в одновимірному випадку задається функцією щільності (рис. 1.5):
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де 
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 – математичне сподівання, 
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 – середньоквадратичне відхилення.
Цей розподіл часто зустрічається у природі і використовується для моделювання випадкових величин, схильних до впливу великої кількості незалежних факторів.
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Рис. 1.5 Графік щільності нормального закону розподілу при різних значеннях параметрів
Стандартним нормальним розподілом називається нормальний розподіл при 
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. Стандартна нормальна випадкова величина має щільність розподілу: 
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І її прийнято позначати великою літерою 
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. Зв'язок між стандартною та довільною нормальною випадковою величиною виражається формулами:
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При комп'ютерному моделюванні, особливо при застосуванні методу Монте-Карло, бажано використовувати величини, розподілені за нормальним законом. Багато алгоритмів дають стандартні нормальні величини 
[image: image85.wmf]Z

 на основі яких можна отримати задану випадкову величину 
[image: image86.wmf]X

 з нормальним законом.
Також, є алгоритми, які використовують різні перетворення рівномірних величин. Найпростіші наближені методи моделювання ґрунтуються на центральній граничній теоремі. Якщо скласти досить велику кількість незалежних однаково розподілених величин із кінцевою дисперсією, то сума матиме розподіл, близький до нормального. Наприклад, якщо скласти 100 незалежних стандартно рівномірно розподілених випадкових величин, то розподіл суми буде приблизно нормальним.

Для програмного генерування нормально розподілених псевдовипадкових величин краще використовувати перетворення Бокса - Мюллера. Воно дозволяє генерувати одну нормально розподілену величину на основі однієї рівномірно розподіленої.
Алгоритм методу Бокса-Мюллера для площини складається з наступних кроків:

- згенерувати дві незалежні рівномірно розподілені випадкові величини 
[image: image87.wmf]1
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 та 
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 в інтервалі (0, 1);
- обчислити 
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 та 
[image: image92.wmf]2

Z

 будуть двома незалежними випадковими величинами з нормальним розподілом із середнім значенням 0 та стандартним відхиленням 1;
- обчислити нормальні випадкові величини із заданим середнім значенням 
[image: image93.wmf]m

 та стандартним відхиленням 
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 за формулою:
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1.3.2 Кластеризація. Метод k-середніх

Кластеризація – це метод, який використовується у машинному навчанні та аналізі даних для групування об'єктів у набори (кластери) таким чином, щоб об'єкти всередині одного кластера були максимально схожі один на одного, а об'єкти з різних кластерів – максимально різними. 

Кластеризацію можна ви значити, як класифікацію без розмічених даних (без вчителя), тобто алгоритм повинен класифікувати дані сам, без маркування. Поділ даних на групи за подібними характеристиками допомагає виявити приховані структури та залежності, які можуть бути використані для оптимізації.

Метод k-середніх (англ. k-means) – найбільш популярний метод кластеризації, який був розроблений у 1950-х роках математиком Гуго Штейнгаузом і майже одночасно Стюартом Ллойдом. Метод базується на понятті відстані, для визначення якої можуть застосовуватись різні метрики. 
Сутність алгоритму у випадку Евклідової метрики, полягає в тому, що він прагне мінімізувати сумарне квадратичне відхилення точок кластерів від їх центрів:
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де 
[image: image98.wmf]k

 – кількість кластерів, 
[image: image99.wmf]i

S

 – отримані кластери, 
[image: image100.wmf]i

m

 – центри мас всіх векторів 
[image: image101.wmf]x

 з кластеру 
[image: image102.wmf]i

S

. Вхідними даними є початкова вибірка та кількість кластерів.
Алгоритм складається з наступних кроків:
1) випадково приписуємо кожен елемент вихідної множини одному з m кластерів (
[image: image103.wmf]0

=

n

);
2) визначаємо центр кожного кластера 
[image: image104.wmf]і

m

 як елемент, компоненти якого обчислюються як середнє арифметичне елементів (математичне сподівання), що входять до цього кластера;

3) для кожного елемента 
[image: image105.wmf]і

х

 обчислюємо відстань до центру кожного кластера. Відстань між кожним об'єктом та центром кластера зазвичай розраховується по евклідовій відстані:
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[image: image107.wmf]j

 – кількість ознак, 
[image: image108.wmf]i

 – номер об’єкту 
[image: image109.wmf]x

, 
[image: image110.wmf]l

 – номер кластеру.

Об'єкт 
[image: image111.wmf]і
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 відносять до кластера, відстань якого мінімальна: 
[image: image112.wmf](
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. У результаті кожен об'єкт перерозподіляється між кластерами, після чого розраховують новий центр тяжіння кожного кластера (як середнє арифметичне компонент об'єктів, що входять до цього кластеру).

4) критерій зупинки алгоритму:
· якщо зменшення суми відстані від кожного елемента до центру кластера менше порогового значення 
[image: image113.wmf]a
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· центри кластерів стабілізувалися, тобто. всі спостереження належать кластеру, якому належали до поточної ітерації;

· число ітерацій дорівнює максимальному числу ітерацій.

5) якщо критерії зупинки кластеризації не виконуються, переходимо до наступної ітерації 
[image: image115.wmf]1
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. Пункт перерахунку центрів кластерів та відстаней між об'єктами та центрами класів повторюється (пункт 2 алгоритму).

Приклад роботи алгоритму для 
[image: image116.wmf]2
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 наведений на рис. 1.6.
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Рис. 1.6 Робота алгоритму для 
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Вибір числа кластерів є складним питанням. Якщо немає припущень щодо цього числа, рекомендують створити два кластери, потім 3, 4, 5 і т.д., порівнюючи отримані результати. Після одержання результатів кластерного аналізу методом k-середніх слід перевірити правильність кластеризації (тобто оцінити, наскільки кластери відрізняються один від одного), тому розраховуються середні значення кожному кластеру. При хорошій кластеризації отримані середні для всіх вимірювань або хоча б більшої частини повинні сильно відрізнятися.
Переваги алгоритму k-середніх:

- простота використання;

- швидкість використання;

Недоліки алгоритму k-середніх:

- алгоритм занадто чутливий до викидів, які можуть спотворювати середнє. Можливим вирішенням цієї проблеми є використання модифікації алгоритму – алгоритм k-медіани;

- алгоритм може повільно працювати для великих баз даних. Можливим вирішенням цієї проблеми є використання вибірки даних.

Контрольні питання.
1. Які виділяють типи оптимізаційних задач?
2. Що таке задача параметричної оптимізації?

3. З чого складається постановка задачі параметричної оптимізації?

4. Що означає знаходження розв’язку задачі параметричної оптимізації?

5. Як класифікують задачі параметричної оптимізації?

6. Наведіть класифікацію методів розв’язання задач параметричної оптимізації.

7. За якими характеристиками визначається ефективність методів розв’язання задач параметричної оптимізації?

8. Що включає постановка оптимізаційної задачі в термінах мета-евристик?

9. Що визначає складність математичної моделі задачі параметричної оптимізації?

10. Які існують типи складності оптимізаційних задач?

11. Як визначається складність алгоритму для  оптимізаційних задач?

12. Які виділяють типи складності алгоритмів?

13. Які позначення застосовуються для визначення складності алгоритмів?

14. Дайте визначення поняттю «мета евристика».
15. Які методи вирішення задач називають мета евристичними? Які переваги мають метаевристичні методи?

16. Які виділяють типи метаевристичних методів?

17. Які методи називають еволюційними? Наведіть приклади еволюційних методів.

18. Які методи відносять до методів ройового інтелекту? Наведіть приклади.

19. Які Ви знаєте евристичні методи, засновані на фізичних законах та явищах?

20. Яку роль відіграють статистичні методи в мета евристичних алгоритмах?

21. Які закони розподілу випадкової величини і для чого найчастіше використовуються в мета евристичних алгоритмах?

22. Наведіть алгоритм моделювання рівномірно розподіленої випадкової величини в одно- та двовимірному просторі.

23. Наведіть алгоритм моделювання нормально розподіленої випадкової величини в одно- та двовимірному просторі.

24. Що таке кластеризація? Опишіть метод k-середніх.
Математичні методи оптимізації





Аналітичні:


лінійні;


комбінаторні;


диференціальні;


варіаційні;


стохастичні


теоретико-ігрові





Чисельні:


лінійні;


градієнтні;


штрафні функції;


відтинання та деформації простору;








Пошукові:


- регулярні;


- стохастичні.





Інтелектуальні:


нечітка логіка;


нейромережі;


евристичні;


штучний інтелект





Розрахунково-експериментальні методи оптимізації





Однопараметричні





Багатопараметричні





Багатокритеріальні





Аналітичні в багато-вимірному просторі:


- сімплекс метод;


- методи градієнтного спуску (Ньютона-Рафсона, Бокса-Уілсона);


- метод потенціалів;


- статистичні методи…





Аналітичні в однови-мірному просторі:


- метод перебору;


- метод дихотомії;


- метод «золотого перерізу»;


- метод на послідовності Фібоначчі…





Багатокритеріальні:


- метод головного критерію;


- метод послідовних поступок;


- метод цільового програмування:


- метод згортки критеріїв;


-аналіз границь області


(метод Парето)…





k=2


Довільний вибір об’єктів, як центрів початкових кластерів
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Призначення кожного об’єкта найбільш підходящому кластеру
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Перерахунок центрів





Перерозподіл об’єктів





Перерахунок центрів
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