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[image: Хроматичне число Наприклад, граф, показаний на малюнку, є 5 -хроматичним, 4 хроматичним, 3 -хроматичним.]
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[image: Хроматичне число 3. Якщо залишилися вершини, що мають обраніше критичні кольори, то повторюємо крок]
[image: Хроматичне число Рис. 2 Рис. 3 Граф виявляється розфарбованим в 3 кольори. Оскільки він]
[image: Хроматичне число Помітимо, що описаний вище спосіб не завжди приводить до відшукання хроматичного числа]
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[image: Хроматичний клас Залучення ж додаткової характеристики графа найбільшої кількості ребер між суміжними вершинами дозволило]
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[image: Число внутрішньої стійкості ]
[image: Число внутрішньої стійкості рис. 6 ]
[image: Число внутрішньої стійкості Цей приклад разом з теоремою 5 приводить до наступного визначення. ]
Переборний алгоритм для розфарбування вершин графа
[bookmark: _GoBack]Розфарбуванням вершин графа називається процес призначення певного кольору кожній з його вершин. Зазвичай кольори – це числа [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa1.gif]. Тоді, розфарбування є функцією, визначеною на множині вершин графа, яка приймає значення з множини [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa2.gif].
Розмальовку можна також розглядати як розбиття множини вершин графа на підмножини, кожна з яких являється множиною вершин певного кольору. Відмітимо, що такі підмножини називаються кольоровими класами. Розфарбування називається правильним, якщо кожен кольоровий клас є незалежною множиною. Інакше кажучи, в правильному розфарбуванні будь-які дві суміжні вершини повинні мати різні кольори. Задача про розфарбовування полягає в знаходженні правильної розмальовки графа [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa3.gif]в найменше число кольорів. Це число називається хроматичним числом графа і позначається [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa7.gif].
[image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa11.gif]
Розфарбування вершин графа найменшим набором кольорів
У правильному розфарбуванні повного графа [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa3.gif], кожна з його [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa5.gif]вершин повинна бути зафарбована у свій колір, тому хроматичне числа графа такого типу дорівнює кількості його вершин, тобто [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa8.gif]. Якщо в графі існує повний підграф з [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa6.gif]вершинами, то для розмальовки цього підграфа необхідно [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa6.gif] кольорів. Звідси випливає, що для будь-якого графа виконується нерівність [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa9.gif], де [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa10.gif]– клікове число графа [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa3.gif].
Відмітимо, що хроматичне число графа може бути і строго більше за його клікове число. Наприклад, на рисунку, що міститься вище, зображений граф, вершини якого розфарбовані в чотири кольори (номер кольору кожної вершини показано в дужках). Неважко перевірити, що трьох кольорів для правильного розфарбування цього графа недостатньо. Отже, його хроматичної число дорівнює чотири. Очевидно також, що клікове число цього графа дорівнює три.
Також хочеться зазначити, що, [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa12.gif]тоді і тільки тоді, коли [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa3.gif] – порожній граф. Неважко охарактеризувати і графи з хроматичним числом рівним два (точніше, не більше два). За визначенням, це такі графи, множину вершин яких можна розбити на дві незалежних підмножини. Виходячи з того, що дане визначення збігається з визначенням дводольного графа, приходимо до висновку, що дводольні графи також називають біхроматичними. Тоді, скориставшись теоремою, яка вказує на критерій дводольності графа, запишемо критерій його біхроматичності. Отже, граф називається біхроматичним тоді і тільки тоді, коли всі його прості цикли мають парну довжину.
Для графів з хроматичним числом три та більше, такого простого опису невідомо. Невідомо й простих алгоритмів, які б дозволили перевірити, чи можна даний граф розфарбувати в три кольори. Проте, алгоритми для подібних задач розроблялися і продовжують розроблятися і в деяких випадках вони можуть бути корисні. Всі ці алгоритми в тій чи іншій формі здійснюють перебір варіантів (число яких може бути дуже великим).
Далі, розглянемо один із способів такого перебору для задачі про розфарбовування графа,  який базується на ідеї, що задача такого типу, для заданого графа, зводиться до тієї ж задачі для двох інших графів. Тобто в результаті виконання даного алгоритму, виникає дерево варіантів, обхід якого дозволяє знайти рішення задачі. Розглянемо даний алгоритм більш детально.
Отже, в заданому графі [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa3.gif], виберемо дві не суміжні між собою вершини, наприклад [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa13.gif]та [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa14.gif]. На наступному кроці, побудуємо два нових графа: [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa15.gif], що виходить додаванням ребра [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa16.gif]до графа [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa3.gif], і [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa17.gif], що виходить з [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa3.gif] в результаті злиття вершин [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa13.gif] та [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa14.gif] (операція злиття полягає у видаленні вершин [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa13.gif] та [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa14.gif] і додаванні нової вершини, наприклад [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa18.gif], та ребер, що з’єднують її з кожною вершиною, з якою була суміжна хоча б одна з видалених вершин [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa13.gif] і [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa14.gif]).
[image: rozfarbuvannja_grafa22]
Використання алгоритму методу перебору для розв’язку задачі про розфарбування графа
Відмітимо, що якщо в правильному розфарбуванні графа [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa3.gif]вершини [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa13.gif] і [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa14.gif] мають різні кольори, то вона буде правильною і для графа [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa15.gif]. Якщо ж кольори вершин [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa13.gif] та [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa14.gif] у розфарбуванні графа [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa3.gif] однакові, то граф [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa17.gif] можна розфарбувати в ту саму кількість кольорів: нова вершина фарбується в той колір, в який пофарбовані вершини [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa13.gif] та [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa14.gif], а всі інші вершини зберігають ті кольори, які вони мали в графі [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa3.gif]. Справедливе і обернене твердження, тобто розфарбування кожного з графів [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa15.gif] та [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa17.gif], очевидно, дає розмальовку графа [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa3.gif] в ту саму кількість кольорів. Тому, [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa21.gif], що дає можливість рекурсивного знаходження розмальовки графа в мінімальне число кольорів. Зауважимо, що граф [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa15.gif] має стільки ж вершин, скільки вихідний граф, але у нього більше ребер. Тому рекурсія в кінцевому рахунку призводить до повних графів, для яких задача про розфарбовування вирішується тривіально.
Розфарбування вершин графа використовуючи переборний алгоритм – приклад:
Знайти розв’язок задачі про розфарбування вершин неорієнтованого графа зображеного на наступному малюнку.
[image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa23.gif]
Неорієнтований граф задачі
Для цього, скориставшись розглянутим вище алгоритмом, побудуємо дерево варіантів, обхід якого дозволить знайти шуканий розв’язок.
[image: rozfarbuvannja_grafa26]
Дерево варіантів
Переглянувши отримане дерево бачимо, що серед його зовнішніх вузлів міститься граф, для якого хроматичне число являється мінімальним і дорівнює два (на рисунку даний граф виділений жирними лініями). Звідси, приходимо до висновку, що для того, щоб здійснити правильне розфарбування заданого графа, знадобиться лише два кольори. Покажемо, яким чином це реалізується.
Отже, на першому кроці, розфарбуємо кожну вершину графа з мінімальним хроматичним числом в свій колір. Наприклад, вершину  «d» в червоний колір, і вершину «1» – в синій. Після цього, виходячи з того, що вершина «d» була отримана в результаті злиття двох вершин «4» та «a» фарбуємо їх також в червоний колір. І на останньому кроці, з аналогічних міркувань, фарбуємо вершини «2» та «3» також в червоний колір. В результаті отримаємо:
[image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2018/07/rozfarbuvannja_grafa27.gif]













Правильне розфарбування вершин неорієнтованого графа
Блок-схема алгоритму знаходження числа кольорів необхідного для реалізації правильного розфарбування графа
[image: rozfarbuvannja_grafa28]

Алгоритм послідовної розмальовки графа
Розглядаючи задачу знаходження хроматичного числа графа (мінімальна кількість кольорів, в які можна розфарбувати його вершини) нами зазначалось, що єдиним підходом для знаходження оптимального рішення задач такого типу є перебір варіантів. До прикладу в параграфі, що міститься за посиланням вище, нами було розглянуто переборний алгоритм, результатом виконання якого є дерево варіантів, обхід якого дозволяє знайти рішення задачі. Але, як видно з прикладу, навіть для графів з мінімальним числом вершин, отримане дерево може бути достатньо громіздким, не кажучи про графи кількість верин яких перевищує число десять і більше. Таким чином, перебрний метод при знаходженні оптимального розв’язку задачі на розфарбування вершин графа вимагає великих обчислювальних затрат і, як правило, застосовується для графів, з достатньо малою кількістю вершин.
[image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2019/03/algorytm_poslidovnoi_rozmalovky_grafa61.gif]
Використання алгоритму послідовної розмальовки для розв’язку задачі про розфарбування графа
Однак, якщо спростити розглядувану задачу і відмовитися від вимоги мінімальної кількості кольорів розмальовки графа, то можна побудувати алгоритми, які б працювали значно швидше, ніж алгоритм перебору варіантів. Зазначимо, що алгоритми, які швидко знаходять підходяще, але не оптимальне рішення, називаються евристичними. Прикладом раціонального евристичного алгоритму може слугувати алгоритм послідовної розмальовки графа, що базується на ідеї впорядкування вершин за будь-яким правилом (найчастіше зустрічаються приклади, де використовують степеня вершин) і послідовному присвоєнню їм кольорів, в які не були пофарбовані суміжні з ними вершини. Розглянемо даний алгоритм більш детально.
Отже, згідно з алгоритмом послідовної розмальовки, на першому кроці, вершини графа [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2019/03/algorytm_poslidovnoi_rozmalovky_grafa1.gif] розташовуються в порядку незростання їх степенів. Перша вершина фарбується в колір «1». Після цього, список вершин проглядається зліва на право і в колір «1» фарбується всяка вершина, яка не є суміжною з іншою, вже пофарбованою в цей колір вершиною. На наступному кроці, повертаємося до першої не пофарбованої у списку вершини, фарбуємо її в колір «2» і знову переглядаємо список вершин зліва на право, фарбуючи в колір «2» будь-яку не пофарбовану вершину, яка не поєднана ребром з іншою, вже пофарбованої в колір «2» вершиною. Аналогічно діємо з кольорами «3», «4» і так далі, і робимо це до тих пір поки не будуть пофарбовані всі вершини графа. Зазначимо, що число використаних кольорів приймають в якості наближеного значенням для хроматичного числа графа.
Алгоритм послідовної розмальовки графа – приклад:
Використовуючи послідовний алгоритм знайдемо наближений розв’язок задачі, яка полягає у знаходженні мінімального числа кольорів, в які можна розфарбувати вершини графа зображеного на наступному рисунку.
[image: Розфарбування графа - приклад]
Неорієнтований граф задачі
Для цього, на першому кроці, множину вершини заданого графа запишемо в порядку незростання їх степенів. В результаті отримаємо: [image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2019/03/algorytm_poslidovnoi_rozmalovky_grafa3.gif]. Після цього, першу виршину з отриманої послідовності, а саме вершину номер чотири, фарбуємо, наприклад, в синій колір. Далі, список вершин проглядається зліва на право і в даний колір фарбується кожна вершина, яка не є суміжною з іншою, вже пофарбованою в цей колір вершиною. В нашому випадку, після виконання першої ітерації, в синій колір будуть пофарбовані вершини «4» та «6».
Перейшовши до ітерації номер два, вибираємо першу не пофарбовану у списку вершину (в нашому випадку це вершина «2»), фарбуємо її в червоний колір і знову-таки переглядаємо список вершин зліва на право, фарбуючи в червоний колір будь-яку не пофарбовану вершину, яка не поєднана ребром з іншою, вже пофарбованої в даний колір вершиною. Зазначимо, що після виконання другої ітерації в червоний колір будуть пофарбовані вершини «2» та «8».
Прдовжуючи ітераційний процес далі, після виконання ітерації номер три, алгоритм послідовної розмальовки для заданого графа можна завершувати. Кожній з його вершин призначений певний колір (вершини «1», «3», «5» та «7» пофарбовані в зелений колір).
[image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2019/03/algorytm_poslidovnoi_rozmalovky_grafa7.gif]
Розфарбування вершин графа найменшим набором кольорів
Блок-схема алгоритму послідовної розмальовки графа
[image: https://www.mathros.net.ua/wp-content/uploads/2019/03/algorytm_poslidovnoi_rozmalovky_grafa5.gif]
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Xpouarase THETo

TloMiTHMO, IO ONHCAHHH BHINE CIOCIO HE 34BHIH TPHEOJUTH [0
BifykaHHS XpoMaTHTHOTo wHCma Tpada. Y xmmsi Kpicrodizeca
“Teopis Tpaie” Hapegexi fi M CHOCOBH BiMIYKANHS XPOMATHTHOTO
auea Tpatba, y ToMy e i M036aRTeH] 343HATCHOTO HETOMIKY - BOHH
32BATH TIPHBOJISTS JI0 TYKAHOTO PEYILTATY.
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XpomaTuyHuii knac

& Haiiviene wncno  daps p=1'(G) , mocramuix ana
npaBusHOTrO pebepHoro posdapGysamus rpada G, Ha3HBAETRCSK
xpomamuanen Kiacon (iHO — peGRPRIN XPOMATITTHITM TFCTOM).

Hexail ¢ — naiiGimsma 3i crynerin nepmmn rpadha (Tyr mpw
MiOPaxyHKY CTYNeHiB OyIb-siKka meris BeakaeThes | pas). Tomi, MadyTs
k <y'(G), . K. llennony nanexuts TeopeMa 2. 10Ka3 NKOi MH He
Bynemo MPHBOTHTH.

Teopema 2. Xposarwanmii wiac rpapa G He mepesepuiye

k] (ze [x] — uina vacrma wmena ).

Terro Gawms, mo momimmmrh ouiky Wlemona Ges
3amyucHHA fonatkoroi indopmanii mpo rpady me momua. [ificro,
mepuiin a,b,c rpada, s00pwKeHOr0 Ha Mand, waiomh crynens

" 2 k
p@=p)=k=9i p=2-[=8, a am mpamwaoro

pasdpapbynanns fioro norpiio [3+ k| = 13 womopin.
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Xpomaremmi xac

Saryaenns % JOAATKOBOT XapAKTEPHCTHKH Tpada — Haibimkimol
KimbKocTi pebep Mik CYMUKHHMH BEpIIHHAMH JO3BOJHIO PASHCEKOMY

waTemaTHxoBi B. T. BisiHTy 3HATHO NONIMIIHTH 100 OTHHKY.

Puc4

Teopema 3. (Bisinr). Xpomariannii knac rpada ¢ 3a10BomsHAE
HepirHocTi

YD) <k+p

Busnanernn. U'padh G vassaciues pedepian 2paghon ipada G,
AKIIO BIH NodynoBannil y Takmii criociG (Man.5):

LA T

¥ X
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Xpomaremmi xac

L koxHoMy pedpy uy rpada G cTaBUTBCA Y BiANOBIAHICTS O1AA if
TiIbKH ofHa Bepunna X'y, rpada G |

2. BepwMHu X'y i ¥) rpada G cymixcHi Toa] i Tinkki TOa, Koan
CcymixHi BianosiaHi im pebpa iy, i u, rpada G . Xpomatunmnii knac
rpada G AOpIBHIOE XPOMaTUUHOMY YMcAy Horo peGepHoro rpada
(68

TMOHATTA XPOMATMYHOrO KAACy rpadia BUKOPUCTOBYETLCA HA
NPaKTULL ANIS NOBYAOBM MOHTAXHMX CXEM: IPOBEAEHHS, WO NiAXOAATS
A OAHIET Kpanku, WoB YHUKHYTH NAyTaHyky 3pyyHo opapbaiosati s
pi3Hi KONLOPU. MPUPOAHO, BUHIMKAE 33BAIHHSA PO XPOMATUUHMIA KAAC
rpaca MOHTaXHOT cxemm.
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YUCAo BHY TPILLIHBOI CTIMKOCTI

Uexaii G = G(X,T) — rpadp Ges neven i xparix pesep.

Busnawenson, Tipuaokuna scpunin § € X Hasusactses
UYIMPiNGHLe Cilikuan, SKITO HIAKT 181 peprim e cywixni, Hexalt o —
CiMeiiCTBO BCiX BHYTPiIIHEO CTiKIX MHOKHH rpada G .

Busnauennn, Bemwnna @(G) = max|s| nasusaersen ucta

7
anympitanol cmiiiocmi rpaa G .

Mpuicaan 1 (Tayee). Un Mosna va waxisrui poscrasumi §
(bepsis TaK, MOB KOTCH 3 HIHX HE MepefyBAB ML yIAPOM AKOFO-HEBYIT:
immora? TloByyemo rpad (G 3 64 BepIHHAMH — KIITKAMH THAXIBHTIL;
REPIIIN X, Y GY1EMO RRAATH CYMKITHME | SKIIL0 BOIN TEPEDYRAIOTE 11
OUHIH BepIHKaIL, FOpH3OHTAL a0V tiaronaii. 3aBAAHHS SEOANTHCA 10
IHAXO/DKSHRA REYTDIIIIHRAO CTIFKIX MHOKIH Y Tpadyi G Takux, mo |S] = 8
— BOHM BHSTRNAIOTLCA HAKBLIBIIMHK B . TIPOHYMepYRaBIIN rOPH3OHTA
i BEPTHKAI IWAXIBHULIL, MOXKEMO AIHCATH POIB HIAHHEA 3481 Y BT

(V1 Y2 V2 ¥a Vs Ve V7. )y i (Vi k) — KoOpaHHATH KOKHOTO 3 hepsis.
Or 12 pittienn (yearo s vac 92 pown’szanis):
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(72631485)
(58417263)
(46152837)
(16837425)
(48157263)
(42751863)

. Mprknaz 2.
migmuonHa CE X |

nosHmM. [TiavMAaoxKH!

Uncito BRyTpimBol cTifiocTi

(61528374)
(35841726)
(57263148)
(57263184)
(51468273)
(35281746)

Knixoro rpacpa G = G(X,T) nasnmacTben Taka
1O NOPOIACHHIT Hielo miaMHOKIHOW miarpad G e
Ha CS X roai fi Tiasku toni € kiikoto rpada G, ko

BOIO BHYTPiLIILO CTifiKO B fiOro HonoBHEHHIG.

Teopema 4.

Xposariane wicno y () i aHeio BRyTpiLHEC

crifikocti @(G) 38'a3ani HepiBHiCTIO

a(6) - y(6) = 1X|.

Aokas. Posdapbyemo (npasunsHo) BepuwrHi rpada G y y(G)
KOLOPIB. KoXHa MHOXMHA BepLIMH, nodapBosaHnx y ToiM cammii
KON, BHYTPiWHbO CTilika i, oxe, |X;| < a(6) . Buxogurs, |X| =
ZIXi| < al@y (&)
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Uncito BRyTpimBol cTifiocTi

” Busnauennn, BinoGpukenna MHOKMHM B ceGe HABMBICTHOK
36epiralotuy, KMo 11 GyAb-AK0i MapH PI3HHX HCCYMIKHHX BCPIIHH
Bepuiman 0/(x) il 0(y) Takow HecymikHi i pisHi.

Teepaaennus, 3Gepiraiode BiOOPAKEHHA 0  MEPEBOANT  YCAKY
BHYTPIUIHBO CTIiKY MHOKHHY S ¥ BHYTPILIHBO CTIHKY MHOKHHY.

VY fomatkax 3ycTpiUAKTECH pi3Hi BHIHAUCHHA OmCpaniil Haj
rpacpamn, OT one 4 mix. Hexaii G = G(X,T) i I = [(Y,A) rpajn Ge3
KparHuX pedep.

Jloyamcon X nasuBaeTHeH TPA) . MHOKHHOK BepiHH aKkoro ¢ [lekaprin
JOBYTOK , 8 REPITHHI CyMisHi, KT

1) xcymimua3x' BG,y cymiknas y' s H , ado
2) xeymikua 3x',y = y' (abo Hapmakm).

Tpnponro srsHataeTson i kBapar G2 = G X G i cryniny G2 .
Teopema 5 (Ilemmon). 1. jlin Gyus-sicux tpadin G = G(X,T) i
H=H{,A),a(G) y(H)<a(GxH) .

2. SAxmo mra rpada G ichye 3Bepiraroue BifoOpakeHHs ¢ Take, mO
vinosama o(X) BryTpimEEo crifixa, 1o a(6) - y(H) = a (G x H) .
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Uncito BRyTpimBol cTifiocTi

. Hosedenna,

I Slkwo S 61 T — HaiiGinbi sHyrpitHbo crifiki MEokuasn u G it H |
10 §XT  suyrpimmmo crifice i a(G X H) = |SxT|=|S]-|T| =
a(G)a(H) .

2. Hexaif Tenep o— 30epiraiouc BinoGpaxcenns i rpada G i MHOKHHA
G(X) wnyrpinmmo crifika. Jlas osbminx x € X,y € ¥ nostaanmo
@(x,¥) = (a(x),y) . Hexaii S, — maiibitbma BHyTpimmbo criiixa
vinosomia rpada G % H . Jlero NepemipHTH, O TAKOK BAYTPIILG
criiike i |@(S)| = 1So] . Posmoztimmva enemenTin 3 2(So) mo k knacam
3aiekHO Big enementa X B mapi  (x,y). Byme-siuii Kiac Mictars He
i i a(H) enemenin, Ovae, a(G X H) = [p(S)| < k - a(H) =
(G x H) < a(G) - a(H).

3piacH ii 3 OEPIIOIO TBCPIKCHHS TCOPEMH BHILIMBAC JOKA3YBAHA
pintricr.

Tpusran 3. (Ilension). 3apnanss npo indopmamiiiny emmicts
MHOKIHH CHTHAIIB.
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Uncito BRyTpimBol cTifiocTi

epenasay voke niepesapaTy n'aTh curianis o, b, ¢, d, e; npn npaiiowi
= CHMTHATA @ MOXC OyTH BHTAYMAUCHMI AK @ a0 b, curnan b — sx b abo
¢ c,c—nkcabod, d —axdaboe, e—skeaboa. Ska naiibinenra
KUTHKICTS CUTHATIB MOXHA NPHFHATH, He GOAUHCH NOMmTyTaTH TXHiil
S OJIMH 3 OtHIM? o

puc. 6

3ABRANTS IBOTTECH A0 IRAXOUAKCHES HAHOLTSIION B TPIINGO CTHHKO MEOAKIHI
S rpada sa w16, Ouesiano, wo 1yt a(G) = 2 i moksa suGpan § = {a,c)
STKILIO 3aMICTB OIHOBYKBEHILX CHIHATIE KOPICTYBATHCS CIIOBAMI AOBAIIHIL 2. Te
[(G)]? = 4, caona e, ac, ca, ce — ue Momia nonayrari. Mowia QUK criacti
Tl e razimiL, ane Gitkie Garavwii vox:aa, be, ce, db, ed , mo yraopHTH
BHYTPINILO CTifiky MoAUHA i1 rpadha G ; RusmazeThes, a(G7) = 5.V
3aransuil KETKOCT] SHATACHID 1 — BYKBCHIX CIiB Y K04l BUPAKAETLCA WHCTOM
BHyIpilIBO crilikocti rpada — 1oGytky a(G™).
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Uncito BRyTpimBol cTifiocTi

~ Llel mpImora; PA3OM 3 TeOPEMOIO 5 TIPHEOHTS 0 HACTYIHOTO BH3HAHERHA,

o Busmauennn, Evuicmio tpaa G HasBacTsCR qHCT0
— 8(G) = sup Ve(G") . Tomy mo «(G™) < |X™| = |X[™, 1 6(C) <
n

1x1.

Hapeaena Huzde Teopema 6e3N0CepeIHbEO BUMLINBAE 3 TEOPEMH 5.

Boma fo3romsie 06URCTIT MHICTR JUIS Jly#e ITHPOKOTO Kiracy Tpadin.
Teopema 6. Aximo a1 rpada G = G (X, T) iciye 3Gepiraode

BiZoGpaeH A o Take, WO MAGKHHA (X)) BHYTPIMHBO CTilfka, TO [

Takoro rpaa 6(6) = a(G).
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xG)=n




image23.gif




image24.gif
x(G) = w(G)
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Bepmomtrpate G
Bepmomtrpaga G no sespocrammo crenssis
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XpOMaTI/I‘IHB HHCIIO

BosdupGyemo Koty Bepumny (Biamosimmo, kouue pe6po) rpaa G B
Ki-HCGYB KOTHOPI.

Busnawennn.  PosapOymanss  wepnnm  (pefiep)  rpada
HABURACTRCA APAGUTLHIN, FKINO HIgki JRi Cymixwi Repmmmm (Ra
cymikEAX pedpa) He nodapGosani B OTHH i TOH caMmil Komip.

Osuauenna, Tpad G HA3MBAETECA P ~xpoMAmMuHHIA, SKIIO BiH
JOMycKae MpaBIITHAE KepAHAE dapGysans y p hapd.

TpariThie po3(apOyRanAA REPIIHH IRUGAIHO HAIMRAKOTH
npocto posdapbysanusm rpada.

Busnauenna. Haitverie wneno xombopis p = y(G) . sxumu
MokHa poadapGyBaTH Tpaf, HAIMBAECTHCH XpOMAMMHUAL SHCAOM
1Boro rpaga.
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Xpouaruse IO

Hanpuxman, Tpad, TMokasammii Ha MATIOHKY, € S-XpoMaTmiamy, 4-
XPOMATHHAM, 3-XpOMATHTHIN.

Koro xpomariuse uncno 3.

Teopema 1 (Kenir). [L1st toro, mo6 rpady Gys Gixpomarianim,
HEOBXIANO §i AOCTATIILG, 110G Kill 16 MAT IWIKTiN HENapHoT A0mKHIM,

Hocrarniers, Hexait G — rpad Ges uuk:tis HenapHoT NOBAKMHM,
x —iioro sepumna, OgapOumo i B yepsoui koubopi. Bei cymbiui 3 neto
nepunnmn odapGuMo B chmi kombopH., Bei mepummm, cymimii 3
nodapGoBaHIMI CHHIM, 0papGHMO B YePBOHI KOILOPH I T.1. MPH LEOMY
Hisiica BEPIIMITA Y HE MOKE BUSIBHTHCA §i HEPROHOIO, | CHITLOIO, TOMY 110
1€ 3HAYIIO 6, 10 iCHYeE /1BA NAHIIOTH, 0 3'€/IHYOTh X §i Y, 3 AKX OIHA
— NApHOI JOBKHHM, @ IHIIA — HeNAPHOT (SKWO 00'eAHAEMO IX Y LHKIL, TO
OIEPKAMO 1K HEIAPHOT JLOBKHIH, HPOTHPIuUs).
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Xpouarume T

s Heobxiuricrs. Hexaii G — Gixpomaruanii rpad. Posguplyeso
HOrQ BEPLIMHI B 4ePBOHMH i CHHIll Konbopn Tak, mod Hiski Aei cymimmi
BepuHn He Oy nodap6osari B omun Konip. Hexait z — xeskuii uukon
paa G . lpu iioro oKL UEPBOHI #i CHHI BEpIMHM OynyTh
weprymarnes. O15Ke, SIaibIe YHCO BepIIMIL WKLY, & SHaUnTh, | pebep,

ApHO.

Hwxue  npuscaeMo  omuH 30 cmocoie  3HAXOMKCHHA

XPOMATHHHOIO YHCI1A.

1. Jlosimsaum ofpaszov npasuisHo posdapbyemo rpad G komsopami
12,0,

2. BUBHPACMO JIeAKi KOMLOPH j B AKOCTI «KPHTHHIOTOM | HaMaraemocs
BuKkmouNTH jforo. Hexail X — feska pepumHa konsopis j , G
nigrpad rpada G, nopomxcHmit BepmMHAME KOMBOPIB I, K
it i GG, cosmonent an'mmocT rpada
G,™®; My* — MHOKHHA BCIX CYMDKHIX 3 X BEPIIHH Y KOMIOHEHT
G:* . Sxwo e Bei MHOkuEM MT  ONHOKOTIPHI, TO SKIIO Gyde
Horpea nominsema 1 G mi coBoo komop i,k rak, w06 nei
M* Sy nodapGorani B oyuH Konip, Hanpukna B i . [licas iworo
pepuntHy X nepedapbyemo B xonsopu k. PosdapGysanna sepun
rpada npi UHOMY 3a/THIIAETECA PABMIEHHM.
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Xpomarmie THCTO

3. sxmo samMIIMTHCS BEPIIMHH, MO MaIOTh 06pani panimte kpHTHIHI
KOTEOpH, TO TIOBTOPIOEMO KPOK 2 /T THX KoMLOpiB. STiaro i, To
BHOHDACMO B SKOCTI KPHTHTHOTO AT Kombopm. ILoBTOpIoeMo
KPOK 2 IOTH, IOKH 1€ MOJKIHEO.

Mpuxnan. Ha mar. | masencnuii rpad, moapBopanuii & 4
xombopH (i Bimnosimasors magpH 1,2,3.4).

puc. 1

BubepeMo B AKOCTI KpHTIAHOTO Kanbopy 1. im nodapGosani sepumnur a
it ¢. PosraHCMO KoMTOHCHTH 38’ m3rocTi Gy *1 i G,%* . Tepma 3 mix
nopojKeHa BepmnHavu e, f i g . apyra mepummoi b, Y koxwiii
KOMIIOHEHTI TUTHKH OHA BepUIMHA CyMiAHa 3 Bepumuolo M, =
{94}, M;“ = {b,}. MinsieMo B KOMIOHEHTI 6124 KobopH 2 it 4 Mix
coboto. Y pesyibrari oaepaumo posgapbysaniu, HoKazane Ha Mall. 2
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Xpomarrie T

Puc.2

Tenep Repumnm @ ii ¢ adapGuvo B KoTRoPH 4 (Va, 3).

Puc.3

pag BunBAnETLCA PO3dapboBaHIM B 3 KOALOPH. OCKIALKM BiH
MICTUTB LIMKAN HENAPHOT AOBXUHM, TOMY MEHLLIMM YUCIOM KONLOPIB
10ro po3gapbysaTh HE MOXHA . OTkE, MOr0 XPOMATMUHE YNCAO 3.




