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Горда О.В. Чисельні методи: Методичні вказівки до практичних занять..
       


  К.:КНУБА, 2024.-        с.

Методичні вказівки є керівництвом до виконання практичних робіт до курсу «Чисельні методи в інформатиці». Матеріал розбитий за темами у відповідності з програмою дисципліни де наведені короткі відомості з теоретичного матеріалу, детально розглянуте розв’язання типових задач. В кінці наведений перелік завдань для самостійного виконання студентами. 


Призначено для студентів спеціальності „Інформаційні системи і технології” (126) та „Комп’ютерні науки” (122)

Вступ

Сьогодні неможливо уявити розвиток науково-технічного прогресу без  вирішення складних математичних задач до яких відносяться як розрахункові задачі так і задачі математичного моделювання, яке є основним способом отримання нових знань та технічних рішень. Невід’ємною частиною розв’язку задач є чисельні методи та їх реалізація за допомогою ЕОМ. Дослідник, незалежно від його спеціальності повинен мати мінімальний рівень знань з чисельних методів, знати їх алгоритми та володіти їх комп’ютерною реалізацією.

Теоретичною та практичною базою для оволодіння курсом «Чисельні методи» є дисципліни з вищої математики, теорія алгоритмів та основи програмування. Методи, які вивчаються, є основою дисциплін з математичного моделювання, обробки результатів експериментів і т. д.
Курс «Чисельні методи» складається з трьох основних розділів:

· наближені обчислення, куди входить поняття похибки, її оцінка, а також розділи з теорії наближень: інтерполяція, екстраполяція, апроксимація.

· розв’язок нелінійних рівнянь та систем лінійних та нелінійних рівнянь; 

· розв’язок звичайних диференційних рівнянь та рівнянь у часткових похідних.

Задачі, представлені у методичних вказівках присвячені матеріалу з першого розділу. Для кожної групи задач наведені короткі відомості з теоретичного матеріалу та приклади розв’язання типових задач. В кінці кожного розділу є перелік основних питань з теоретичного матеріалу, яким повинен оволодіти студент та варіанти індивідуальних завдань.
Тема 1. Похибка результату чисельного розв’язку задачі. Джерела та класифікація похибок. Похибка арифметичних операцій та функцій.
Визначення 1. Абсолютною похибкою 
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 називається величина, не менша за абсолютне значення різниці між точним числом А и його наближеним значенням а : 
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Визначення 2. Відносною похибкою 
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 наближеного числа а називається величина: 
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Будь-яке додатне число можна представити у вигляді: 
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 – десяткова цифра числа а, 
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 –  ціле число, що є старшим десятковим розрядом числа а.
Визначення 3. Значущими цифрами числа називаються всі цифри крім нулів, що стоять лівіше першої відмінної від нуля цифри. Нулі, що записані у кінці числа завжди є значущими. Наприклад числа 0,001407 і 5,0200 представлені відповідно 4 та 5 значущими цифрами. Форма запису у вигляді 0,1407·10-2 або 0,50200·10 називається нормальною.

Визначення 4. Цифри 
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 наближеного числа а називаються вірними у сенсі 
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 одиниць розряду останньої вірної цифри: 
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 називаються вірними у широкому сенсі, при 
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Похибки арифметичних операцій:

	Арифметична операція
	 Функція
	Похибка

	сума, різниця
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Правило виконання операцій з наближеними числами.

1) виділяють число з найкоротшим десятковим записом;

2) інші числа округляють, лишаючи один або два знаки відносно довжини найкоротшого числа;

3) виконують арифметичну операцію із збереженням всіх цифр;

4) отриманий результат округляють до найкоротшого числа.

Обернена задача: визначити припустиму похибку аргументів, так, що б похибка функції не перевищувала заданого числа 
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. Для цього накладається вимога, що внесок кожного доданку є однаковим: 
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Типові задачі.

Задача 1.1. Нехай задане наближене число 
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 і відомо. що воно має три вірних значущих цифри у широкому (вузькому) сенсі. Оцінити абсолютну та відносну похибки для обох випадків.

Розв’язок. Оскільки число має три вірних значущих цифри. То абсолютна похибка у широкому сенсі не перевищує одиниці або половині одиниці у вузькому сенсі останнього вірного розряду, то:
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 – абсолютна похибка
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Задача 1.2. Нехай задане наближене число 
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а) абсолютна похибка 
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Визначити, які значущі числа будуть вірними у широкому (вузькому) сенсі.

Розв’язок. а)
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 EMBED Equation.3  [image: image45.wmf]Þ
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, отже наближене число має три вірних значущих цифри у широкому сенсі і два – у вузькому.

б) Визначимо 
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. Отже число має дві вірні значущі цифри у широкому та вузькому сенсі. 

Задача 1.3. Скільки вірних значущих цифр треба визначити у широкому (вузькому) сенсі, що б для результату обчислення
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а) абсолютна похибка не перевищувала 0,007;  б) відносна похибка не перевищувала 1%?
Розв’язок. а) Оскільки 
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Задача 1.4. Визначити, яка рівність є точнішою: 
[image: image64.wmf]818

,

0

11

/

9

=

 та 
[image: image65.wmf]24

,

4

18

=

.

Розв’язок. Обчислимо значення виразів з більшою кількістю десяткових знаків:
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Маємо 
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Задача 1.5. Обчислити значення 
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 та оцінити абсолютну похибку, взявши значення аргументів з чотирма вірними числами.

Розв’язок. Визначимо аргументи: 
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Обчислимо наближене значення функції: 
[image: image79.wmf].
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Абсолютна похибка функції: 
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. Отже абсолютна похибка результату: 
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Задача 1.6. З якою кількістю вірних знаків треба взяти значення аргументів, що б результат обчислення функції 
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Розв’язок. Взявши наближення 
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Абсолютна похибка задовольняє нерівності: 
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Отже кожний аргумент необхідно взяти з п’ятьма вірними знаками.
Задача 1.7. Обчислити значення функції 
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Оцінимо абсолютні похибки:
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Виразимо абсолютну похибку функції через відносну: 
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Отже наближене значення 
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 має три вірних знаки.

Необхідні відомості з теорії

1. Абсолютна і відносна похибки наближених чисел і правило їх запису.

2. Вірні значущі цифри наближених чисел. Правило округлення чисел.
3. Знаходження абсолютної похибки за вірними цифрами

4. Правило запису наближених чисел.

5. Оцінка впливу похибки аргументів на значення функції

6. Оцінка похибок арифметичних дій.
Завдання 1
Завдання 1.1. 1) Визначити, яка рівність більш точна?
                         2) Округлити числа,лишивши вірні знаки у широкому та вузькому сенсі та 
                              оцінити абсолютну похибку.
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Завдання 1.2. Обчислити та визначити абсолютну похибку результату (для завдання 3) всі задані цифри є вірними ). У завданні 4) взяти значення з чотирма значущими цифрами, а також розв’язати обернену задачу – скільки значущих цифр треба взяти, що б результат мав чотири вірних знаки?
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Тема 2. Наближення функції поліномами. Теорія апроксимації.
2.1 Схема Горнера. Алгебраїчний багаточлен 
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Задача 2.1. Приклад. Обчислити 
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Завдання 2.1
Обчислити значень многочлена на відрізку 
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2.2 Ряд Тейлора. Функцію 
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Задача 2.2 Розкласти в ряд Тейлора функцію 
[image: image495.wmf](

)

x

x

f

2

=

 в точці 
[image: image496.wmf]1

0

=

x

 (
[image: image497.wmf]5

=

n

). 
Розв’язок. Складемо таблицю:

	
[image: image498.wmf]k


	
[image: image499.wmf](

)

(

)

0

x

f

k


	
[image: image500.wmf]!

n


	
[image: image501.wmf](

)

0

x

t

k



	0
	
[image: image502.wmf]2

2

2

1

=

=

x


	0!=1
	
[image: image503.wmf](

)

(

)

2

1

)

(

0

0

0

=

-

x

x

f



	1
	
[image: image504.wmf]386294

,

1

2

ln

2

=

x


	1!=1
	
[image: image505.wmf](

)

(

)

(

)

1

386294

,

1

1

)

(

1

0

1

-

×

=

-

x

x

x

f



	2
	
[image: image506.wmf]960906

,

0

2

ln

2

2

=

x


	2!=2
	
[image: image507.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

0

2

1

480453

,

0

1

!

2

)

(

-

×

=

-

x

x

x

f



	3
	
[image: image508.wmf]666049

,

0

2

ln

2

3

=

x


	3!=6
	
[image: image509.wmf](

)

(

)

(

)

3

3

0

3

1

111008

,

0

1

!

3

)

(

-

×

=

-

x

x

x

f



	4
	
[image: image510.wmf]46167

,

0

2

ln

2

4

=

x


	4!=24
	
[image: image511.wmf](

)

(

)

(

)

4

4

0

4

1

019236

,

0

1

!

4

)

(

-

×

=

-

x

x

x

f



	5
	
[image: image512.wmf]30005

,

0

2

ln

2

5

=

x


	5!=120
	
[image: image513.wmf](

)

(

)

(

)

5

5

0

5

1

002667

,

0

1

!

5

)

(

-

×

=

-

x

x

x

f




Представлення функції 
[image: image514.wmf](

)

x

x

f

2

=

 в точці 
[image: image515.wmf]1

0

=

x

 у вигляді ряду буде мати вигляд:


[image: image516.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

...

1

002667

,

0

1

019236

,

0

1

111008

,

0

1

480453

,

0

1

386294

,

1

2

2

5

4

3

2

+

-

+

-

+

-

+

-

+

-

+

=

x

x

x

x

x

x

Оцінимо максимальну похибку наближення на відрізку 
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Завдання 2.2

1) Розкласти функцію у ряд Тейлора з точністю до 0,001 в околі точки 
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2.3 Інтерполяційні многочлени.
Інтерполяція – це відтворення (наближення) виду деякої функції 
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2.3.1 Інтерполяційний поліном Лагранжа:
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Для інтерполяції (крок інтерполяції 
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2.3.2 Інтерполяційний поліном Ньютона та схема Ейткена. 
Скінченна різниця
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При обчислені скінченних різниць їх зручно записувати у наступну таблицю:
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          а) інтерполяція вперед                               б) інтерполяція назад
Введемо розділені різниці: 
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Для прискорення збіжності обчислень, вузли краще рівномірно нарощувати по обидві частини від заданої точки (так що б шукане значення було розташоване у середині таблиці).
Інтерполяційна формула Ньютона у загальному випадку (не рівновіддалені вузли):
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2.3.3 Інтерполяційні формули Гаусса, Стірлінга, Бесселя

Перша формула Гаусса: 
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Друга формула Гаусса: 
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Інтерполяційна формула Стірлінга: 
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 Інтерполяційна формула Бесселя: 
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Інтерполяційний поліном Чебишева
Рекурсивні співвідношення для поліномів Чебишева:

	Поліноми Чебишева першого роду Tn(x)
	Поліноми Чебишева другого роду Un(x)
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Значення перших поліномів Чебишева:
	першого роду Tn(x)
	другого роду Un(x)
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Вузли поліному Чебишева:

· на відрізку 
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· на довільному відрізку 
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Якщо для побудови полінома використовувати вузли Чебишева, то похибка наближення буде мінімальною: 
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Інтерполяційний поліном Чебишева 
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 обчислюються за формулами: 
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Типові задачі.

Задача 2.3.1 Знаючи значення функції 
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 у точках 
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, обчислити 
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 та оцінити похибку.
Розв’язок. Так як вузли не є рівновіддаленими, то застосуємо поліном Лагранжа. Обчислимо множники Лагранжа:
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Визначимо із скількома знаками необхідно брати значення функції у вузлах, що б оцінити похибку методу. Застосуємо формулу:
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. Нехай мінімальна похибка результату буде становити: 
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. Поклавши, що всі значення мають однакову похибку 
[image: image782.wmf]*

D

, отримаємо 
[image: image783.wmf]4

4

3

0

4

10

71

,

0

4

,

1

10

10

-

-

=

-

*

×

=

=

£

D

å

i

i

L

. Отже значення функції у вузлах треба брати з точністю до п’ятого знаку. Складемо розрахункову таблицю:
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Відповідь: 
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Задача 2.3.2 Нехай функція 
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Обчислити її значення у точках 
[image: image791.wmf]63

,

0

1

=

x

, 
[image: image792.wmf]35

,

1

2

=

x

 та оцінити похибку.
Розв’язок. Функція задана у рівновіддалених вузлах, то побудуємо таблицю скінченних різниць:
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 будемо обчислювати, використовуючи формулу інтерполяційного поліному Ньютона вперед, а для обчислення 
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 –інтерполяцію назад. Будемо будувати поліном третьої степені. Так як різниця 4-го порядку відповідає похибці то достатньо обмежитись поліномом 3-ї степені:
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Тоді: 
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Оцінимо похибки: 
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Враховуючи, що всі наведені знаки функції вірні у широкому сенсі (
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Округлимо результати до 4-х знаків: 
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Задача 2.3.3 Користуючись схемою Ейткена, обчислити значення таблично заданої функції у точці 
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Розв’язок. Складемо таблицю розділених різниць:
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Отже 
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Задача 2.3.4 Використовуючи формули Гаусса, Стірлінга та Бесселя, обчислити значення таблично заданої функції у точках 1) 
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Розв’язок. Складемо таблицю скінченних різниць так, що б точки, у яких необхідно обчислити значення функції, лежали у середині таблиці:
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Скінченні різниці 3-го порядку вже є майже постійними, тому далі таблицю не продовжуємо.
1) Для обчислення значення 
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Візьмемо 1-у формулу Гаусса
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2) Для обчислення значення 
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3) Для обчислення значення 
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Скористаємось формулою Стірлінга:
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)

(

)

(

)

410

,

6

2

020

,

0

021

,

0

6

1

04

,

0

2

,

0

108

,

0

2

04

,

0

2

177

,

0

069

,

0

2

,

0

436

,

6

204

»

-

-

-

+

-

+

-

-

+

»

y

.

4) Для обчислення значення 
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. Візьмемо 2-у формулу Гаусса: 
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Задача 2.3.5 Обчислити значення таблично заданої функції у точці 
[image: image876.wmf]112
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, застосовуючи інтерполяційний поліном Ньютона, використовуючи розділені різниці 1-го та 2-го порядків(випадок не рівновіддалених вузлів)
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Розв’язок. Застосуємо формулу: 
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Побудуємо таблицю розділених різниць:
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Знайдемо значення функції для 
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Приймаємо 
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Задача 2.3.6 Побудувати наближення функції 
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а) за рівновіддаленими вузлами та вузлами полінома Чебишева скориставшись інтерполяційною формулою Лагранжа 3-го порядку,
б) обчислити значення функцій за допомогою ряду Тейлора до 4-го порядку. 

Розв’язок. Початкові дані для побудови наближень запишемо у таблицю:
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Поліном Лагранжа за рівновіддаленими вузлами:
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Поліном Лагранжа за вузлами Чебишева: 
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Розклад функції в ряд Маклорена (
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Обчислимо значення поліномів у точці 
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З таблиці видно, що абсолютна похибка полінома, побудованого за вузлами Чебишева – найменша.

Задача 2.3.7 Приклад. Побудувати поліном Чебишева  для функції 
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Розв’язок. В якості вузлів візьмемо точки:
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 EMBED Equation.3  [image: image918.wmf](

)

2714504

,

0

8

1

2

2

cos

2

1

2

1

3

0

2

3

0

2

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

=

å

å

=

=

k

e

x

T

e

c

k

x

k

k

x

k

k

p



[image: image919.wmf](
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Отже 
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. Якщо розкласти багаточлен Чебишева за степенями, то отримаємо:


[image: image921.wmf]3

2

1751757

,

0

5429007

,

0

9989332

,

0

9946153

,

0

x

x

x

e

x

+

+

+

»

.
Необхідні відомості з теорії
1. Обчислення значення поліномів, схема Горнера.

2. Наближення функції рядами. Ряд Тейлора (Маклорена).

3. Таблична функція. Задача інтерполювання табличної функції.
4. Теорема про єдиність задачі поліноміального інтерполювання. Матриця Вандермонда.
5. Скінченні та розділені різниці.

6. Перший і другий інтерполяційний многочлени Ньютона. Оцінка похибок інтерполяційних формул Ньютона. Процес Ейткена.
7. Формула лінійного інтерполювання і способи оцінки її похибки.

8. Інтерполяційні формули Гаусса , Бесселя, Стірлінга.

9. Поліном найкращого наближення. Поліном Чебишева.
Завдання 2.3
Завдання 2.3.1. Обчислити наближене значення функції за допомогою інтерполяційного полінома Лагранжа:
а) за вузлами, наведеними у таблиці;

б) за вузлами полінома Чебишева, похибки наближень порівняти
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Завдання 2.3.2. Використовуючи схему Ейткена, обчислити наближене значення функції, заданої таблично, при заданому значенні аргументу . 
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Завдання 2.3.3 Використовуючи першу та другу інтерполяційні формули Ньютона обчислити значення функції при заданому значенні аргументу.
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Завдання 2.3.4 Використовуючи: 1) лінійну; 2) квадратичну інтерполяцію, обчислити значення функції при заданих значеннях аргументу (для складання таблиці різниць застосувати таблиці Брадіса або калькулятор).                                                 Завдання1)
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Завдання 2.3.6 За заданими значеннями аргументу обчислити значення функції 
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Тема 3. Наближення функції сплайнами.
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Застосувавши властивості гладкості сплайну до останніх рівнянь, отримаємо співвідношення, що виключає 
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В останньому рівнянні невідомими є 
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, а інші члени – константи, обчислені за значеннями у заданих точках. Система рівнянь, яка задається останнім рівнянням буде невизначеною, так як вона складається з 
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 невідомим. Отже для її розв‘язку необхідно задати ще два додаткових рівняння. Їх задають так, щоб виключити 
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 з першого рівняння і 
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-го рівняння. Існує декілька способів задання крайніх значень. Стратегії задання обмежень у крайніх точках наведена у таблиці:
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В результаті отримаємо систему лінійних рівнянь 
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Після розв‘язання системи і визначення 
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 обчислюються коефіцієнти кубічного сплайну за такими формулами:
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Замикаючий сплайн. Для відшукання сплайну необхідно розв‘язати наступну систему рівнянь:
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Замикаючий сплайн має певний нахил у крайніх точках. Його можна представити як криву, що отримується коли гнучка еластична лінія має пройти через задані точки і примкнути до країв із заданим нахилом. Цей тип сплайну використовують у кресленнях, для вимальовування гладкої кривої, що проходить через декілька точок.
Природний сплайн. Для його побудови складається наступна система рівнянь:
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Природній сплайн – це гнучка еластична крива, що проходить через задані точки, але на кінцях відрізку має довільні нахили, які мінімізують осциляцію кривої. Цей сплайн корисний для отримання кривої за експериментальними даними, які мають декілька значущих цифр.
Екстраполюючий сплайн. Для відшукання такого сплайну будується наступна система рівнянь:
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Екстраполяційний сплайн передбачає, що його кінці є продовженнями суміжних кубічних сплайнів.
Сплайн, що закінчується параболою.
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На відрізках 
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 кубічний поліном вироджується у параболу.
Сплайн  із заданою кривизною в крайніх точках.
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Задаючи значення другої похідної можна отримувати необхідну кривизну в кожній точці.
Оцінка похибки наближення сплайнами. Похибку наближення можна оцінити як максимальне відхилення інтерполюю чого сплайну від функції:
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в залежності від кроку 
[image: image1298.wmf]i

i

x

x

h

-

=

+

1

max

, 
[image: image1299.wmf]1

,...,

2

,

1

-

=

n

i


Типові задачі.

Задача 3.1 Розглянемо задачу про випаровування рапи з поверхні озера Ельтон.
	Солоність рапи, % 
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	Швидкість випаровування  
% від прісної води 
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Побудуємо залежність між солоністю та швидкістю випаровування, застосовуючи кусково-поліноміальну інтерполяцію. 
Розв’язок. Розіб’ємо весь відрізок інтерполяції на три підінтервали: 
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 і побудуємо на кожному частковому відрізку свій поліном другого степеня скориставшись інтерполяційною формулою Лагранжа:
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З отриманих результатів видно, що на  кінці інтерполяційного інтервалу ми отримали лінійну залежність. Побудуємо графік наближення за результатами кусково-поліноміальної інтерполяції (рис. 1 а)). 

а)[image: image1311.png]Bl

E3

ET

ES



 [image: image1312.png]


б) [image: image1313.png]


с)
Рис. 1 Графік кусково-поліноміальної апроксимації та сплайнами
Задача 3.2 Побудувати за таблично заданою функцією:

а) лінійний сплайн          б) параболічний сплайн дефекту 1 с) кубічний сплайн.
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Розв’язок. Розіб’ємо весь проміжок наближення на частинні відрізки 
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а) Будуємо наближення виходячи з умови 
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б) Будемо будувати параболічний сплайн у вигляді:
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с)  Будуємо кубічний сплайн у вигляді:
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Задача 3.3 Нехай функція задана точками 
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Розв’язок. Обчислимо значення: 
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Побудуємо замикаючий кубічний сплайн (випадок 1). Отримаємо систему рівнянь:
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 відшукаємо коефіцієнти сплайна і отримаємо (графік наближення наведений на рис. 3):
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                                                                                                  Рис. 3 Замикаючий кубічний сплайн
Необхідні відомості з теорії

1. Чим відрізняється кусково-поліноміальне наближення від наближення сплайнами?
2. Визначення сплайну. 

3. Що таке степінь та дефект сплайну?
4. Від чого залежить класифікація типів сплайнів?
5. У яких випадках наближення сплайнами є більш виправданим?
Завдання 3
Завдання 3.1. Побудувати наближення заданої функції:
а) лінійним сплайном    б) параболічним сплайном   с) кубічним сплайном.

На відрізку наближення взяти  три точки.
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Тема 4 Методи згладжування функцій. Метод найменших квадратів (МНК)
Нехай емпірична формула має вигляд 
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За методом найменших квадратів найкращі значення коефіцієнтів 
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Необхідна умов мінімуму функції ─ її частинні похідні мають дорівнювати нулю. Диференціюючи вираз (1) за параметрами 
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[image: image1457.wmf]Якщо вона має розв’язок, то він єдиний, і буде шуканим.
1) Система рівнянь для лінійного наближення 
[image: image1458.wmf]b

ax

y

+

=



[image: image1459.wmf]å

å

å

=

=

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

n

i

i

i

n

i

i

n

i

i

y

x

x

b

x

a

1

1

1

2

   

[image: image1460.wmf]å

å

=

=

=

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

n

i

i

n

i

i

y

nb

x

a

1

1

.

2) Система рівнянь для квадратичного наближення 
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3) Степенева залежність 
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Рис. 4 Графік лінії, побудованої  методом найменших квадратів
Необхідні відомості з теорії

6. У яких випадках застосовують метод найменших квадратів (МНК0?
7. Які недоліки та переваги має МНК .

8. Яка система рівнянь називається нормальною?

9. Яка основна ідея лежить в основі методу МНК?

Завдання 4

Завдання 4.1 За даними наведеними у таблиці визначити тип наближення та побудувати функцію 
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Тема 5. Чисельне диференціювання
В чисельних методах функція від неперервного аргумента заміщується функцією від дискретного аргумента – сіточною функцією. Для сіточної функції вводиться поняття різниць. Так різниці першого порядку задаються наступним чином:
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 – центральна різниця.
Для обчислення похідних функції, заданої на сітці, застосовують інтерполяційні многочлени. При виборі кількості точок необхідно керуватись наступними положеннями:

1. точністю з якою обчислюється похідна, 

2. степінню функції, яка диференціюється, 

3. розташуванням точки диференціювання на заданому відрізку значень. 
Наведемо основні центральні формули чисельного диференціювання у таблиці:
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Уточнення похідної за Річардсоном. Уточнення формули диференціювання виконують виходячи з основного оператора диференціювання 
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Враховуючи той факт, що початкові дані містять похибки, то процес уточнення не доцільно продовжувати досить далеко.
Типові задачі.

Задача 5.1 Обчислити похідну функції 
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 – центральна різниця (за трьома точками), абсолютна похибка 
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Задача 5.2 Обчислити похідні таблично заданої функції у точках 
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Точка 
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Для оцінки похибки похідної в точці 
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, відповідні залишкові похибки: 
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Оптимальний крок для обчислення першої похідної для даної функції: 
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Аналогічно обчислюється похибка у точці 
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Задача 5.2 Нехай задана функція 
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Розв’язок.
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Необхідні відомості з теорії

1. У яких випадках застосовують метод найменших квадратів (МНК)?
2. Які недоліки та переваги має МНК .

3. Яка система рівнянь називається нормальною?

4. Яка основна ідея лежить в основі методу МНК?

5. Як підбирається характер залежності?

Завдання 5

Завдання 5.1 Обчислити похідні таблично заданої функції при заданому значенні аргументу та оцінити похибки:
а) першу та другу похідні використовуючи центральні формули, визначити оптимальний крок;

б) першу похідну з точністю до третього порядку, використовуючи уточнення за Ромбергом.
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Тема 6. Чисельне інтегрування. 
Формула вигляду:
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яка має наступну властивість: 
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· формула Сімсона:
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· формула Гаусса: 
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Уточнення за Річардсоном. Нехай 
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Типові задачі.

Задача 6.1 Обчислити інтеграл: 
1) за формулою трапецій з трьома десятковими знаками;

2) за формулою Сімпсона при 
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[image: image1812.wmf]ò

+

3

,

1

7

,

0

2

3

,

0

2

x

dx

  2) 
[image: image1813.wmf](

)

dx

x

x

ò

+

-

6

,

1

2

,

1

2

1

1

,

2

2

sin


Розв’язок. 1) Для досягнення заданої точності визначимо 
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Складемо розрахункову таблицю для середніх точок:
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За формулою Сімпсона 
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Для оцінки точності складемо таблицю скінченних різниць до четвертого порядку:

	
[image: image1866.wmf]i


	
[image: image1867.wmf]i

y


	
[image: image1868.wmf]i

y

D


	
[image: image1869.wmf]i

y

2

D


	
[image: image1870.wmf]i

y

3

D


	
[image: image1871.wmf]i

y

4

D



	0

1

2

3

4

5

6

7

8
	0,1211

0,1520

0,1782

0,2000

0,2176

0,2312

0,2410

0,2473

0.2503
	0,0309

0,0262

0,218

0,0176

0,0136

0.0098

0,0063

0.0030
	-0,0047

-0,0044

-0,0042

-0,0040

-0,0038
-0,0035
-0,0033
	0,0003
0,0002

0,0002

0,0002

0,0003

0,0002
	-0,0001
0,0000

0,0000

0,0001

-0,0001


Так як 
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Обчислення виконувались з точністю до четвертого знаку, отже величина залишкового члену на похибку не впливає. Похибку обчислень можна оцінити із співвідношення: 
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Отже отримані чотири десяткових знаки є вірними.

Задача 6.2 Обчислити наближене значення інтегралу за формулою «3/8», для контролю точності виконати подвійний розрахунок при 
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Розв’язок. Для цієї формули 
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Отримані результати співпадають з точністю до стотисячних, отже приймаємо 
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Задача 6.3 Застосовуючи уточнення Річардсона обчислити інтеграл за формулою Сімпсона при 
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Розв’язок. Обчислимо інтеграл 
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 Так як вузли для першого випадку є підмножиною вузлів другого, то складемо розрахункову таблицю при 
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Знайдемо уточнення, покладаючи 
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Задача 6.4 Обчислити інтеграл за формулою Гаусса. Для оцінки точності виконати подвійний розрахунок ( при 
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Розв’язок. За формулою Гаусса:
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 беруться з таблиці квадратурних коефіцієнтів Гаусса. Складемо розрахункові таблиці.
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Співпадання результатів розрахунків при 
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 свідчить про правильність їх виконання.
Необхідні відомості з теорії
1. Основні положення чисельних методів наближеного обчислення визначених інтегралів.

2. Квадратурні формули трапецій і Сімпсона.
3. Квадратурні формула «3/8»

4. Квадратурна формула Гаусса
5. Строга оцінка похибок цих формул.

6. Оцінка похибок методом подвійного перерахунку.
7. Уточнення значення інтегралу за Річардсоном.
8. Визначення кроку розбиття відрізка інтегрування, при якому квадратурна формула забезпечує задану точність.
9. Обчислення інтегралів від функцій, що мають розриви на проміжку інтегрування.
10. Обчислення інтегралів на відрізку 
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11. Обчислення кратних інтегралів.
Завдання 5

Завдання 6.1 Обчислити інтеграл за формулою 

а) трапецій з трьома десятковими знаками.
б) Сімпсона при 
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. Оцінити похибку результату, склавши таблицю скінченних різниць.
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