Вступ

Методичні вказівки присвячені темам другого модуля курсу «Чисельні методи», а саме методам розв’язання нелінійних рівнянь та систем лінійних та нелінійних рівнянь.

Наведені методи мають широке застосування в інженерних розрахунках, зокрема у задачах будівельної та теоретичної механіки, а також у різних галузях, пов’язаних з інформаційними технологіями – системний аналіз, математичне моделювання і таке інше. 
Чисельні методи розв’язку нелінійних рівнянь.

1.1 Відокремлення коренів

В багатьох наукових та інженерних задачах математична модель процесу або об‘єкта може бути представлена рівнянням вигляду:
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, де 
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 – задана функція; 
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 – невідома величина; 
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 є коренем рівняння, якщо 
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. Наближене обчислення кореня складається з двох задач:

1 Відокремлення кореня – визначення інтервалу на якому існує лише один корінь, або визначення початкового наближення;

2 Уточнення кореня із заданою точністю.

Для вирішення першої задачі застосовується теорема Больцано-Коші.

Теорема. Нехай функція 
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 приймає на кінцях значення з різними знаками (
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). Тоді на цьому відрізку існує така точка 
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Зауваження. Якщо на заданому відрізку 
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) існуює і не змінює знак, то корінь на ньому буде лише один. 

Для рівнянь в основі яких лежить поліном 
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 верхню границю модулів коренів рівняння дає наступна теорема: нехай 
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, тоді будь який корінь задовольняє нерівність: 
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. Звідси виплиає, що всі корені будуть розташовані на інтервалі 
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1.2 Метод простих ітерацій

Рівняння 
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 необхідно привести до вигляду 
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. На наступному кроці визначається початкове наближення 
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. При виконанні цих дій керуються наступною теоремою: нехай 
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a) Якщо область значень 
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 має нерухому точку на відрізку 
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 і існує додатна константа 
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 має єдину нерухому точку 
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c) Якщо 
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 то ітерації 
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 збігаються до єдиної нерухомої точки 
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. В цьому випадку говорять, що 
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 є точкою притягання.

d) Якщо 
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 не збігаються до 
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. В цьому випадку говорять, що 
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 - нерухома точка відштовхування і ітерації проявляють локальну розбіжність.

У якості початкового наближення 
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 вибирають таку точку, що б виконувалась нерівність с). Уточнення кореня виконується за наступним алгоритмом:
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до тих пір, поки рівність не стане задовольняти необхідній точності.

Точність обчислень оцінюється співвідношенням: 
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1.3 Метод дихотомії (Больцано)

Будемо розглядати рівняння 
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 необхідно вибирати таким чином, що б на ньому існував лише один корінь рівняння. Для методу умовою існування кореня буде: 
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. Основна ідея методу полягає у зменшенні відрізка шляхом відсікання від нього половини таким чином, щоб локалізувати корінь заданого рівняння. Отже основним ітераційним кроком методу є визначення середньої точки відрізку 
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 і аналіз наступних ситуацій, які можуть виникнути:
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 , що корінь 
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 що корінь 
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, що означає 
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 корінь знайдено.

Перші дві ситуаціє є основою ділення відрізка навпіл і вибору необхідної половини, третя – критерієм зупинки ітераційного процесу.

1.4 Метод хорд

Локалізація кореня на відрізку існування одного кореня виконується шляхом пошуку точки перетину хорди, що стягує його кінці і осі 
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. Ітераційна формула має вигляд: 
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. Як і для методу ділення навпіл тут існує три варіанти:
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, що означає 
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 корінь знайдено.

Які будуть лежати в основі ітераційного процесу і служити критерієм його продовження. Процес можна спростити, якщо:
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Якщо функція вгнута або опукла в околі точки кореня то один кінець відрізку лишається нерухомим. Критерій зупинення ітерацій 
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 вже непридатний для завершення ітерацій методу хорд і кращим критерієм буде 
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 – критерій виродження відрізка у точку.

1.5 Метод Ньютона та його модифікації

Застосування методу вимагає, що б функція 
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 (була двічі неперервно диференційованою на відрізку 
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) і бажано, щоб на відрізку відшукання кореня не існувало критичних точок 
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. Для реалізації методу обирається початкове наближення 
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 і застосовується ітераційна формула 
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Щоб уникнути обчислення на кожному кроці похідної та недоліків, пов’язаних з її значенням, на практиці застосовують модифікацію методу Ньютона яка має назву методу „січних”. В методі січних похідна заміщується її наближеним значенням і основна ітераційна формули буде мати наступний вигляд: 
[image: image82.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

1

1

1

-

-

+

-

-

-

=

n

n

n

n

n

n

n

x

f

x

f

x

x

x

f

x

x

. Для реалізації методу необхідно задати дві початкові точки 
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В методі Рибакова похідна заміщується деяким числом 
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 є значенням 
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 максимальне. При такому заміщенні збіжність не порушується але трохи сповільнюється. Основна ітераційна формула має вигляд: 
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. Кількість ітерацій для методу Рибакова 
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. Достоїнством застосуванням методу Рибакова є те, що функція може мати похідну з розривами 1-го роду і дозволяє уникати ситуації попадання у критичні точки.
Для прискорення збіжності ітерацій застосовують інтерполяційну формулу Ньютона-Рафсона: 
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1.6 Метод Стеффенсена

Для реалізації методу обирається початкове наближення 
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 і застосовується ітераційна формула 
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1.7 Метод Уолла
Для досить складних і гладких функцій можна застосовувати метод Уолла, який дає кубічну збіжність але накладає на функції додаткові умови диференційованості (метод 2-го порядку). Основна рекурентна формула має вигляд:


[image: image96.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

n

n

n

n

n

n

x

f

x

f

x

f

x

f

x

f

x

¢

¢

¢

-

¢

=

+

2

1

.

1.8 Знаходження відрізку, що містить максимум. Алгоритм Свенна 

Нехай задана унімодальна функція 
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Функція називається унімодальною на множині 
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, якщо на цій мнохині існує лише одна точка максимуму 
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 виконуються нерівності:
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Початковими даними алгоритму є початкове значення 
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1. Обчислюється 
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2. Якщо 
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Якщо
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Якщо
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4. Якщо 
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5. Якщо 
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 алгоритм звершений.

Зазначимо, що випадок 
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 не розглядається, так як це суперечить припущення про унімодальність функції. Зменшення відрізку досягається шляхом послідовного виключення його частини. Величина відрізку, що виключається залежить від розташування двох пробних точок у його середині. Так як координата точки максимуму невідома, то пробні точки доцільно розташовувати так, що б зменшувати довжину відрізку в однаковому відношенні (дихотомічний пошук).

1.9 Метод дихотомії

Функція 
[image: image127.wmf](

)

x

f

 повинна бути строго опуклою на відрізку 
[image: image128.wmf][

]

b

a

,

. На початковому етапі вибираємо точність пошуку 
[image: image129.wmf]0

>

e

, покладаємо, що відрізок 
[image: image130.wmf][

]

[

]

1

1

,

,

b

a

b

a

=

 і номер кроку 
[image: image131.wmf]1

=

i

.

Алгоритм.
1. Якщо 
[image: image132.wmf]1

<

-

i

i

a

b

, то точка мінімуму належить інтервалу 
[image: image133.wmf](

)

i

i

b

a

,
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2. Якщо 
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1.10 Заходження екстремумів методом «золотого перерізу»

Основна ідея методу теж полягає у звуженні відрізка, але відсікається вже не половина, а частка у відношенні золотого перерізу. Коефіцієнт золотого перерізу береться рівним приблизно 
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2. в цих точках порівнюється значення функції і відсікається той підінтервал де функція має більше значення: 
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Критерієм зупинки доцільно взяти умову 
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1.11 Метод порозрядного пошуку

В цьому методі перебір точок відрізку виконується спочатку з кроком 
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 – задана точність., поки не буде виконуватись умова 
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 або поки чергова точка не співпаде з кінцем відрізку. Далі крок зменшується (зазвичай у 4 рази) і перебір виконується з новим кроком у протилежному напрямку. Процес завершується поки крок більше
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 то переходимо на крок 4, інакше – до кроку 5.

4. Покладаємо 
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5. Виконуємо перевірку на завершення пошуку: якщо 
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6. Змінюємо напрямок пошуку: покладаємо 
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1.12  Метод парабол

Нехай функція 
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 має першу та другу похідні. Якщо розкласти функцію у ряд Тейлора до другого порядку: 
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, то екстремум можна знайти як корінь рівняння: 
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. Якщо замінити похідні замінити скінченними різницями, то отримаємо ітераційну формулу:
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В околі точки екстремуму метод має досить швидку (квадратичну) збіжність, але ітераційний процес вимагає постійного контролю збіжності. Наприклад процес буде збіжним коли:

1. знаменник основної ітераційної формули 
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. Якщо це не виконується , то необхідно зробити досить значний крок у зворотному напрямку. Зазвичай 
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2. умова 
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 зменшують і знову роблять крок.

Типові задачі.

Задача 1.1. Відокремити корені рівняння аналітично та графічно 
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Розв’язок. Функція 
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Можна виділити два відрізки 
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 де функція змінює знак, а отже існують корені. Знайдемо першу похідну: 
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 зберігає знак (від’ємна) , що означає існування одного кореня. На другому відрізку 
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 похідна змінює знак, то знайдемо другу похідну 
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 додатна, отже на цьому відрізку також існує один корінь. Побудуємо графік функції:
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Рис. 1 Графік функції 
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Задача 1.2. Представити рівняння 
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Розв’язок. Переписати рівняння у вигляді 
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Побудуємо графіки:
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Рис. Графічне представлення рівнянь а) – випадок 1 б) – випадок 2.

Знайдемо похідні від правої частини виразів:
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Будемо шукати корені на головному періоді функції 
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. Для визначення початкового наближення розв’яжемо нерівності 
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Отже, для відшукання першого кореня (
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) краще використовувати перше представлення функції при 
[image: image226.wmf]8

,

0

0

=

x

.  Для знаходження другого кореня будемо застосовувати друге представлення 
[image: image227.wmf]2

,

1

0

=

x

 (чим більше значення 
[image: image228.wmf]x

, тим менше значення похідної). 

З графіка функцій видно, що в першому і другому випадках ми будемо мати пряму збіжність. Для уточнення коренів складемо розрахункову таблицю:
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Задача 1.2. Визначити відрізки існування одного кореня рівняння 
[image: image242.wmf]0

5

,

0

2

2

=

+

-

x

x

 та виконати його уточнення з точністю до 0,001: а) методом дихотомії   б) методом хорд.

                                 с) методом Ньютона    д) методом січних

                                 е) методом Рибакова   є) методом Ньютона-Рафсона

                                 ж) методом Стеффенсена  з) методом Уолла.

Розв’язок. Визначимо відрізок локалізації кореня графічно. Для цього перепишемо рівняння у вигляді  
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 і побудуємо графіки лівої та правої частини.
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З рис видно, що рівняння має два корені на відрізках:
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Для уточнення коренів побудуємо таблиці:
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Рис. 

З таблиці видно, що 
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а) Знайдемо перший корінь рівняння методом дихотомії.

	№
	
[image: image252.wmf]a


	
[image: image253.wmf]b


	
[image: image254.wmf])

(

a

f


	
[image: image255.wmf])

(

b

f


	
[image: image256.wmf])

(

5

,

0

b

a

x

+

=


	
[image: image257.wmf])

(

x

f



	1
	-0,7
	-0,6
	0,1145
	-0,12428
	-0,65
	-0.00833

	2
	-0,7
	-0,65
	0,1145
	-0,00833
	-0,675
	0,05222

	3
	-0,675
	-0,65
	0,05222
	-0,00833
	-0,6625
	0,02173

	4
	-0.6625
	-0,65
	0,02173
	-0,00833
	-0,65627
	0,00671

	5
	-0,65627
	-0,65
	0,00671
	-0,00833
	-0.6531385
	-0.000827


Отже з точністю до 0,001 
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б) Знайдемо другий корінь рівняння методом хорд. Обчислимо другу похідну в околі кореня:
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в) Знайдемо перший корінь рівняння методом Ньютона.

Для складання таблиці обчислимо похідну: 
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Отже з точністю до 0,000004 
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г) Знайдемо перший корінь рівняння методом січних.
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Отже з точністю до 0,0001 
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д) Знайдемо другий корінь рівняння методом Рибакова.

Необхідні відомості з теорії

1. Класифікація методів розв’язку нелінійних рівнянь.

2. Етапи наближеного розв'язку рівнянь з одним невідомим.

3. Відокремлення коренів. Графічно відокремлювати корені.
4. У мови закінчення процесу відшукання кореня.

5. Теорема про нерухому точку.

6. Збіжність методу простих ітерацій.

7. Порядок застосування методу простих ітерацій
8. Умови застосування методу поділу відрізка навпіл. Алгоритм методу дихотомії.
9. Умови застосування методу Ньютона. Алгоритм методу та його модифікації.
10. У мови закінчення процесу відшукання кореня.
Завдання

Завдання 1 а) Відокремити корені рівняння аналітично та графічно.

б) представити рівняння у вигляді 
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 таким чином, що б метод простих ітерацій збігався.

с) Знайти один з коренів методом простих ітерацій з точність до 0,01 та визначити характер збіжності.
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Завдання 2 Визначити відрізки існування одного кореня та виконати його уточнення з точністю до 0,001: а) методом дихотомії   б) методом хорд.

                                 с) методом Ньютона    д) методом січних

                                 е) методом Рибакова   є) методом Ньютона-Рафсона

                                 ж) методом Стеффенсена  з) методом Уолла
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Тема 7. Розв’язання систем лінійних та нелінійних рівнянь

7.1 Обчислення норми вектора та матриці. Оцінка обумовленості
Нехай задано вектор 
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, то найчастіше застосовуються наступні норми:
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Властивості норм:
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Абсолютна та відносна похибки векторів та матриць визначаються за наступними формулами:
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Система лінійних рівнянь може бути добре обумовленою або пгано обумовленою. Число обумовленості визначається як: 
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, то система являється погано обумовленою, так як можливим є значне зростання похибки.

7.2 Точні методи.

 Метод Гаусса Нехай задана система лінійних рівнянь 
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1. Прямий хід – приведення матриці до верхньої трикутної (починається зверху до низу). На першому кроці елемент 
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 вибираємо як ведучий і ділимо на нього перший рядок: 
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Далі, послідовно помножуючи перший рядок на 
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 і віднімаючи його від відповідного рядка, занулимо коефіцієнти першого стовпчика: 
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Повторимо цю операцію для інших рядків, починаючи з другого і до 
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-го рядка) і на кожному кроці нові елементи матриці будуть визначатись за рекурентною формулою: 
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.  Отримаємо верхню трикутну матрицю:
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2. Зворотній хід – розв’язання верхньої трикутної матриці (починається з останнього рядка). 
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Головною вимогою до застосування методу Гаусса є відсутність нульових елементів на головній діагоналі. 

Також метод Гаусса застосовують для обчислення визначника, для цього виконують прямих хід – приведення матриці до верхньої трикутної і тоді визначник обчислюють як добуток елементів головної діагоналі: 
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Однією з модифікацій методу Гаусса є схема з вибором головного елементу, де у якості ведучого елементу кожного рядка вибирається найбільший за модулем коефіцієнт.
Метод LU-розкладу. Невироджену матрицю 
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 завжди модна представити у вигляді добутку нижньої трикутної матриці 
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 і верхньої трикутної матриці 
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Тоді розв‘язання системи лінійних рівнянь можна представити 
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.Розв‘язок такої системи можна розбити на два кроки:
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– застосовуючи зворотній хід.

Для розкладення матриці 
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 на нижню та верхню трикутні матриці застосовують метод виключення Гаусса.
Метод Халецького. Якщо матриця А, що задає систему лінійних рівнянь симетрична, то метод LU-розкладу можна спростити, так як матрицю можна розкласти як 
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 застосовуються наступні формули:
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Метод прогонки Розглянемо метод прогонки для трьох діагональної матриці. Трьохдіагональною матрицею або матрицею Якобі називають матрицю наступного вигляду:
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Система рівнянь 
[image: image554.wmf]F

Ax

=

 рівносильна співвідношенню:

[image: image555.wmf]i

i

i

i

i

i

i

F

x

B

x

C

x

A

=

+

+

+

-

1

1

.
Метод прогонки базується на положенні, що шукані невідомі зв’язані рекурентним співвідношенням: 
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Звідси випливає: 
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Далі, використовуючи рекурентні формули, знаходимо всі прогоночні коефіцієнти 
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 та знаходимо розв’язок системи:
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7.3 Наближені методи

Нехай задана система лінійних рівнянь 
[image: image564.wmf]b

Ax

=

. Для застосування ітераційних  
методів її необхідно привести до еквівалентного вигляду: 
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. Далі, задавши початкове наближення 
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 знаходять послідовне наближення до кореня. Для збіжності ітераційного процесу достатньо, що б виконувалась умова 
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Аналогічно ці методи застосовуються для розв’язання систем нелінійних рівнянь. Система рівнянь приводиться до еквівалентного вигляду: 
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 Для систем нелінійних рівнянь достатньою умовою збіжності є 
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Метод простих ітерацій (метод Якобі). Розрахункова формула має вигляд: 
[image: image574.wmf](
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Критерій завершення ітерацій: 
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Швидкість збіжності значною мірою залежить від представлення системи рівнянь.

Метод Зейделя. Це модифікація методу простих ітерацій, де розрахункова формула має вигляд: 
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 – на кожному кроці застосовуються вже знайдені значення невідомих. Для існування єдиного розв‘язку  і збіжності методу Зейделя достатньо, що б виконувалась хоча б одна з умов:
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 (матриця строго діагонально домінуюча);

2. матриця 
[image: image582.wmf]C

 є симетричною додатно визначеною (всі її власні числа додатні).
Метод Ньютона. Розглянемо систему нелінійний рівнянь, яку у загальному вигляді можна записати: 
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 або у векторній формі 
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 (1). Матриця вигляду: 
[image: image585.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

=

n

n

n

n

n

n

x

x

f

x

x

f

x

x

f

x

x

f

x

x

f

x

x

f

x

x

f

x

x

f

x

x

f

x

F

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

2

1

2

2

2

1

2

1

2

1

1

1

)

(

 називається якобіаном або матрицею Якобі. Метод Ньютона для систем нелінійних рівнянь можна представити ітераційною формулою: 
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Метод  Ньютона для систем пов‘язаний з великою кількістю обчислень (на кожному кроці необхідно обчислювати 
[image: image587.wmf](
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), тому на практиці часто користуються спрощеним рекурентним співвідношенням: 
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, де матриця обернена до якобіана відшукується лише один раз для початкового наближення вектора 
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[image: image590.wmf](

)

(

)

e

<

-

+

k

k

x

x

1

, де 
[image: image591.wmf]i

i

i

x

x

max

=

. Збіжність залежить від вибору початкового наближення, якщо 
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Типові задачі.

Задача 6.1 Обчислити норму матриці та оцінити ступінь обумовленості системи лінійних рівнянь:
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Розв’язок. 
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Обчислимо 
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, та матрицю алгебраїчних доповнень:
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 EMBED Equation.3  [image: image603.wmf]444
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[image: image604.wmf]614
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 - число обумовленості більше 10, отже похибка результату буде швидко зростати ( у 42.614 разів), для отримання розв’язку такої системи її необхідно нормувати. 

Примітка. Для обчислення норми матриці, та визначення числа обумовленості можна використовувати стандартні функції середовища Mathcad – norme() та conde().
Задача 6.2 Обчислити визначник та розв’язати систему лінійних рівнянь методом Гаусса.
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Розв’язок. Складемо розрахункову таблицю:

	Коефіцієнти системи
	Права

частина
	Зворотній хід

	0.32
	0.55
	0.61
	2.25
	

	0.70
	-0.65
	-0.26
	-0.12
	

	1.20
	-2.32
	0.75
	0.98
	

	1
	1.71875
	1.90625
	7.03125
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	-1.85313
	-1.59437
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Визначник: 
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Задача 6.3 Розв’язати систему лінійних рівнянь методом LU-розкладу:
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Розв’язок. Запишемо матрицю коефіцієнтів та праву частину:
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Розкладення матриці:
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Помножимо послідовно перший рядок на 0,5 і 0,25 та віднімемо з 2-го та 3-го рядка, отримаємо:
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Тепер у якості ведучого рядка візьмемо другий рядок матриці. Помножимо його на -0,5 і віднімемо від 3-го рядка, отримаємо: 
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Розв‘яжемо систему 
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Розв‘яжемо систему 
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Задача 6.3 Розв’язати систему лінійних рівнянь методом Халецького:
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Розв’язок. Знайдемо елементи матриці 
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Отже матрицю А можна представити наступним чином:
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Далі послідовно розв’язуємо системи рівнянь:
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Задача 6.3 Розв’язати систему лінійних рівнянь методом прогонки:
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Розв’язок. Обчислимо прогоночні коефіцієнти: 
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Знайдемо невідомі 
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Задача 6.4 Розв’язати систему лінійних рівнянь методом простих ітерацій  та методом Зейделя з точністю 
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Розв’язок.  Матриця цієї системи є діагонально домінуючою, отже, вона задовольняє умові збіжності ітерацій. Якщо почати виконувати ітерації, то буде очевидним, що вони збігаються дуже повільно. Прискорити їх збіжність можна, якщо коефіцієнти матриці будуть задовольняти умові 
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. Для досягнення виконання цієї умови можна зробити наступні перетворення:
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Коефіцієнти на головній діагоналі ми представляємо у вигляді 
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 так, щоб сума діагональних елементів була меншою за одиницю. Тоді ітерації можна записати наступним чином:
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Тоді будемо мати:
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Можна дати оцінку на кількість кроків для отримання розв‘язку:
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Як видно, після виконаного нормування матриці ітерації будуть збігатись значно швидше. В якості початкових наближень візьмемо вектор правої частини 
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1) Розв’язок системи лінійних рівнянь методом простих ітерацій:
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На п’ятому кроці знайдено розв’язок з точністю 
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2) Розв’язок системи лінійних рівнянь методом Зейделя:
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Задача 6.5 Розв’язати систему нелінійних рівнянь методом простих ітерацій з точністю до 0,001:

[image: image699.wmf](

)

î

í

ì

=

-

=

-

-

9

.

0

cos

3

6

,

1

6

,

0

sin

y

x

y

x


Розв’язок. Приведемо систему до необхідного вигляду: 
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З графіку видно, що система має єдиний розв’язок в області: 
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Перевіримо збіжність методу:
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Рис. 2 Графіки функцій системи (6.5)
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. Отже умова збіжності виконується. Визначимо початкове наближення: 
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	0
	0,15
	-2
	-0,45
	-0,4350
	-0,4161
	-0,1384

	1
	0,1616
	-2,035
	-0,4384
	-0,4245
	-0,4477
	-0,1492

	2
	0,1508
	-2,0245
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	-0,4461
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	-2,0340
	
	
	
	


Задача 6.6 Розв’язати систему нелінійних рівнянь методом Ньютона з точністю до 0,001:
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Розв’язок. Перепишемо перше рівняння: 
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Для цього приймемо початкове наближення: 
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Рис.3 Графіки функцій системи (6.6)                           Позначимо:
[image: image723.wmf](

)

(

)

(

)

î

í

ì

-

+

=

-

-

-

=

1

5

,

1

8

,

0

,

4

,

0

2

,

1

2

sin

,

2

2

y

x

y

x

G

x

y

x

y

x

F


Для визначення якобіану знайдемо похідні:
[image: image724.wmf](

)

î

í

ì

=

¢

-

-

=

¢

x

G

y

x

F

x

x

6

,

1

2

,

1

2

cos

2

,  
[image: image725.wmf](

)

ï

î

ï

í

ì

=

¢

-

-

=

¢

y

G

y

x

F

y

y

3

2

cos


Уточнення кореня виконується за ітераційними формулами:
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Для відшукання кореня складемо розрахункову таблицю:
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	0
	0,4
	0,128
	0,55
	0,9988
	0,1198
	-1,1584
	-0,0208
	2,6197
	0,2701
	0,10

	
	-0,75
	0,8438
	
	0,0208
	-0,0282
	0,64
	-2,25
	
	0,0440
	0,017

	1
	0,50
	0,2
	0,7333
	0,9869
	-0,0131
	-1,523
	0,1615
	3,2199
	-0,019
	-0,006

	
	-0,733
	0,8059
	
	-0,162
	0,059
	0,8
	-2,199
	
	0,0794
	0,0247

	2
	0,4940
	0,1952
	1,6963
	0,9921
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	0.1251
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	-0,003
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	0,7904
	-2,1249
	
	-0,076
	-0.026

	3
	0,4913
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	0,1452
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	-3*10-4
	10-4

	
	-0,739
	0,8079
	
	-0,145
	0,0010
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	-2,2017
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Отже корені рівняння з точністю до 0,001: 
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Необхідні відомості з теорії
1. Обчислення норми вектора та матриці. Властивості норми.
2. Поняття обумовленості матриці. Визначення числа обумовленості.

3. Класифікація методів розв’язку систем лінійних рівнянь.
4. Метод Гаусса, його недоліки. Модифікації методу Гаусса.

5. Методи розв’язку систем із симетричною матрицею.

6. Розв’язання систем лінійних рівнянь з матрицями діагонального типу (метод прогонки та його застосування  до розв’язання диференційних рівнянь).

7. Наближені методи розв’язку систем лінійних рівнянь, їх недоліки та переваги.

8. Метод простих ітерацій для розв’язку систем нелінійних рівнянь. Умови його застосування.

9. Метод Ньютона для розв’язку систем нелінійних рівнянь та його спрощення. 
Завдання 7
Завдання 7.1

а) Обчислити норму матриці та вектора правої частини, оцінити число обумовленості.
б) Обчислити визначник та розв’язати систему лінійних рівнянь методом Гаусса.
в) Розв’язати систему лінійних рівнянь методом LU-розкладу.
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Завдання 7.1. Розв’язати систему лінійних рівнянь методом Халецького
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Завдання 7.3. Розв’язати систему лінійних рівнянь методом прогонки
	1
	
[image: image811.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

97

,

5

01

,

1

85

,

3

1

,

2

6

,

0

0

5

,

0

2

,

1

4

,

2

0

5

,

2

7

,

1


	2
	
[image: image812.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

17

,

7

39

,

1

35

,

3

0

,

2

6

,

1

0

5

,

0

2

,

1

4

,

2

0

5

,

2

7

,

0


	3
	
[image: image813.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

97

,

5

79

,

2

55

,

1

7

,

0

1

,

2

0

1

5

,

1

4

,

0

0

8

,

0

25

,

1



	4
	
[image: image814.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

64

,

3

78

,

0

76

,

2

2

,

0

7

,

2

0

3

,

0

6

,

1

4

,

1

0

2

,

2

6

,

3


	5
	
[image: image815.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

04

,

2

42

,

0

89

,

1

2

,

1

7

,

3

0

3

,

0

6

,

1

4

,

1

0

8

,

1

7

,

2


	6
	
[image: image816.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

02

,

2

67

,

2

24

,

1

7

,

3

6

,

2

0

5

,

1

3

,

4

1

,

2

0

8

,

2

7

,

1



	7
	
[image: image817.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

93

,

7

79

,

2

55

,

1

0

,

2

6

,

1

0

5

,

0

2

,

1

4

,

2

0

5

,

2

7

,

0


	8
	
[image: image818.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

52

,

10

0

.

5

3

,

15

7

,

6

6

,

4

0

5

,

3

6

,

4

4

,

2

0

8

,

4

5

,

7


	9
	
[image: image819.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

6

,

0

68

,

1

54

,

4

2

,

0

7

,

0

0

8

,

1

1

,

2

4

,

2

0

5

,

2

7

,

1



	10
	
[image: image820.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

52

,

3

56

,

5

33

,

0

6

,

1

7

,

2

0

8

,

1

1

,

3

2

,

1

0

2

,

1

8

,

1


	11
	
[image: image821.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

97

,

11

07

,

6

93

,

5

7

,

6

3

,

5

0

2

,

13

3

,

9

5

,

5

0

5

,

2

4

,

4


	12
	
[image: image822.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

98

,

1

13

,

3

04

,

1

7

,

0

6

,

1

0

5

,

1

3

,

4

1

,

1

0

8

,

1

7

,

1



	13
	
[image: image823.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

6

,

2

56

,

1

72

,

4

2

,

0

7

,

2

0

8

,

1

1

,

2

3

,

0

0

8

,

2

6

,

1


	14
	
[image: image824.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

88

,

0

87

,

5

0

,

7

7

,

4

6

,

5

0

5

,

3

3

,

4

1

,

2

0

8

,

2

5

,

3


	15
	
[image: image825.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

82

,

3

98

,

8

8

,

16

7

,

6

6

,

4

0

5

,

3

6

,

4

4

,

2

0

8

,

4

5

,

7



	16
	
[image: image826.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

25

,

9

15

,

1

3

,

7

5

,

2

7

,

4

0

1

,

4

1

,

2

5

,

3

0

8

,

3

6

,

5


	17
	
[image: image827.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

15

,

3

2

,

5

8

,

8

2

,

1

7

,

2

0

4

,

5

6

,

2

5

,

4

0

6

,

1

8

,

4


	18
	
[image: image828.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

6

,

3

8

,

5

8

,

3

8

,

1

6

,

3

0

5

,

3

6

,

4

4

,

2

0

2

,

5

4

,

8



	19
	
[image: image829.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

2

45

,

8

3

,

8

5

,

2

8

,

1

0

2

,

4

5

,

2

5

,

3

0

4

,

3

6

,

5


	20
	
[image: image830.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

6

,

3

5

,

0

2

,

0

8

,

1

6

,

3

0

5

,

3

6

,

2

5

,

3

0

2

,

1

8

,

2


	21
	
[image: image831.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

52

,

3

5

,

5

24

,

0

6

,

1

7

,

2

0

8

,

1

1

,

3

2

,

1

0

2

,

1

8

,

1



	22
	
[image: image832.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

4

,

10

3

,

12

1

,

9

8

,

1

0

,

2

0

1

,

5

6

,

2

5

,

3

0

2

,

1

1

,

6


	23
	
[image: image833.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

6

,

8

8

,

1

3

,

2

8

,

1

6

,

5

0

5

,

3

6

,

4

4

,

1

0

2

,

4

4

,

6


	24
	
[image: image834.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

55

,

5

6

,

1

4

,

5

2

,

1

7

,

2

0

4

,

5

6

,

2

5

,

4

0

6

,

3

8

,

4



	25
	
[image: image835.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

25

,

8

4

,

9

2

,

8

5

,

8

7

,

6

0

3

,

1

1

,

5

7

,

6

0

4

,

5

2

,

6


	26
	
[image: image836.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

7

,

0

44

,

1

32

,

2

5

,

1

1

,

3

0

1

,

1

8

,

0

4

,

0

0

8

,

0

6

,

2


	27
	
[image: image837.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

72

,

3

4

,

6

6

,

24

8

,

1

6

,

5

0

5

,

3

6

,

4

4

,

1

0

2

,

4

1

,

6



	28
	
[image: image838.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

95

,

0

1

,

11

9

,

5

3

,

8

7

,

3

0

6

,

1

2

,

5

5

,

7

0

4

,

3

8

,

4


	29
	
[image: image839.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

05

,

2

6

,

1

55

,

1

7

,

8

3

,

4

0

3

,

1

1

,

3

3

,

2

0

4

,

5

3

,

4


	30
	
[image: image840.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

25

,

8

75

,

12

5

,

4

5

,

8

7

,

6

0

3

,

1

1

,

5

7

,

6

0

4

,

5

5

,

4




Завдання 7.4 Розв’язати систему лінійних рівнянь з точністю до 0.001:

а) методом Якобі;                                          б) методом Зейделя.
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Завдання 7.5 Розв’язати систему нелінійних рівнянь з точністю до 0.001:
а)  методом простих ітерацій;                       б) методом Ньютона.
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