
Ðîçäië 1

Ââåäåííÿ â òåîðiþ ãðàôiâ

1.1 Îñíîâíi îçíà÷åííÿ

Çîáðàæàþòüñÿ ãðàôè òàê, ÿê ïîêàçàíî íà ìàë. 1.1. Íà ìàë. 1.1à ïîêàçàíèé çâè÷àéíèé (íåîði¹íòîâàíèé) ãðàô,
à íà ìàë. 1.1á � îði¹íòîâàíèé (îðãðàô). Àëå öå òiëüêè iëþñòðàöiÿ. Ðîçãëÿíåìî äåÿêi îçíà÷åííÿ òåîði¨ ãðàôiâ
ç òî÷êè çîðó òåîði¨ ìíîæèí. Öå íàéçàãàëüíiøèé ïiäõiä äî âèâ÷åííÿ ãðàôiâ òà ¨õíiõ âëàñòèâîñòåé.

Îçíà÷åííÿ 1.1. Ãðàô (graph) G � öå ñóêóïíiñòü äâîõ ìíîæèí V i E:

G = (V, E) , (1.1)

äå V � ìíîæèíà (âîíà íàçèâà¹òüñÿ îñíîâíîþ), à E � ìíîæèíà äâîõåëåìåíòíèõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè V . ♦
Îçíà÷åííÿ 1.2. Åëåìåíòè îñíîâíî¨ ìíîæèíè V íàçèâàþòüñÿ âåðøèíàìè (vertex, vertices). ♦
Áóäåìî ïîçíà÷àòè âåðøèíè ãðàôà v1, v2, . . . , vn.
Îçíà÷åííÿ 1.3. Êiëüêiñòü âåðøèí ãðàôà G (ïîòóæíiñòü ìíîæèíè V ) íàçèâà¹òüñÿ ðîçìiðîì ãðàôà (àíãë.

ïîðÿäîê ãðàôà: the order of a graph). ♦
Ðîçìið ãðàôà çàçâè÷àé ïîçíà÷àþòü áóêâîþ n:

∣∣V ∣∣ = n. Òóò ôóíêöiÿ
∣∣. . .∣∣ � êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèíè.

Îçíà÷åííÿ 1.4. Åëåìåíòè ìíîæèíè E íàçèâàþòüñÿ ðåáðàìè (edge). ♦
ßê ïðàâèëî, ðåáðà ïîçíà÷àþòü áóêâàìè e1, e2, . . . , em.
Îçíà÷åííÿ 1.5. Êiëüêiñòü ðåáåð ãðàôàG (ïîòóæíiñòü ìíîæèíè E) íàçèâà¹òüñÿ ïîòóæíiñòþ ãðàôà (àíãë.

ðîçìið ãðàôà: the size of a graph). ♦
Ïîòóæíiñòü ãðàôà çàçâè÷àé ïîçíà÷àþòü m:

∣∣E∣∣ = m. Çà îñíîâíèìè àêñiîìàìè òåîði¨ ìíîæèí îäèíàêîâi
åëåìåíòè ìíîæèíè E ââàæàþòüñÿ îäíèì åëåìåíòîì, òîìó ó âiäïîâiäíîñòi ç îçíà÷åííÿì 1.1 êðàòíèõ ðåáåð ó
ãðàôi íå ìîæå áóòè. Çà òèìè æ àêñiîìàìè ó êîæíîãî ðåáðà ïîâèííi áóòè äâi ðiçíi âåðøèíè, ò. ÿ. äâi îäèíàêîâi

Ðèñ. 1.1: Çâè÷àéíèé (à) òà îði¹íòîâàíèé (á) ãðàôè
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Ðèñ. 1.2: Ìíîæèíè V (à) òà E (á) ãðàôà G

âåðøèíè � öå âñå îäíî, ùî îäíà âåðøèíà, à åëåìåíòè ìíîæèíè E îáîâ'ÿçêîâî ïîâèííi áóòè äâîõåëåìåí-
òíèìè ïiäìíîæèíàìè åëåìåíòiâ ìíîæèíè V . Òîìó ïåòåëü ó ãðàôi çà îçíà÷åííÿì 1.1 òåæ íåìà¹. Ïðèêëàä:
ç òî÷êè çîðó òåîði¨ ìíîæèí ãðàô, çîáðàæåíèé íà ìàë. 1.1à � öå ñóêóïíiñòü ìíîæèí V = {v1, v2, v3, v4} òà
E = {{v1, v2} , {v1, v3} , {v1, v4} , {v2, v4} , {v3, v4}}. Äëÿ íüîãî n = 4, m = 5. Ïîðÿäîê íóìåðàöi¨ âåðøèí
(åëåìåíòiâ ìíîæèíè V ) íå ìà¹ çíà÷åííÿ, ò. ÿ. åëåìåíòè ìíîæèíè ââàæàþòüñÿ íåóïîðÿäêîâàíèìè. Òàê ñàìî
íå ìà¹ çíà÷åííÿ i ïîðÿäîê íóìåðàöi¨ ðåáåð (åëåìåíòiâ ìíîæèíè E) i âåðøèí ó ðåáði (åëåìåíòiâ ìíîæèí e1,
e2, e3, e4, e5). Òîìó áóäü-ÿêèé ãðàô çà îçíà÷åííÿì 1.1 � íåîði¹íòîâàíèé. Äëÿ ãðàôà ç ìàë. 1.1à ìíîæèíè V ,
E òà ¨õíi åëåìåíòè ïîêàçàíi íà ìàë. 1.2. Àëå ðåàëüíå æèòòÿ çíà÷íî øèðøå îçíà÷åííÿ 1.1. Iíêîëè äîâîäèòüñÿ
ðîçãëÿäàòè ãðàôè ç êðàòíèìè ðåáðàìè òà ïåòëÿìè.

Îçíà÷åííÿ 1.6. Ìóëüòèãðàôîì (multigraph) G íàçèâà¹òüñÿ ñóêóïíiñòü (1.1) ìíîæèíè V (îñíîâíà ìíî-
æèíà) òà ìóëüòèìíîæèíè E äâîõåëåìåíòíèõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè V . ♦

Ó öüîìó îçíà÷åííi E âæå ¹ ìóëüòèìíîæèíîþ, òîáòî â íié ìîæóòü áóòè ïîâòîðþâàíi åëåìåíòè, ÿêi ââàæà-
þòüñÿ ðiçíèìè. Öå âiäïîâiäà¹ êiëüêîì ðåáðàì, ùî ïî¹äíóþòü îäíó é òó ñàìó ïàðó âåðøèí (êðàòíèì ðåáðàì).
Àëå åëåìåíòè E, ÿê i ðàíiøå, çàëèøàþòüñÿ äâîõåëåìåíòíèìè ìíîæèíàìè, òîìó êîæíå ðåáðî ïîâèííî ïî¹äíó-
âàòè äâi ðiçíi âåðøèíè � ïåòåëü íåìà¹. Íà ìàë. 1.3 çëiâà ïîêàçàíèé ìóëüòèãðàô, à ñïðàâà � éîãî ìíîæèíà
V òà ìóëüòèìíîæèíà E.

Îçíà÷åííÿ 1.7. Ïñåâäîãðàôîì (pseudograph) G íàçèâà¹òüñÿ ñóêóïíiñòü (1.1) ìíîæèíè V (îñíîâíà ìíî-
æèíà) òà ìóëüòèìíîæèíè E äâîõåëåìåíòíèõ ìóëüòèïiäìíîæèí ìíîæèíè V . ♦

Ó âiäïîâiäíîñòi äî öüîãî îçíà÷åííÿ äîïóñêàþòüñÿ íå òiëüêè îäèíàêîâi åëåìåíòè ìíîæèíè E (êðàòíi ðåáðà),
àëå é îäèíàêîâi åëåìåíòè ó êîæíié ïiäìíîæèíi ek, òîáòî ðåáðî ìîæå ç'¹äíóâàòè âåðøèíó ñàìó ç ñîáîþ. Òàêi
ðåáðà íàçèâàþòüñÿ ïåòëÿìè (a loop). Çðîçóìiëî, ùî ïåòëi ó ïñåâäîãðàôi òàêîæ ìîæóòü áóòè êðàòíèìè. Íà
ìàë. 1.4 ïîêàçàíèé ïñåâäîãðàô, éîãî ìíîæèíà V òà ìóëüòèìíîæèíà E.

Îçíà÷åííÿ 1.8. Ãiïåðãðàôîì (hypergraph) G íàçèâà¹òüñÿ ñóêóïíiñòü (1.1) ìíîæèíè V (îñíîâíà ìíîæèíà)
òà ìóëüòèìíîæèíè E íåïóñòèõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè V (íå îáîâ'ÿçêîâî äâîõåëåìåíòíèõ). ♦

Çãiäíî öüîãî îçíà÷åííÿ ðåáðà ãiïåðãðàôà (âîíè òàê i íàçèâàþòüñÿ � ãiïåððåáðà, hyperedge) ìîæóòü ç'¹ä-
íóâàòè íå òiëüêè îäíó ÷è äâi, àëå é áóäü-ÿêó êiëüêiñòü âåðøèí. Îçíà÷åííÿ 1.1 ïðèïóñêà¹ êðàòíi ãiïåððåáðà,
ó ò. ÷. é ïåòëi. Íà ìàë. 1.5 íàâåäåíèé ïðèêëàä ãiïåðãðàôà. Òóò äëÿ îïèñó ïåòåëü äîñòàòíüî 1-åëåìåíòíèõ
ïiäìíîæèí ìíîæèíè V . Ó ãiïåðãðàôà íà öüîìó ìàëþíêó ¹ ãiïåððåáðà, ùî ç'¹äíóþòü 3 âåðøèíè. Âîíè ïîçíà-
÷åíi ëiíiÿìè, ç'¹äíàíèìè òî÷êàìè. Àëå ìîæóòü áóòè é ãiïåððåáðà, ùî ïî¹äíóþòü 4, 5 àáî âçàãàëi áóäü-ÿêó
êiëüêiñòü âåðøèí ç íàÿâíèõ ó V .

Îçíà÷åííÿ 1.9. Ðåáðî (ãiïåððåáðî) ek íàçèâà¹òüñÿ iíöèäåíòíèì (incident) äî âåðøèíè vi, ÿêùî vi ¹ îäíèì
ç êiíöiâ ek. ♦
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Ðèñ. 1.3: Ìóëüòèãðàô G, éîãî ìíîæèíà V òà ìóëüòèìíîæèíà E

Ðèñ. 1.4: Ïñåâäîãðàô G, éîãî ìíîæèíà V òà ìóëüòèìíîæèíà E
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Ðèñ. 1.5: Ãiïåðãðàô G, éîãî ìíîæèíà V òà ìóëüòèìíîæèíà E

Îçíà÷åííÿ 1.10. Ðåáðî (ãiïåððåáðî) ek íàçèâà¹òüñÿ ñóìiæíèì (adjacent) äî ãiïåððåáðà el, ÿêùî iñíó¹
âåðøèíà vi, iíöèäåíòíà äî íèõ îáîõ. ♦

Íàïðèêëàä, íà ìàë. 1.5 ðåáðî e12 ¹ ñóìiæíèì äî âñiõ iíøèõ ðåáåð.
Îçíà÷åííÿ 1.11. Äâi âåðøèíè vi òà vj íàçèâàþòüñÿ ñóìiæíèìè (adjacent), ÿêùî iñíó¹ ðåáðî (ãiïåððåáðî),

iíöèäåíòíå äî íèõ îáîõ. ♦
Îçíà÷åííÿ 1.12. Ãðàô (òà âñi éîãî óçàãàëüíåííÿ) G íàçèâà¹òüñÿ ãðàôîì (àáî ìóëüòèãðàôîì, òîùî) çi

çâàæåíèìè âåðøèíàìè (graph with weighted vertices), ÿêùî çàäàíå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè V íà ìíîæèíó
äiéñíèõ ÷èñåë:

ϕ : V → R. (1.2)

Äiéñíi ÷èñëà bi = ϕ (vi), ùî õàðàêòåðèçóþòü êîæíó âåðøèíó, íàçèâàþòüñÿ â öüîìó âèïàäêó âàãàìè âåðøèí
(weight of vertex). ♦

Îçíà÷åííÿ 1.13. Ãðàô (òà âñi éîãî óçàãàëüíåííÿ) G íàçèâà¹òüñÿ ãðàôîì çi çâàæåíèìè ðåáðàìè (graph
with weighted edges), ÿêùî çàäàíå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè E íà ìíîæèíó äiéñíèõ ÷èñåë:

ψ : E → R. (1.3)

Äiéñíi ÷èñëà ck = ψ (ek), ùî õàðàêòåðèçóþòü êîæíå ðåáðî, íàçèâàþòüñÿ â öüîìó âèïàäêó âàãàìè ðåáåð (weight
of edge). ♦

Çîêðåìà, ÿêùî âàãè âåðøèí àáî ðåáåð � íàòóðàëüíi ÷èñëà (àáî ÷èñëà áóäü-ÿêî¨ çëi÷åííî¨ ìíîæèíè),
ìè ìîæåìî âçÿòè íàáið ôàðá, ïåðåíóìåðóâàòè ¨õ ó âiäïîâiäíîñòi äî öèõ ÷èñåë, òà ñêàçàòè, ÷òî ìè ïðîâåëè
ðîçôàðáîâêó âåðøèí àáî ðåáåð ãðàôà (vertex or edges coloring).

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi âèäè ãðàôiâ, ùî ÷àñòî çóñòði÷àþòüñÿ â çàñòîñóâàííÿõ.
Îçíà÷åííÿ 1.14. Ãðàô (ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 1.1) Kn ç n âåðøèíàìè íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì ãðàôîì (complete

graph) àáî êëiêîþ (clique), ÿêùî êîæíó ïàðó éîãî âåðøèí ïî¹äíó¹ ðåáðî. ♦
Ëåãêî äîâåñòè, ùî ïîòóæíiñòü êëiêè Kn:

m =
n (n− 1)

2
. (1.4)
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Ðèñ. 1.6: Êëiêà K5

Ðèñ. 1.7: Äâîäîëåâi ãðàôè

Äiéñíî, êîæíà ç n âåðøèí ç'¹äíó¹òüñÿ ç áóäü-ÿêîþ iíøîþ ç (n− 1), òîìó çàãàëüíà êiëüêiñòü êiíöiâ ðåáåð
äîðiâíþ¹ n (n− 1). Àëå ó êîæíîãî ðåáðà ¹ 2 êiíöÿ, çâiäñiëÿ é îòðèìó¹ìî ôîðìóëó (1.4). Íà ìàë. 1.6 ïîêàçàíà
êëiêà K5.

Îçíà÷åííÿ 1.15. Ãðàô G íàçèâà¹òüñÿ äâîäîëåâèì (bipartite graph), ÿêùî ìíîæèíà éîãî âåðøèí ðîçáè-
âà¹òüñÿ íà 2 ïiäìíîæèíè V i W , ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, òàêi, ùî áóäü-ÿêå ðåáðî ek ç'¹äíó¹ âåðøèíó ç V ç
âåðøèíîþ ç W . ♦

Äâîäîëåâi ãðàôè çàçâè÷àé ïîçíà÷àþòü ÿê ñóêóïíiñòü òðüîõ ìíîæèí:

D = (V, W, E) . (1.5)

Ïðèêëàäàìè äâîäîëåâèõ ãðàôiâ ¹ çiðêà ç áóäü-ÿêîþ êiëüêiñòþ ïðîìåíiâ òà áàãàòîêóòíèê iç ïàðíîþ êiëü-
êiñòþ âåðøèí (ìàë. 1.7). Ðîçáèòòÿ ìíîæèíè âåðøèí íà äâi ÷àñòèíè ïîêàçàíå òóò òîíêîþ øòðèõîâîþ ëiíi¹þ.
Àëå çàçâè÷àé âåðøèíè äâîäîëåâèõ ãðàôiâ çîáðàæàþòü íà äâîõ âåðòèêàëÿõ àáî ãîðèçîíòàëÿõ, ÿê íà ìàë. 1.8á.
Äâîäîëåâi ãðàôè ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó çàñòîñóâàííÿõ. Íàïðèêëàä, çàäà÷i ïðèçíà÷åííÿ, ðîçïîäiëó, ïëàíè
ïåðåâåçåíü îïèñóþòüñÿ äâîäîëåâèìè ãðàôàìè (ïðàöiâíèêè òà ðîáîòè, äæåðåëà ðåñóðñiâ òà ñïîæèâà÷i, ñêëàäè
òà ìàãàçèíè). Àëå é â òåîðåòè÷íèõ äîñëiäæåííÿõ íàì äîâîäèòüñÿ ñòèêàòèñÿ ç íèìè. Çîêðåìà, áóäü-ÿêîìó
ãiïåðãðàôó ìîæíà ñïiâñòàâèòè ó âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü (ái¹êöiþ) äâîäîëåâèé ãðàô. Äëÿ öüîãî
äîñòàòíüî âåðøèíè ïî÷àòêîâîãî ãiïåðãðàôà âiäíåñòè äî ïåðøî¨ äîëi V , à êîæíîìó ãiïåððåáðó ïîñòàâèòè ó
âiäïîâiäíiñòü âåðøèíó ç äðóãî¨ äîëi W . Òåïåð ç'¹äíó¹ìî êîæíó âåðøèíó vi ó V ç òèìè âåðøèíàìè ó W , ÿêi
âiäïîâiäàþòü ãiïåððåáðàì ïî÷àòêîâîãî ãiïåðãðàôà, iíöèäåíòíèì äî vi.

Îçíà÷åííÿ 1.16. Äâîäîëåâèé ãðàô D = (V ′, W ′, E′) íàçèâà¹òüñÿ âiäïîâiäíèì (incidence) äî ãiïåðãðàôà
G = (V, E), ÿêùî

∣∣V ′∣∣ =
∣∣V ∣∣, ∣∣W ′∣∣ =

∣∣E∣∣, à ðåáðî e′k =
{
v′i, w

′
j

}
∈ E′ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ó ãiïåðãðàôi G

âåðøèíà vi iíöèäåíòà äî ðåáðà ej . ♦
Ïðèêëàä. Ïîáóäó¹ìî äâîäîëåâèé ãðàô, âiäïîâiäíèé äî ãiïåðãðàôà ç ìàë. 1.4. Íà ìàë. 1.8à ïîêàçàíèé

ïî÷àòêîâèé ãiïåðãðàô, à íà 1.8á � âiäïîâiäíèé äî íüîãî äâîäîëåâèé ãðàô. Ó ïî÷àòêîâîãî ãiïåðãðàôà n = 4,
m = 14, òîìó â ïåðøié äîëi äâîäîëåâîãî ãðàôà áóäå 4 âåðøèíè, à ó äðóãié � 14.
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Ðèñ. 1.8: Ãiïåðãðàô (à), âiäïîâiäíèé äî íüîãî äâîäîëåâèé ãðàô (á) òà äâî¨ñòèé ãiïåðãðàô (â)
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Ó ïî÷àòêîâîìó ãiïåðãðàôi v1 iíöèäåíòíà äî e1, e2, e3, e4, e13 òà e14, òîìó ó äâîäîëåâîìó ãðàôi ç'¹äíó¹ìî
v1 ç w1, w2, w3, w4, w13 òà w14. Òàê ñàìî â÷èíÿ¹ìî i ç iíøèìè âåðøèíàìè. Ìè áà÷èìî, ùî çà ãiïåðãðàôîì G
âiäïîâiäíèé äî íüîãî äâîäîëåâèé ãðàô áóäó¹òüñÿ îäíîçíà÷íî. I íàâïàêè, çà äâîäîëåâèì ãðàôîì îäíîçíà÷íî
âiäíîâëþ¹òüñÿ ïî÷àòêîâèé ãiïåðãðàô. Âiäíîâëåííÿ ìîæíà ïðîâåñòè, íàïðèêëàä, òàê. Ó âiäïîâiäíîìó äâîäîëå-
âîìó ãðàôi

∣∣V ∣∣ = 4, òîìó ìàëþ¹ìî 4 âåðøèíè ïî÷àòêîâîãî ãiïåðãðàôà. Ïåðåãëÿäà¹ìî êîæíó âåðøèíó äðóãî¨
äîëiW : öå áóäå ðåáðî âiäíîâëþâàíîãî ãiïåðãðàôà. Âåðøèíà w1 ñóìiæíà ç v1 i v2, çíà÷èòü, ðåáðî e1 ãiïåðãðàôà
áóäå ç'¹äíóâàòè v1 i v2, i ò. ä. ßêùî w9 ñóìiæíà ëèøå ç îäíi¹þ âåðøèíîþ v2, òî ó ïî÷àòêîâîìó ãiïåðãðàôi
áóäå ïåòëÿ e9 ó âåðøèíi v2. Âåðøèíà w12 ñóìiæíà âiäðàçó ç òðüîìà âåðøèíàìè äîëi V : v2, v3 i v4 � çíà÷èòü,
ó ïî÷àòêîâîìó ãiïåðãðàôi ç'ÿâèòüñÿ ãiïåððåáðî e12 = {v2, v3, v4}. Ùî áóäå, ÿêùî ìè ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè äîëi
V òà W ó äâîäîëåâîìó ãðàôi, à ïîòiì ñïðîáó¹ìî âiäíîâèòè ãiïåðãðàô? Ìè îòðèìà¹ìî ãiïåðãðàô, äâî¨ñòèé äî
ïî÷àòêîâîãî.

Îçíà÷åííÿ 1.17. Ãiïåðãðàô G′ = {V ′, E′} íàçèâà¹òüñÿ äâî¨ñòèì (dual) ïî âiäíîøåííþ äî ãiïåðãðàôà
G = {V, E}, ÿêùî

∣∣V ′∣∣ =
∣∣E∣∣, ∣∣E′∣∣ =

∣∣V ∣∣, i ãiïåððåáðî e′j ¹ iíöèäåíòíèì äî âåðøèíè v′i òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè
ãiïåððåáðî ei ¹ iíöèäåíòíèì äî âåðøèíè vj . ♦

Ïðîäîâæèìî ïðèêëàä. Ïîáóäó¹ìî ãiïåðãðàô, äâî¨ñòèé äî ãiïåðãðàôà ç ìàë. 1.5. Ìè âæå ïîáóäóâàëè äâî-
äîëåâèé ãðàô, âiäïîâiäíèé äî íüîãî (ìàë. 1.8á). Ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè äîëi V òà W (öå ìîæíà çðîáèòè â óìi).
Âiäíîâèìî òåïåð ãiïåðãðàô ç 14 âåðøèíàìè òà 4 ãiïåððåáðàìè. Ãiïåððåáðî e1 áóäå ç'¹äíóâàòè âåðøèíè v1,
v2, v3, v4, v13 òà v14. Àíàëîãi÷íî áóäó¹ìî é iíøi ãiïåððåáðà. Ðåçóëüòàò ïîêàçàíèé íà ìàë. 1.8â. Âî÷åâèäü, ãi-
ïåðãðàô, äâî¨ñòèé äî äâî¨ñòîãî, ñïiâïàäà¹ ç ïî÷àòêîâèì. Òîáòî ìè ìîæåìî êàçàòè ïðî ïàðó âçà¹ìíî äâî¨ñòèõ
ãiïåðãðàôiâ.

Îçíà÷åííÿ 1.18. Îði¹íòîâàíèé ãðàô, àáî îðãðàô (digraph) G � öå ñóêóïíiñòü äâîõ ìíîæèí V i E:

G = (V, E) , (1.6)

äå V � îñíîâíà ìíîæèíà (âåðøèíè), à E � ìíîæèíà óïîðÿäêîâàíèõ äâîõåëåìåíòíèõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè
V . Öi ïiäìíîæèíè íàçèâàþòüñÿ äóãàìè (arc) àáî ñòðiëêàìè (arrow). ♦

Ïðèêëàä îðãðàôà � íà ìàë. 1.1á. ßê i äëÿ ãðàôiâ, äëÿ îðãðàôiâ ìîæíà ââåñòè äî ðîçãëÿäó êðàòíi äóãè
òà ïåòëi (ìîæëèâî, òåæ êðàòíi). Îðãðàô òà éîãî óçàãàëüíåííÿ ìîæóòü òàêîæ ìàòè çâàæåíi àáî ðîçôàðáîâàíi
âåðøèíè òà (àáî) äóãè. À îñü ïðî îði¹íòîâàíi ãiïåðãðàôè ÿ âçàãàëi íå ÷óâ.

1.2 ßê çàäàòè ãðàô

Ãðàô òà éîãî óçàãàëüíåííÿ � öå ñóêóïíiñòü äâîõ ìíîæèí V òà E. �õ i òðåáà çàäàòè äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiçíèõ
çàäà÷ íà ãðàôàõ.

Ïî÷íåìî ç âåðøèí. Âåðøèíè ¹ åëåìåíòàìè ìíîæèíè V . Áóäåìî íóìåðóâàòè âåðøèíè íàòóðàëüíèìè ÷è-
ñëàìè âiä 1 äî n. Òîäi äëÿ îïèñó âåðøèí äîñòàòíüî çàäàòè îäíå íàòóðàëüíå ÷èñëî n (à, ìîæå, i éîãî íå òðåáà,
ÿê ìè ïîáà÷èìî äàëi). Öüîãî öiëêîì äîñòàòíüî äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ òåîði¨ ãðàôiâ. Àëå äëÿ ìàëþâàííÿ òðåáà
çíàòè ùå é êîîðäèíàòè âåðøèí.

Ç êîîðäèíàòàìè ìîæíà â÷èíèòè òàê: çàäàòè ìàñèâ äiéñíèõ ÷èñåë ðîçìiðîì n × 2 àáî n × 3. Ó ïåðøîìó
ñòîâïöi öüîãî ìàñèâó çàäà¹ìî àáñöèñè âåðøèí, à ó äðóãîìó � îðäèíàòè. ßêùî çðó÷íiøå ìàëþâàòè ãðàô ó
ïðîñòîði (ÿê ÿêóñü àêñîíîìåòðè÷íó ïðîåêöiþ), òî ó òðåòüîìó ñòîâï÷èêó çàäà¹ìî àïëiêàòè. ßêùî êîîðäèíàòè
íå çàäàâàòè, ìîæíà ìàëþâàòè ãðàô ç ëiíiéíèì ðîçòàøóâàííÿì âåðøèí, ÿê íà ìàë. 1.8â. Àáî çîáðàæàòè
âåðøèíè ãðàôà íà êîëi, ó âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî n-êóòíèêà.

Ìíîæèíó E íàéçðó÷íiøå çàäàâàòè ó âèãëÿäi ñïèñêó ðåáåð àáî äóã � ìàñèâó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ðîçìiðîì
m × 2, ó êîæíîìó ðÿäêó ÿêîãî çàïèñàíi íîìåðè âåðøèí, ùî ç'¹äíóþòüñÿ âiäïîâiäíèì ðåáðîì àáî äóãîþ.
Íàïðèêëàä, äëÿ ãðàôà ç ìàë. 1.1à òà îðãðàôà ç ìàë. 1.1á ñïèñîê ðåáåð (äóã) ìà¹ âèãëÿä:

1 2

1 3

1 4

2 4

3 4
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Äëÿ íåîði¹íòîâàíîãî ãðàôà åëåìåíòè êîæíîãî ðÿäêà ìîæíà ïåðåñòàâëÿòè, à äëÿ îðãðàôà � íi: áóäåìî ââà-
æàòè, ùî êîæíà ñòðiëêà ñïðÿìîâàíà âiä âåðøèíè ç íîìåðîì, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ïåðøîìó ñòîâïöi, äî âåðøèíè,
íîìåð ÿêî¨ âêàçàíèé ó äðóãîìó ñòîâïöi. Ïðè òàêîìó çàäàííi ãðàôiâ íåìà¹ ïðîáëåì ç êðàòíèìè ðåáðàìè (äó-
ãàìè) òà ïåòëÿìè. ßêùî ¹ êðàòíå ðåáðî, òî âiäïîâiäíèé ðÿäîê ïîâòîðþ¹òüñÿ ïîòðiáíó êiëüêiñòü ðàçiâ. Äëÿ
ïåòëi ó ðÿäêó áóäå äâà îäèíàêîâèõ ÷èñëà. Àëå ãiïåðãðàôè çàäàâàòè òàêèì ìàñèâîì íå âäà¹òüñÿ. Äëÿ íèõ
òðåáà âèêîðèñòîâóâàòè ìàñèâ ðîçìiðîì íå m × 2, à m × emax, äå emax � ìàêñèìàëüíà êiëüêiñòü âåðøèí, ÿêi
ìîæå ç'¹äíóâàòè ãiïåððåáðî. Òîäi êîðîòøi ðÿäêè äîïîâíþþòüñÿ íóëÿìè. Íàïðèêëàä, âõiäíà iíôîðìàöiÿ ïðî
ãiïåðãðàô ç ìàë. 1.8â áóäå òàêîþ:

1 2 3 4 13 14 0 0

1 5 6 7 9 12 13 14

2 3 8 10 11 12 14 0

4 5 6 7 8 12 13 0

Ó òàêié iíôîðìàöi¨ ïðî ãiïåðãðàô íåìà¹ äâîçíà÷íîñòåé, ò. ÿ. ìè íóìåðó¹ìî âåðøèíè ÷èñëàìè âiä 1 äî n, à
âåðøèíè ñ íîìåðîì 0 íåìà¹.

Çà ñïèñêîì ðåáåð (÷è ãiïåððåáåð) ëåãêî çíàõîäÿòüñÿ m i n. Ïîòóæíiñòü ãðàôà m � öå êiëüêiñòü ðÿäêiâ
ìàòðèöi, à ðîçìið n � ìàêñèìàëüíå ÷èñëî â íié. ßêùî ó ãðàôi íåìà¹ âèñÿ÷èõ âåðøèí (âåðøèí áåç ðåáåð), òî
n ìîæíà îêðåìî íå çàäàâàòè. Ðîçìið ãðàôà n ïîòðiáíî áóäå çàäàòè îêðåìî òiëüêè òîäi, êîëè ó ãðàôi ¹ âèñÿ÷i
âåðøèíè ç íîìåðàìè, áiëüøèìè çà ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò ìàòðèöi ñïèñêó ðåáåð. Íàïðèêëàä, ÿêùî á ó ãðàôà
íà ìàë. 1.1à áóëà á ùå é âèñÿ÷à âåðøèíà v5, òðåáà áóëî á çàäàòè n = 5 ó ÿâíîìó âèãëÿäi.

Çà íåîáõiäíîñòi òàêîæ çàäàþòüñÿ âàãè âåðøèí òà ðåáåð (äóã). Öå îäíîâèìiðíi ìàñèâè äiéñíèõ ÷èñåë äîâ-
æèíîþ n òà m âiäïîâiäíî. Çàóâàæèìî, ùî íàâåäåíèé âèùå íàáið äàíèõ îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçó¹ òàêîæ i
ãiïåðãðàô ç ìàë. 1.8à, ÿêèé ¹ äâî¨ñòèì äî ãiïåðãðàôà ç ìàë. 1.8â. Äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè (ðÿäêà) òóò âêàçàíi
íîìåðè iíöèäåíòíèõ äî íå¨ ðåáåð. I íàâïàêè: ìàòðèöÿ ñïèñêó ãiïåððåáåð äëÿ ãiïåðãðàôà ç ìàë. 1.8à ¹ òàêîþ:

1 2 0

1 3 0

1 3 0

1 4 0

2 4 0

2 4 0

2 4 0

3 4 0

2 0 0

3 0 0

3 0 0

2 3 4

1 2 4

1 2 3

I öåé íàáið äàíèõ òàêîæ îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçó¹ ãiïåðãðàô ç ìàë. 1.8â, äâî¨ñòèé äî ãiïåðãðàôà ç ìàë. 1.8à.
Òóò òåæ äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè (ðÿäêà) âêàçàíi íîìåðè iíöèäåíòíèõ äî íå¨ ðåáåð.

Òîìó iíôîðìàöiþ ïðî ãiïåðãðàô (òî÷íiøå, ïðî ïàðó âçà¹ìíî äâî¨ñòèõ ãiïåðãðàôiâ) ìîæíî çàäàâàòè é ó
âèãëÿäi ìàñèâó ç n ðÿäêiâ, ó êîæíîìó ç ÿêèõ ïåðåëi÷åíi íîìåðè ðåáåð, iíöèäåíòíèõ äî âiäïîâiäíî¨ âåðøè-
íè, i êîðîòøi ðÿäêè äîïîëíåíi íóëÿìè. Äîðå÷i, â ðiçíèõ ìîâàõ ïðîãðàìóâàííÿ ¹ çàñîáè, ùî äîçâîëÿþòü íå
äîïèñóâàòè íóëi â êiíöi ðÿäêà (ñòðóêòóðè, ñïèñêè òîùî).

Àëå, ÿêùî ìè ìà¹ìî íå ãiïåðãðàô, à ãðàô (ìóëüòèãðàô, ïñåâäîãðàô, îðãðàô), òî çðó÷íiøå âñå æ òàêè
çàäàâàòè éîãî ó âèãëÿäi ñïèñêó ðåáåð (äóã) ðîçìiðîì m × 2, i äîïîâíþâàòè çà íåîáõiäíîñòi îäíîâèìiðíèìè
âåêòîðàìè âàã òà ðîçìiðîì ãðàôà n.
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1.3 Ìàòðè÷íi ïðåäñòàâëåííÿ ãðàôiâ

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ çðó÷íî ïðåäñòàâèòè ãðàô ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi. Ðîçãëÿíåìî äåÿêi ìàòðèöi, ùî õàðà-
êòåðèçóþòü ãðàô.

Îçíà÷åííÿ 1.19. Ìàòðèöåþ iíöèäåíòíîñòi (incidence matrix) ãiïåðãðàôà G íàçèâà¹òüñÿ áóëiâñüêà (ç
åëåìåíòàìè true òà false) àáî áiíàðíà (ç åëåìåíòàìè 1 òà 0) ìàòðèöÿ A ðîçìiðîì n ×m, êîæåí åëåìåíò ÿêî¨
aik = true (àáî aik = 1) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè vi iíöèäåíòà äî ek. ♦

Äëÿ ïðîñòîãî ãðàôà ó êîæíîìó ñòîâï÷èêó ìàòðèöi iíöèäåíòíîñòi áóäå ðiâíî äâi îäèíèöi, à ðåøòà íóëi.
Òàê, äëÿ ãðàôà ç ìàë. 1.1à ìàòðèöÿ iíöèäåíòíîñòi ìà¹ âèãëÿä:

A =


1 1 1 0 0
1 0 0 1 0
0 1 0 0 1
0 0 1 1 1

 . (1.7)

Ó ìàòðèöi iíöèäåíòíîñòi ìóëüòèãðàôà ç'ÿâëÿòüñÿ îäèíàêîâi ñòîâïöi. Äëÿ ïñåâäîãðàôiâ ó ñòîâïöÿõ, ùî
âiäïîâiäàþòü ïåòëÿì, áóäå ëèøå îäíà îäèíèöÿ (àáî äâiéêà, ÿêùî öå îáóìîâëåíî êîíêðåòíîþ çàäà÷åþ). Ó
êîæíîìó ñòîâï÷èêó ìàòðèöi iíöèäåíòíîñòi ãiïåðãðàôà ìîæå áóòè ñêiëüêè çàâãîäíî îäèíèöü. Îñü ÿêîþ ¹,
íàïðèêëàä, ìàòðèöÿ iíöèäåíòíîñòi ãiïåðãðàôà ç ìàë. 1.5à:

A =


1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1
0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0

 . (1.8)

�¨ ðîçìiðè 4 × 14. Ò. ÿ. v1 iíöèäåíòíà äî e1, e2, e3, e4, e13 òà e14, òî â ïåðøîìó ðÿäêó îäèíèöÿìè áóäóòü
åëåìåíòè ç íîìåðàìè 1, 2, 3, 4, 13 òà 14. Òàê ñàìî çàïîâíþ¹ìî é iíøi ðÿäêè.

ßê áà÷èìî, çà çàäàíèìè ìíîæèíàìè V òà E öÿ ìàòðèöÿ áóäó¹òüñÿ îäíîçíà÷íî. Îñü ÿê âèãëÿäà¹ ïñåâäîêîä
ïîáóäîâè ìàòðèöi iíöèäåíòíîñòi ãðàôà (ìóëüòèãðàôà, ïñåâäîãðàôà) çà çàäàíèì ìàñèâîì E ðîçìiðîì m× 2 çi
ñïèñêîì ðåáåð:

for k=1 step 1 to m do

begin {for k}

for i=1 step 1 to n do

begin {for i}

A(i,k)=0; {îáíóëÿ¹ìî ñòîâï÷èê ìàòðèöi iíöèäåíòíîñòi}

end {for i};

A(E(k,1),k)=1; {çàïèñó¹ìî äâi îäèíèöi íà ïîòðiáíi ìiñöÿ}

A(E(k,2),k)=1; {äëÿ ãiïåðãðàôà òóò áóäå ùå îäèí öèêë}

end {for k};

Çâîðîòíà çàäà÷à òåæ ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó âåðøèí ó êîæíîìó ãiïåððåáði. Àëãîðèòì
âèãëÿäà¹ òàê.

1. Äîäà¹ìî âñi ðÿäêè ìàòðèöi iíöèäåíòíîñòi A. Â îòðèìàíîìó ðÿäêó êîæíå ÷èñëî � öå êiëüêiñòü âåðøèí,
iíöèäåíòíèõ äî âiäïîâiäíîãî ãiïåððåáðà. Íàéáiëüøå ç öèõ ÷èñåë � öå emax.

2. Îïèñó¹ìî ìàñèâ E äëÿ ñïèñêó ðåáåð ðîçìiðîì m× emax.

3. Ïåðåãëÿäà¹ìî êîæåí ñòîâï÷èê ìàòðèöi iíöèäåíòíîñòi A, i çàïîâíþ¹ìî âiäïîâiäíèé ðÿäîê ìàñèâó E íî-
ìåðàìè îäèíè÷íèõ åëåìåíòiâ.

ßêùî ïîáóäóâàòè ìàòðèöþ iíöèäåíòíîñòi äëÿ äâî¨ñòîãî ãiïåðãðàôà (ìàë. 1.8â), òî íåâàæêî ïîìiòèòè, ùî âîíà
áóäå òðàíñïîíîâàíîþ äî ìàòðèöi iíöèäåíòíîñòi ïî÷àòêîâîãî ãiïåðãðàôà. Ìîæíà äîâåñòè âiäïîâiäíó òåîðåìó �
âîíà ìàéæå î÷åâèäíà ç îçíà÷åííÿ 1.1.
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Îçíà÷åííÿ 1.20. Ìàòðèöåþ iíöèäåíòíîñòi (incidence matrix) îðãðàôà G íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ A ðîçìi-
ðîì n×m, êîæåí åëåìåíò ÿêî¨ aik = 1 òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ç âåðøèíè vi âèõîäèòü äóãà ek, aik = −1 òîäi
é òiëüêè òîäi, êîëè ó âåðøèíó vi âõîäèòü äóãà ek, à â iíøèõ âèïàäêàõ aik = 0. ♦

Òàê âèãëÿäà¹ ìàòðèöÿ iíöèäåíòíîñòi äëÿ îðãðàôà ç ìàë. 1.1á:

A =


1 1 1 0 0
−1 0 0 1 0

0 −1 0 0 1
0 0 −1 −1 −1

 . (1.9)

Ïðè ïåðåíóìåðàöi¨ ðåáåð (äóã) òðåáà ïåðåñòàâèòè ñòîâïöi ìàòðèöi iíöèäåíòíîñòi, à ïðè ïåðåíóìåðàöi¨
âåðøèí � ðÿäêè. Ç ëiíiéíî¨ àëãåáðè âiäîìî, ùî äëÿ ïåðåñòàíîâêè ñòîâïöiâ òðåáà ìàòðèöþ A ïîìíîæèòè íà
ìàòðèöþ ïåðåñòàíîâîê TE ðîçìiðîì m ×m. Ó êîæíîìó ðÿäêó ìàòðèöi TE ïîâèííà áóòè îäíà îäèíèöÿ (íà
òîìó ìiñöi, êóäè òðåáà ïåðåñòàâèòè öåé ñòîâï÷èê), à ðåøòà � íóëi. Òàê ñàìî, ÿêùî òðåáà ïåðåñòàâèòè ðÿäêè
ìàòðèöi A, ñòâîðþ¹ìî ìàòðèöþ ïåðåñòàíîâîê T V ðîçìiðîì n × n çà òèìè æ ïðàâèëàìè, òðàíñïîíó¹ìî ¨¨ òà
ìíîæèìî T ′V íà A.

Íàñòóïíà ìàòðèöÿ, ÿêó ìè ðîçãëÿíåìî, öå ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi âåðøèí.
Îçíà÷åííÿ 1.21. Ìàòðèöåþ ñóìiæíîñòi âåðøèí (adjacency matrix) ïðîñòîãî ãðàôà G íàçèâà¹òüñÿ áó-

ëiâñüêà (ç åëåìåíòàìè true òà false) àáî áiíàðíà (ç åëåìåíòàìè 1 òà 0) ìàòðèöÿ B ðîçìiðîì n × n, êîæåí
åëåìåíò ÿêî¨ bij = true (àáî bij = 1) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè vi ¹ ñóìiæíîþ ç vj . ♦

ßêùî vi ñóìiæíà ç vj , òî é vj ¹ ñóìiæíîþ ç vi. Òîìó ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi âåðøèí áóäå ñèìåòðè÷íîþ. Îñü
ÿê âîíà âèãëÿäà¹ äëÿ ãðàôà ç ìàë. 1.1à:

B =


0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 0 1
1 1 1 0

 . (1.10)

Äëÿ ìóëüòèãðàôiâ çàìiñòü îäèíèöü ìîæíà ñòàâèòè êiëüêiñòü ðåáåð (òîäi ìàòðèöÿ âæå íå áóäå àíi áóëiâ-
ñüêîþ, àíi áiíàðíîþ). Äëÿ ïñåâäîãðàôiâ íà ãîëîâíié äiàãîíàëi áóäóòü íå íóëi, à êiëüêiñòü ïåòåëü. Äëÿ çâàæåíèõ
ãðàôiâ çàìiñòü îäèíèöü ìîæíà çàäàâàòè âàãè âiäïîâiäíèõ ðåáåð.

ßêùî ó äâîäîëåâîìó ãðàôi ñïî÷àòêó ïåðåíóìåðóâàòè âåðøèíè îäíi¹¨ äîëi (r âåðøèí), à ïîòiì äðóãî¨ (s
âåðøèí), òî ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi âåðøèí áóäå ìàòè ñòðóêòóðó:

B =

(
0 Brs

BT
rs 0

)
, (1.11)

äå 0 � íóëüîâà ìàòðèöÿ âiäïîâiäíèõ ðîçìiðiâ, Brs � ïðÿìîêóòíà ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi âåðøèí ç ðiçíèõ äîëåé
ðîçìiðîì r × s.

Îçíà÷åííÿ 1.22. Ìàòðèöåþ ñóìiæíîñòi âåðøèí (adjacency matrix) îãðàôà G íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ B
ðîçìiðîì n × n, êîæåí åëåìåíò ÿêî¨ bij = 1 òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ç vi âèõîäèòü äóãà ó vj , bij = −1 òîäi é
òiëüêè òîäi, êîëè ó vi âõîäèòü äóãà ç vj , i bij = 0 â óñiõ iíøèõ âèïàäêàõ. ♦

Íåâàæêî ïîìiòèòè, ùî ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi âåðøèí îðãðàôà áóäå êîñîñèìåòðè÷íîþ. Äëÿ îðãðàôà ìàë. 1.1á
âîíà ìà¹ âèãëÿä:

B =


0 1 1 1
−1 0 0 1
−1 0 0 1
−1 −1 −1 0

 . (1.12)

Öÿ ìàòðèöÿ, ÿê i ìàòðèöÿ iíöèäåíòíîñòi, áóäó¹òüñÿ îäíîçíà÷íî. Ïñåâäîêîä ïîáóäîâè ìàòðèöi ñóìiæíîñòi
âåðøèí äëÿ ïðîñòîãî ãðàôà çà çàäàíèì ìàñèâîì E ðîçìiðîì m× 2 çi ñïèñêîì ðåáåð âèãëÿäà¹ òàê:

for i=1 step 1 to n do

begin {for i}
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for j=1 step 1 to n do

begin {for j}

B(i,j)=0; {îáíóëÿ¹ìî ìàòðèöþ ñóìiæíîñòi âåðøèí}

end {for j};

end {for i};

for k=1 step 1 to m do

begin {for k}

B(E(k,1),E(k,2))=1;

B(E(k,2),E(k,1))=1; {àáî -1 äëÿ îðãðàôiâ}

end {for k};

Çâîðîòíà çàäà÷à òåæ ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî íóìåðàöi¨ ðåáåð. Àëãîðèòì äóæå ïðîñòèé: ïå-
ðåãëÿäà¹ìî âñi åëåìåíòè ìàòðèöi B íàä ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ. ßêùî ïîáà÷èìî íåíóëüîâèé åëåìåíò, òî éîãî
iíäåêñè (íîìåð ðÿäêà òà ñòîâï÷èêà) � öå áóäå ÷åðãîâèé ðÿäîê ìàñèâà E çi ñïèñêîì ðåáåð.

Ïåðåíóìåðàöiÿ ðåáåð íå çìiíþ¹ ìàòðèöþ B. Ïðè ïåðåíóìåðàöi¨ âåðøèí òðåáà ïåðåñòàâèòè ðÿäêè òà ñòîâ-
ï÷èêè çà àëãîðèòìîì, îïèñàíèì âèùå äëÿ ìàòðèöi iíöèäåíòíîñòi.

I ùå îäíà ìàòðèöÿ, ïîâ'ÿçàíà ç ãðàôîì � ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi ðåáåð.
Îçíà÷åííÿ 1.23. Ìàòðèöåþ ñóìiæíîñòi ðåáåð (edge-adjacency matrix) ïðîñòîãî ãðàôà G íàçèâà¹òüñÿ

áóëiâñüêà (ç åëåìåíòàìè true òà false) àáî áiíàðíà (ç åëåìåíòàìè 1 òà 0) ìàòðèöÿ C ðîçìiðîì m ×m, êîæåí
åëåìåíò ÿêî¨ ckl = true (àáî ckl = 1) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ðåáðî ek ¹ ñóìiæíèì ç el. ♦

Öÿ ìàòðèöÿ òåæ ¹ ñèìåòðè÷íîþ. Äëÿ ãðàôà ç ìàë. 1.1à âîíà ìà¹ âèãëÿä:

C =


0 1 1 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 1 1
1 0 1 0 1
0 1 1 1 0

 . (1.13)

Ïñåâäîêîä äëÿ îäíîçíà÷íî¨ ïîáóäîâè ìàòðèöi ñóìiæíîñòi ðåáåð äëÿ ïðîñòîãî ãðàôà çà çàäàíèì ìàñèâîì
E ðîçìiðîì m× 2 çi ñïèñêîì ðåáåð ¹ òàêèì:

for k=1 step 1 to m do

begin {for k}

for l=1 step 1 to m do

begin {for l}

C(k,l)=0; {îáíóëÿ¹ìî ìàòðèöþ ñóìiæíîñòi ðåáåð}

end {for l};

end {for k};

for k=1 step 1 to m-1 do

begin {for k}

for l=k+1 step 1 to m do

begin {for l}

if ( (E(k,1)=E(l,1)) or (E(k,2)=E(l,2)) or (E(k,1)=E(l,2)) or (E(k,2)=E(l,1)) )

then

begin {then}

C(k,l)=1;

C(l,k)=1;

end {then};

end (for l);

end (for k);

Àëå çà ìàòðèöåþ C âiäíîâèòè ìàñèâ E çi ñïèñêîì ðåáåð íåìîæëèâî: ó ìàòðèöi C íåìà¹ iíôîðìàöi¨, ç ÿêîãî
ñàìå êiíöÿ ðåáðî ek ¹ ñóìiæíèì äî ðåáðà el.
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Ïåðåíóìåðàöiÿ âåðøèí íà ìàòðèöþ ñóìiæíîñòi ðåáåð íå âïëèâà¹, à ïðè ïåðåíóìåðàöi¨ ðåáåð ¨¨ ðÿäêè òà
ñòîâï÷èêè ïåðåñòàâëÿþòüñÿ çãiäíî ç îïèñàíèì âèùå àëãîðèòìîì.



Ðîçäië 2

Içîìîðôiçì ãðàôiâ

2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Çà îçíà÷åííÿì ó ãðàôi, à òàêîæ â óñiõ éîãî óçàãàëüíåííÿõ êîîðäèíàòè âåðøèí íå çàäàíi. ßê éîãî ìàëþâàòè
íà ïëîùèíi � íå ìà¹ çíà÷åííÿ. Ìè éîãî ìàëþ¹ìî, ÿê çðó÷íiøå. Íàïðèêëàä, íà ìàë. 2.1à òà 2.1á çîáðàæåíèé
îäèí i òîé ñàìèé ãðàô.

Àëå ÿêùî íå òiëüêè iíàêøå íàìàëþâàòè ãðàô, à ùå é â iíøîìó ïîðÿäêó ïåðåíóìåðóâàòè âåðøèíè, òî
ìîæíà é íå ïîáà÷èòè, ùî íàñïðàâäi ãðàô íå çìiíèâñÿ. Òàê, ãðàôè G = (V, E) òà H = (W, F ) ç ìàë. 2.2à òà
2.2á íàñïðàâäi ¹ äâîìà ïðåäñòàâëåííÿìè îäíîãî é òîãî æ ñàìîãî ãðàôà, ÿêùî ¨õíi âåðøèíè ïåðåíóìåðîâàíi
òàêèì ÷èíîì: (

V
W

)
=

(
v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8
w1 w6 w8 w3 w5 w2 w4 w7

)
. (2.1)

Ïiñëÿ òàêî¨ ïåðåíóìåðàöi¨ (ïiäñòàíîâêè) âñi 12 ðåáåð ïî¹äíóþòü òi æ ñàìi âåðøèíè:(
E
F

)
=

(
e15 e16 e17 e25 e26 e28 e35 e37 e38 e46 e47 e48
f15 f12 f14 f65 f62 f67 f85 f84 f87 f32 f34 f37

)
. (2.2)

Ñàìå òàêi ãðàôè íàçèâàþòüñÿ içîìîðôíèìè.
Îçíà÷åííÿ 2.1. Içîìîðôiçìîì ãðàôiâ (graph isomorphism) G = (V, E) òà H = (W, F ) íàçèâà¹òüñÿ ái¹êöiÿ

(âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü) ìiæ ìíîæèíàìè âåðøèí V òà W :

f : V ↔W (2.3)

Ðèñ. 2.1: Äâà ðiçíi çîáðàæåííÿ îäíîãî é òîãî æ íðàôà

16
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Ðèñ. 2.2: Äâà ðiçíi ïðåäñòàâëåííÿ îäíîãî é òîãî æ ãðàôà

òàêà, ùî áóäü-ÿêi äâi âåðøèíè vi òà vj ãðàôà G ¹ ñóìiæíèìè òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè f (vi) òà f (vj) ñóìiæíi
â H. ♦

Iñíóâàííÿ içîìîðôiçìó ïîçíà÷à¹òüñÿ: G ' H.
Â öüîìó îçíà÷åííi éäåòüñÿ ïðî ïðîñòi íåçâàæåíi ãðàôè. Àëå éîãî ìîæíà óçàãàëüíèòè é íà ìóëüòèãðàôè,

ïñåâäîãðàôè, ãiïåðãðàôè, îðãðàôè. ßêùî ðåáðà çâàæåíi, òî içîìîðôiçì âèìàãà¹ òàêîæ çáåðåæåííÿ âàãè âiä-
ïîâiäíèõ ðåáåð. �äèíå, ùî íå çáåðiãà¹òüñÿ, òàê öå ïîðÿäîê (íóìåðàöiÿ) ðåáåð. À âií i íå ïîòðiáåí: áóäü-ÿêà
ìíîæèíà, ó ò. ÷. é ìíîæèíà ðåáåð E, ¹ íåóïîðÿäêîâàíîþ.

Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëèøå íàéïðîñòiøèé âèïàäîê: ïðîñòi íåçâàæåíi ãðàôè. Îñíîâíà çàäà÷à içîìîðôiçìó
¹ òàêîþ. Äëÿ äâîõ çàäàíèõ ãðàôiâ G = (V, E) òà H = (W, F ) òðåáà ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ âîíè içîìîðôíèìè, òîáòî
÷è iñíó¹ ái¹êöiÿ (2.3). ßêùî iñíó¹, òðåáà ¨¨ çíàéòè: ïîáóäóâàòè (2.1).

Çàçâè÷àé ìè íóìåðó¹ìî âåðøèíè íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè âiä 1 äî n. Òîäi ãðàôè ¹ içîìîðôíèìè, ÿêùî
iñíó¹ ïåðåñòàíîâêà p (i) ÷èñåë âiä 1 äî n òàêà, ùî âåðøèíè ç íîìåðàìè p (i) òà p (j) áóäóòü ñóìiæíèìè â ãðàôi
H òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âåðøèíè ç íîìåðàìè i òà j ñóìiæíi â ãðàôi G. Çäàâàëîñÿ á, ó ÷îìó ïðîáëåìà?
Òðåáà ïåðåâiðèòè âñi Pn = n! ïåðåñòàíîâîê òà çíàéòè ïîòðiáíó. Àëå öå íåìîæëèâî çà ðåàëüíèé ÷àñ. Äiéñíî,
íåõàé, íàïðèêëàä, n = 100 (íåâåëèêèé ãðàô). Òðåáà ïåðåâiðèòè P100 = 100! ≈ 9.33 × 10157 ïåðåñòàíîâîê.
Íåõàé ó íàøîìó ðîñïîðÿäæåííi ¹ êîìï'þòåð ç îá'¹ìîì ïàì'ÿòi ðîçìiðîì ç çåìíó êóëþ: R = 6378.1 km, V =
1.087×1021 m3. À ðîçìið åëåìåíòà ïàì'ÿòi íåõàé áóäå ìiíiìàëüíî ìîæëèâèì: 10−8 m, ÿê ó àòîìà âîäíþ. Îá'¹ì
òàêîãî åëåìåíòà 10−24 m3, à âñüîãî ó íàøîìó êîìï'þòåði áóäå òîäi 1.087× 1045 åëåìåíòiâ ïàì'ÿòi. ×àñ îäíi¹¨
îïåðàöi¨ âiçüìåìî ìiíiìàëüíî ìîæëèâèì: öå òîé ÷àñ, ÿêèé ñâiòëî ïðîõîäèòü âiäñòàíü â îäèí àòîì âîäíþ 10−8m
çi ñâî¹þ øâiäêiñòþ 299792458m/s. Öåé ÷àñ ñòàíîâèòü 3.34×10−17s. Âèõîäèòü, ùî çà 1 ñåêóíäó â îäíîìó åëåìåíòi
ïàì'ÿòi ìîæíà çäiéñíèòè 3 × 1016 îïåðàöié. Ïðè àáñîëþòíîìó ðîçïàðàëåëþâàííi îïåðàöi¨ â óñiõ åëåìåíòàõ
âiäáóâàþòüñÿ âîäíî÷àñ, i çàãàëüíà êiëüêiñòü îïåðàöié çà 1 ñåêóíäó íà íàøîìó ñóïåðêîìï'þòåði òîäi ñêëàäå
3.258× 1061. ßêùî íàâiòü ââàæàòè, ùî ïåðåâiðêà îäíi¹¨ ïåðåñòàíîâêè çäiéñíþ¹òüñÿ çà îäíó îïåðàöiþ, òî äëÿ
ïåðåáèðàííÿ âñiõ ïåðåñòàíîâîê âñå îäíî ïîòðiáíî áóäå 2.86 × 1096 s = 9.08 × 1088 ðîêiâ, ùî ïåðåâèùó¹ ÷àñ
iñíóâàííÿ Âñåñâiòó.

Îòæå, ïåðåáèðàííÿ ïåðåñòàíîâîê ¹ íååôåêòèâíèì. Òðåáà ñêîðî÷óâàòè êiëüêiñòü îïåðàöié. Íà æàëü, ïîêè
ùå íå âiäîìi àëãîðèòìè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i içîìîðôiçìó, ïîëiíîìiàëüíi çà ÷àñîì âiäíîñíî n òà m. Àëå iíêîëè ¹
ìîæëèâiñòü øâèäêî äîâåñòè íåiçîìîðôíiñòü ãðàôiâ, ùî ïåðåâiðÿþòüñÿ. Ñïðàâà â òîìó, ùî ¹ âåëè÷èíè, ÿêi íå
çìiíþþòüñÿ ïðè ïåðåõîäi äî içîìîðôíîãî ãðàôà. Êàæóòü, ùî òàêi âåëè÷èíè ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî ái¹êöi¨
(2.3). Ðîçãëÿíåìî ¨õ.
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Ðèñ. 2.3: Íåiçîìîðôíi ãðàôè ç îäèíàêîâèìè ðîçìiðàìè òà ïîòóæíîñòÿìè

2.2 Iíâàðiàíòè ãðàôiâ

Îçíà÷åííÿ 2.2. Iíâàðiàíòîì ãðàôà (graph invariant) íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëîâà âåëè÷èíà (ñêàëÿðíà, âåêòîðíà,
ìàòðè÷íà), ùî íå çìiíþ¹òüñÿ ïðè ïåðåõîäi äî içîìîðôíîãî ãðàôà. ♦

Ç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî ðiâíiñòü iíâàðiàíòiâ ¹ ëèøå íåîáõiäíîþ, àëå íå äîñòàòíüîþ óìîâîþ içîìîðôiçìó.
Òîáòî ÿêùî iíâàðiàíòè íå ñïiâïàäàþòü, òî ãðàôè òî÷íî íå içîìîðôíi. À ÿêùî ñïiâïàäàþòü, òî ìîæóòü áóòè
içîìîðôíèìè, à ìîæóòü i íå áóòè. Öå äîçâîëÿ¹ ïðè äîñëiäæåííi íà içîìîðôiçì âiäêèäàòè íàïåâíî íå içîìîðôíi
ãðàôè.

Ïî÷íåìî ç íàéïðîñòiøîãî. ßêùî ó ãðàôiâ G1 = (V1, E1) òà G2 = (V2, E2) ðiçíà êiëüêiñòü âåðøèí àáî ðåáåð,
âîíè íå ìîæóòü áóòè içîìîðôíèìè, òîìó ùî òîäi ïîáóäóâàòè ái¹êöiþ (2.3) íåìîæëèâî.

Iíâàðiàíò 2.1. G1 ' G2 =⇒ n1 = n2. ♦
Iíâàðiàíò 2.2. G1 ' G2 =⇒ m1 = m2. ♦.
Òàê, ó ãðàôiâ ç ìàë. 2.2: n1 = n2 = 8; m1 = m2 = 12. Àëå, ÿêùî n1 = n2 òà (àáî) m1 = m2, öå íå îçíà÷à¹,

ùî ãðàôè içîìîðôíi. Íà ìàë. 2.3 çîáðàæåíi íåiçîìîðôíi ãðàôè: ó ëiâîãî ¹ äâà ïiäãðàôè-òðèêóòíèêè K3, à ó
ïðàâîãî íåìà¹. Àëå ó êîæíîãî ç íèõ n1 = n2 = 6; m1 = m2 = 8.

Îá÷èñëèìî â ãðàôàõ G1 òà G2 âiäñòàíü (íàéìåíøó êiëüêiñòü ðåáåð, ÿêi òðåáà ïðîéòè) âiä êîæíî¨ âåðøèíè
äî âñiõ iíøèõ, à ïîòiì âiçüìåìî ìàêñèìàëüíó ç öèõ âåëè÷èí. Âîíà íàçèâà¹òüñÿ äiàìåòðîì ãðàôà: diam (G).
ßê öå çðîáèòè, ìè ðîçãëÿíåìî äàëi, ó ãëàâi 8. Çðîçóìiëî, ùî, ÿê áè ìè íå íóìåðóâàëè âåðøèíè, íàéêîðîòøà
âiäñòàíü ìiæ íàéâiääàëåíiøèìè âåðøèíàìè íå çìiíèòüñÿ.

Iíâàðiàíò 2.3. G1 ' G2 =⇒ diam (G1) = diam (G2). ♦
Ó ãðàôà G ç ìàë. 2.2à íàéêîðîòøà âiäñòàíü ìiæ íàéâiääàëåíiøèìè âåðøèíàìè, íàïðèêëàä, ìiæ v1 òà v8,

öå 3. Ó ãðàôà H ç ìàë. 2.2á äiñòàòèñÿ, íàïðèêëàä, ç w1 äî w7 òåæ ìîæíà ëèøå çà 3 êðîêè; òóò diam (G) =
diam (H) = 3. Ç iíøîãî áîêó, i ó ãðàôiâ íà ìàë. 2.3 òåæ îäèíàêîâi äiàìåòðè: diam (G) = diam (H) = 3. Àëå öi
ãðàôè íåiçîìîðôíi.

Ìîæíà òàêîæ îá÷èñëèòè âiäñòàíü âiä êîæíî¨ âåðøèíè vi äî êîæíî¨ iíøî¨ vj : d (vi, vj), à ïîòiì çíàéòè ¨õíþ
ñóìó, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ iíäåêñîì Âiíåðà (Wiener index):

W (G) =
∑
∀i, j

d (vi, vj) . (2.4)

ßêùî ãðàôè içîìîðôíi, òî ìiæ ìíîæèíàìè âiäñòàíåé (ÿê i ìiæ ìíîæèíàìè âåðøèí) iñíó¹ ái¹êöiÿ. ßê
íàñëiäîê, ñóìà âiäñòàíåé íå çìiíþ¹òüñÿ.

Iíâàðiàíò 2.4. G1 ' G2 =⇒W (G1) = W (G2). ♦
Ìàòðèöi âiäñòàíåé ìiæ áóäü-ÿêîþ ïàðîþ âåðøèí ãðàôiâ ç ìàë. 2.2 íå ñïiâïàäàþòü:
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DG =



0 2 2 2 1 1 1 3
2 0 2 2 1 1 3 1
2 2 0 2 1 3 1 1
2 2 2 0 3 1 1 1
1 1 1 3 0 2 2 2
1 1 3 1 2 0 2 2
1 3 1 1 2 2 0 2
3 1 1 1 2 2 2 0


; DH =



0 1 2 1 1 2 3 2
1 0 1 2 2 1 2 3
2 1 0 1 3 2 1 2
1 2 1 0 2 3 2 1
1 2 3 2 0 1 2 1
2 1 2 3 1 0 1 2
3 2 1 2 2 1 0 1
2 3 2 1 1 2 1 0


, (2.5)

àëå ñóìè åëåìåíòiâ íàä ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ äëÿ íèõ îäèíàêîâi: W (G) = W (H) = 48. Íà æàëü, òå æ ñàìå
ìà¹ìî i äëÿ íåiçîìîðôíèõ ãðàôiâ ç ìàë. 2.3. �õíi ìàòðèöi âiäñòàíåé òàêi:

DG =


0 1 1 2 1 2
1 0 2 1 2 1
1 2 0 3 1 2
2 1 3 0 2 1
1 2 1 2 0 1
2 1 2 1 1 0

 ; DH =


0 1 1 2 2 1
1 0 2 1 1 2
1 2 0 3 1 2
2 1 3 0 2 1
2 1 1 2 0 1
1 2 2 1 1 0

 , (2.6)

i ñóìè åëåìåíòiâ íàä ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ äëÿ íèõ ñïiâïàäàþòü: W (G) = W (H) = 23.
Îá÷èñëèìî âåêòîð (íàïðèêëàä, âåêòîð-ðÿäîê, õî÷à öå íå ìà¹ çíà÷åííÿ) ñòóïåíiâ âåðøèí. Íàéïðîñòiøå öå

çðîáèòè, äîäàâøè ðÿäêè ìàòðèöi ñóìiæíîñòi âåðøèí. ßêùî, íàïðèêëàä, âèÿâèòüñÿ, ùî ó ãðàôi G1 ¹ 8 âåðøèí
ñòóïåíÿ 5, à ó ãðàôi G2 ¹ 12 òàêèõ âåðøèí, òî íiÿêî¨ ái¹êöi¨ (2.3) âñòàíîâèòè ìiæ âåðøèíàìè G1 òà G2 íå
âäàñòüñÿ: äëÿ ÷îòèðüîõ âåðøèí ñòóïåíÿ 5 ó G2 íå çíàéäåòüñÿ âiäïîâiäíèõ ó G1. Çíà÷èòü, íåîáõiäíîþ óìîâîþ
içîìîðôiçìó ¹ ñïiâïàäiííÿ êiëüêîñòi íóëiâ, êiëüêîñòi îäèíèöü, äâiéîê, ... ó âåêòîðàõ ñòóïåíiâ âåðøèí äîñëiäæó-
âàíèõ ãðàôiâ. ßêùî öi âåêòîðè óïîðÿäêóâàòè (íàïðèêëàä, ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ), òà ïîçíà÷èòè óïîðÿäêîâàíi
âåêòîðè ÿê p (G1) òà p (G2), òî öi âåêòîðè ïîâèííi ïðîñòî ñïiâïàäàòè.

Iíâàðiàíò 2.5. G1 ' G2 =⇒ p (G1) = p (G2). ♦
Ìàòðèöi ñóìiæíîñòi âåðøèí äëÿ ãðàôiâ ç ìàë. 2.2 ìàþòü âèãëÿä:

BG =



0 0 0 0 1 1 1 0
0 0 0 0 1 1 0 1
0 0 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 0 0
1 0 1 1 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0 0


; BH =



0 1 0 1 1 0 0 0
1 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 1
0 0 0 1 1 0 1 0


, (2.7)

à óïîðÿäêîâàíi âåêòîðè ñòóïåíiâ âåðøèí ñêëàäàþòüñÿ ëèøå ç òðiéîê:

p (G) =
(

3 3 3 3 3 3 3 3
)

; p (H) =
(

3 3 3 3 3 3 3 3
)
. (2.8)

Äëÿ ãðàôiâ ç ìàë. 2.3 ¨õíi ìàòðèöi ñóìiæíîñòi âåðøèí òàêi:

BG =


0 1 1 0 1 0
1 0 0 1 0 1
1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1
1 0 1 0 0 1
0 1 0 1 1 0

 ; BH =


0 1 1 0 0 1
1 0 0 1 1 0
1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1
0 1 1 0 0 1
1 0 0 1 1 0

 , (2.9)

à óïîðÿäêîâàíi âåêòîðè ñòóïåíiâ âåðøèí ìàþòü âèãëÿä:

p (G) =
(

2 2 3 3 3 3
)

; p (H) =
(

2 2 3 3 3 3
)
, (2.10)
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òîáòî òåæ îäèíàêîâi, õî÷à öi ãðàôi íå ¹ içîìîðôíèìè.
Âæå íà öüîìó åòàïi, ÿêùî âèÿâèòüñÿ, ùî p (G1) = p (G2), ìîæíà ñïðîáóâàòè âiäøóêàòè ïåðåñòàíîâêó

içîìîðôiçìó (2.1), ïåðåáèðàþ÷è íå âñi n! ïåðåñòàíîâîê, à ëèøå n1! × n2! × n3! × . . . × nk!, äå k � ìàêñè-
ìàëüíèé ñòóïiíü âåðøèíè. Òîáòî ìîæíà îêðåìî ïåðåñòàâëÿòè ìiæ ñîáîþ âåðøèíè ñòóïåíÿ 1, ñòóïåíÿ 2 i
ò. ä. Öå ñóòò¹âî çìåíøèòü êiëüêiñòü îá÷èñëþâàíü. Íàïðèêëàä, äëÿ ãðàôà ç n = 50 ïðÿìå ïåðåáèðàííÿ
äà¹ 50! ≈ 3.04 × 1064 ïåðåñòàíîâîê. ßêùî æ, íàïðèêëàä, óïîðÿäêîâàíèé âåêòîð ñòóïåíiâ âåðøèí p (G) =(

3 3 4 4 4 5 5 7 7 8
)
, òî òðåáà ïåðåáðàòè âñüîãî ëèøå (3!)

2× (4!)
3× (5!)

2× (7!)
2×8! ≈ 7.34×1021

ïåðåñòàíîâîê, ùî çíà÷íî ìåíøå.
Çi ñòóïåíÿìè âåðøèí ïîâ'ÿçàíèé ùå îäèí iíâàðiàíò: iíäåêñ Ðàíäè÷à (Randi�c index), ÿêèé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ

â ìàòåìàòè÷íié õiìi¨ òà õåìîiíôîðìàòèöi. Çíàõîäèìî ñòóïåíi êîæíî¨ âåðøèíè deg (vi); ïîòiì äëÿ êîæíîãî
ðåáðà eij = {vi, vj} îá÷èñëþ¹ìî (deg (vi) deg (vj))

−1/2 òà äîäà¹ìî ¨õ:

r (G) =
∑
∀eij∈E

1√
deg (vi) deg (vj)

. (2.11)

Öå é ¹ iíäåêñ Ðàíäè÷à. ßêùî ñòðóêòóðà ãðàôà íå çìiíþ¹òüñÿ, òî íåçàëåæíî âiä íóìåðàöi¨ âåðøèí ó êîæíîãî
ðåáðà ãðàôà G ¹ ñâié "äâiéíèê" ó içîìîðôíîìó ãðàôi H ç òàêèìè æ ñàìèìè ñòóïåíÿìè âåðøèí íà éîãî êiíöÿõ.

Iíâàðiàíò 2.6. G1 ' G2 =⇒ r (G1) = r (G2). ♦
Íåâàæêî óñíî ïîðàõóâàòè, ùî äëÿ îáîõ ãðàôiâ ç ìàë. 2.2 iíäåêñ Ðàíäè÷à äîðiâíþ¹ 4. Àëå i äëÿ îáîõ

íåiçîìîðôíèõ ãðàôiâ ç ìàë. 2.3 öåé iíäåêñ òåæ îäèíàêîâèé: r (G) = r (H) = 2
√
6+4
3 ≈ 2.966.

Ó ãëàâi 4 ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ïðàâèëüíi ðîçôàðáîâêè. Çàðàç òiëüêè âiäìiòèìî, ùî êiëüêiñòü êîëüîðiâ ó
ìiíiìàëüíié ïðàâèëüíié ðîçôàðáîâöi âåðøèí (õðîìàòè÷íå ÷èñëî) χ (G) òåæ áóäå iíâàðiàíòîì.

Iíâàðiàíò 2.7. G1 ' G2 =⇒ χ (G1) = χ (G2). ♦
Íàïðèêëàä, ãðàô íà ìàë. 2.2à ïðàâèëüíî ôàðáó¹òüñÿ äâîìà ôàðáàìè: ëiâà äîëÿ îäíi¹þ, à ïðàâà � iíøîþ.

Ó ãðàôi ç ìàë. 2.2á îäíi¹þ ôàðáîþ ìîæíà ïîôàðáóâàòè âåðøèíè w1, w3, w6, w8; à äðóãîþ � ÷îòèðè iíøi. I,
íàðåøòi, çà äîïîìîãîþ öüîãî iíâàðiàíòó ìè ìîæåìî ðîçðiçíèòè íåiçîìîðôíi ãðàôè ç ìàë. 2.3! Äëÿ ïðàâèëüíî¨
ðîçôàðáîâêè ãðàôà ç ìàë. 2.3à ïîòðiáíî òðè ôàðáè, áî â íüîìó ¹ òðèêóòíèêè K3. À âåðøèíè ãðàôà ç ìàë. 2.3á
ïðàâèëüíî ôàðáóþòüñÿ ëèøå äâîìà ôàðáàìè. Äëÿ w2, w3, w6 îáèðà¹ìî ïåðøó ôàðáó, à äëÿ w1, w4, w5 � äðóãó.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé iíâàðiàíò, ïîâ'ÿçàíèé ç ìàòðèöÿìè ñóìiæíîñòi âåðøèí (2.7) àáî (2.9). Ïðè ái¹êöi¨
(2.3) âåðøèíè ïåðåíóìåðîâóþòüñÿ, ùî âiäïîâiäà¹ ïåðåñòàíîâöi ðÿäêiâ òà ñòîâïöiâ ìàòðèöi ñóìiæíîñòi âåðøèí.
Ç àëãåáðè ìàòðèöü âiäîìî, ùî äëÿ ïåðåñòàíîâêè ñòîïöiâ ÿêî¨ñü ìàòðèöi òðåáà ¨¨ ïîìíîæèòè íà êâàäðàòíó
ìàòðèöþ ïåðåñòàíîâîê T . Ó ïåðøîìó ðÿäêó T áóäå îäèíèöÿ íà òîìó ìiñöi, êóäè òðåáà ïåðåíåñòè ïåðøèé
ñòîâï÷èê, ó äðóãîìó ðÿäêó � îäèíèöÿ íà òîìó ìiñöi, êóäè òðåáà ïåðåíåñòè äðóãèé, i ò. ä., à âñi iíøi åëåìåíòè
T íóëüîâi. Òàê, ìàòðèöÿ ïåðåñòàíîâêè (2.1) ìà¹ âèãëÿä:

T =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0


. (2.12)

Ìíîæåííÿ BG íà T ïåðåñòàâëÿ¹ ñòîâïöi ó BG çãiäíî ç (2.1):
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BGT =



0 0 0 0 1 1 1 0
0 0 0 0 1 1 0 1
0 0 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 0 0
1 0 1 1 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0 0





1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0


=



0 1 0 1 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1 0
0 1 0 1 0 0 1 0
1 0 0 0 0 1 0 1
1 0 1 0 0 1 0 0
1 0 1 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 1 0 1


.

(2.13)
ßê áà÷èìî, 1-é ñòîâï÷èê çàëèøèâñÿ 1-ì, 2-é ñòàâ 6-ì, 3-é � 8-ì i ò. ä. Äëÿ ïåðåñòàíîâêè ðÿäêiâ òåïåð

òðåáà ïîìíîæèòè ìàòðèöþ T T íà ðåçóëüòàò (2.13). Ðÿäêè ó BG áóäóòü ïåðåñòàâëåíi ó òàêîìó æ ïîðÿäêó, ÿê
i ðàíiøå ñòîâïöi:

T TBGT =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0





0 1 0 1 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1 0
0 1 0 1 0 0 1 0
1 0 0 0 0 1 0 1
1 0 1 0 0 1 0 0
1 0 1 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 1 0 1


=



0 1 0 1 1 0 0 0
1 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 1
0 0 0 1 1 0 1 0


.

(2.14)
Ïiñëÿ òàêî¨ ïåðåñòàíîâêè ñòîâïöiâ i ðÿäêiâ ìè îòðèìàëè BH :

BH = T TBGT . (2.15)

Àëå ìàòðèöÿ T ¹ îðòîãîíàëüíîþ: íîðìè âñiõ ñòîâïöiâ îäèíè÷íi, à ñêàëÿðíi äîáóòêè äâîõ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ
ñòîâïöiâ ¹ íóëÿìè. Äëÿ òàêî¨ ìàòðèöi T−1 = T T , i ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà:

BH = T−1BGT . (2.16)

Ñàìå çà òàêîþ ôîðìóëîþ çìiíþ¹òüñÿ é ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ïðè ïåðåõîäi äî iíøîãî áàçèñó. Ó
íàøîìó âèïàäêó ìàòðèöi BG òà BH ñèìåòðè÷íi, à T îðòîãîíàëüíà. Òî æ ôîðìóëà (2.16) äà¹ çìiíó ìàòðè-
öi ñèìåòðè÷íîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ïðè ïåðåõîäi äî iíøîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó (ÎÍÁ). Ïðè÷îìó òóò
ìàòðèöÿ T îïèñó¹ ïåðåõiä íå äî áóäü-ÿêîãî ÎÍÁ, à ïåðåõiä ç ïåðåíóìåðàöi¹þ îñåé êîîðäèíàò ó En çãiäíî ç
ái¹êöi¹þ (2.3). Ç òåîði¨ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ âiäîìî, ùî ïðè çìiíi áàçèñó íå çìiíþ¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëi-
íîì éîãî ìàòðèöi D (λ) i, âiäïîâiäíî, éîãî êîðåíi (òîáòî ñïåêòð îïåðàòîðà). Ò. ÷., õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì
ìàòðèöi ñóìiæíîñòi âåðøèí (òà éîãî êîðåíi) ¹ iíâàðiàíòîì.

Iíâàðiàíò 2.8. G1 ' G2 =⇒ D1 (λ) = D2 (λ). ♦
Íà ïðàêòèöi ëåãøå ïåðåâiðÿòè êîåôiöi¹íòè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà (öiëi ÷èñëà).
Äëÿ îáîõ ãðàôiâ ç ìàë. 2.2: D (λ) = |BG − λE| = |BH − λE| = λ8 − 12λ6 + 30λ4 − 28λ2 + 9. À äëÿ

íåiçîìîðôíèõ ãðàôiâ ç ìàë. 2.3 âîíè ðiçíi: D1 (λ) = |BG − λE| = λ6 − 8λ4 − 4λ3 + 12λ2 + 8λ; D2 (λ) =
|BH − λE| = λ6 − 8λ4 + 4λ2. Ç iíøîãî áîêó, ¹ íåiçîìîðôíi ãðàôè, äëÿ ÿêèõ D (λ) ñïiâïàäàþòü. Íàïðèêëàä,
ãðàôè íà ìàë. 2.4 ÿâíî íåiçîìîðôíi: ó íèõ ðiçíi ñòóïåíi âåðøèí. Àëå õàðàêòåðèñòè÷íi ïîëiíîìè â íèõ îäèíà-
êîâi: D (λ) = |BG − λE| = |BH − λE| = −λ5 + 4λ3.

Iñíóþòü i iíøi iíâàðiàíòè, ó ò. ÷. é äîñòàòíi. ßêùî, íàïðèêëàä, âèïèñàòè â ðÿäîê åëåìåíòè ìàòðèöi ñóìi-
æíîñòi âåðøèí B íàä ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ: b12, b13, b23, b14, b24, b34, . . . , bn−1, n, òî îòðèìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü
íóëiâ òà îäíèöü, ÿêó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê äâiéêîâå ÷èñëî. Öå ÷èñëî ïiñëÿ ïåðåâåäåííÿ â äåñÿòêîâó ñèñòå-
ìó êîîðäèíàò íàçèâà¹òüñÿ êîäîì ìàòðèöi B òà ïîçíà÷à¹òüñÿ µ (G). Ïðè ðiçíié íóìåðàöi¨ âåðøèí, òîáòî ïðè
ðiçíèõ ïåðåñòàíîâêàõ ðÿäêiâ òà ñòîâïöiâ B, ¨ ¨ êîä ìîæå áóòè áiëüøèì àáî ìåíøèì. Òàê îñü, íàéìåíøå òà
íàéáiëüøå çíà÷åííÿ êîäó: µmin (G) òà µmax (G) ¹ äîñòàòíèìè iíâàðiàíòàìè ïðè çàäàíîìó êîíêðåòíîìó n.
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Ðèñ. 2.4: Íåiçîìîðôíi ãðàôè ç îäèíàêîâèìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè ïîëiíîìàìè

Iíâàðiàíò 2.9. G1 ' G2 ⇐⇒ (µmin (G1) = µmin (G2)) ∧ (µmax (G1) = µmax (G2)) ∧ (n1 = n2). ♦
Íà æàëü, çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ïåðåñòàíîâêè, ÿêà íàäà¹ êîäó ìàòðèöiB ìiíiìàëüíå òà ìàêñèìàëüíå çíà÷åí-

íÿ, íi÷èì íå ëåãøà çà çâè÷àéíå ïåðåáèðàííÿ ïåðåñòàíîâîê. ßê áà÷èìî, çàäà÷à ïåðåâiðêè ãðàôiâ íà içîìîðôiçì
¹ äîñèòü ñêëàäíîþ. Öiêàâèõ ðåçóëüòàòiâ ó öüîìó íàïðÿìêó äîñÿãëà øêîëà Õiòðîâà ç ÑÏáÄÓ (Ã.Ì.Õèòðîâ,
ÑÏáÃÓ). Éîãî ðîáîòè òà ðîáîòè éîãî ó÷íiâ ìîæíà âiäøóêàòè íà ñàéòi ÃðàôîMann [8].



Ðîçäië 3

Ïàêóâàííÿ, ïîêðèòòÿ, äîìiíóþ÷i

ìíîæèíè

Ó öié ãëàâi áóäóòü ðîçãëÿíóòi 7 çàäà÷: âåðøèííi òà ðåáåðíi ïàêóâàííÿ, ïîêðèòòÿ òà äîìiíóþ÷i ìíîæèíè (öå
2×3 = 6 çàäà÷) òà çàäà÷à ïðî ìàêñèìàëüíèé ïîâíèé ïiäãðàô (ìàêñèìàëüíó êëiêó). Óñi öi çàäà÷i ôîðìóëþþòüñÿ
ÿê çàäà÷i öiëî÷èñåëüíîãî (íàâiòü áiíàðíîãî) ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ (ÖËÏ).

3.1 Ðåáåðíå ïàêóâàííÿ

Îçíà÷åííÿ 3.1. Ðåáåðíèì ïàêóâàííÿì ó ãðàôi G = (V, E) íàçèâà¹òüñÿ ïiäìíîæèíà ïîïàðíî íåñóìiæíèõ
ðåáåð E1 ⊆ E. Iíøà íàçâà ðåáåðíîãî ïàêóâàííÿ: ïàðîñïîëó÷åííÿ (matching). Ïàðîñïîëó÷åííÿ íàçèâà¹òüñÿ
ìàêñèìàëüíèì çà âêëþ÷åííÿì, ÿêùî âîíî íå ¹ ïiäìíîæèíîþ ïàðîñïîëó÷åííÿ ç áiëüøîþ êiëüêiñòþ ðåáåð.
Ïàðîñïîëó÷åííÿ íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíèì, ÿêùî âîíî ñêëàäà¹òüñÿ ç ìàêñèìàëüíî ìîæëèâî¨ êiëüêîñòi ðå-
áåð. ♦

Íà ìàë. 3.1à ïðåäñòàâëåíèé ãðàô ç n = 8 âåðøèíàìè òà m = 13 ðåáðàìè. Îäíå ç éîãî ïàðîñïîëó÷åíü �
öå ìíîæèíà ðåáåð {e1, e4}, ùî íå ¹ ñóìiæíèìè. Âîíî âèäiëåíå íà ìàë. 3.1á. Öå ïàðîñïîëó÷åííÿ íå ¹ ìàêñè-
ìàëüíèì çà âêëþ÷åííÿì: äî íüîãî ìîæíà äîëó÷èòè ðåáðî e13, ÿê ïîêàçàíî íà ìàë. 3.1â. Äî ìíîæèíè ðåáåð
{e1, e4, e13} âæå íi÷îãî äîäàòè íå ìîæíà: áóäü-ÿêå iíøå ðåáðî ¹ ñóìiæíèì ç ÿêèìîñü iç öèõ ðåáåð. Òîìó ïàðî-
ñïîëó÷åííÿ {e1, e4, e13} ¹ ìàêñèìàëüíèì çà âêëþ÷åííÿì. Àëå âîíî íå ¹ ìàêñèìàëüíèì: çàìiñòü îäíîãî ðåáðà
e13 äî ìíîæèíè {e1, e4} ìîæíà äîëó÷èòè äâà ðåáðà: e3 òà e6 (ìàë. 3.1ã). Ïàðîñïîëó÷åííÿ {e1, e4, e3, e6} âæå
áóäå ìàêñèìàëüíèì: äëÿ 8 âåðøèí áiëüø íiæ 4 íåñóìiæíèõ ðåáðà âèáðàòè íåìîæëèâî.

Îçíà÷åííÿ 3.2. Ïàðîñïîëó÷åííÿ íàçèâà¹òüñÿ äîâåðøåíèì (perfect matching), ÿêùî éîãî ðåáðà ¹ iíöèäåí-
òíèìè äî âñiõ âåðøèí ãðàôà. ♦

Äîâåðøåíå ïàðîñïîëó÷åííÿ ãðàôà ¹ âîäíî÷àñ i éîãî ðåáåðíèì ïîêðèòòÿì (äèâ. äàëi ðîçäië 3.3). Éîãî ìîæíà
ïîáóäóâàòè (ÿêùî âçàãàëi ìîæíà) ëèøå äëÿ ãðàôà ç ïàðíîþ êiëüêiñòþ âåðøèí, i êiëüêiñòü ðåáåð ó íüîìó
äîðiâíþ¹ n/2. Òîìó ìîæíà ñêàçàòè é òàê: ÿêùî ó ãðàôi ç ïàðíîþ êiëüêiñòþ âåðøèí çíàéäåíå ïàðîñïîëó÷åííÿ
ç n/2 ðåáðàìè, òî öå ïàðîñïîëó÷åííÿ áóäå äîâåðøåíèì.

Îäíi¹þ ç çàäà÷ òåîði¨ ãðàôiâ ¹ çíàõîäæåííÿ â íüîìó ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñïîëó÷åííÿ. ßêùî ðåáðà ãðà-
ôà çâàæåíi, òî óçàãàëüíåííÿì áóäå çàäà÷à ïðî ìàêñèìàëüíå çâàæåíå ïàðîñïîëó÷åííÿ. Â íié òðåáà çíàéòè
ïàðîñïîëó÷åííÿ ç ìàêñèìàëüíîþ çàãàëüíîþ âàãîþ.

Ïðèêëàäîì òàêî¨ çàäà÷i ¹ ðîçáèòòÿ êîëåêòèâó ëþäåé íà ïàðè: åêiïàæi, áðèãàäè òîùî. ßêùî êîæíå ðåáðî
îçíà÷à¹ ìîæëèâiñòü ñïiëüíî¨ ðîáîòè, òî ìà¹ìî íåçâàæåíó çàäà÷ó: ñòâîðèòè ìàêñèìàëüíî ìîæëèâó êiëüêiñòü
ïðàöåçäàòíèõ áðèãàä. ßêùî æ ðåáðà çâàæåíi, òî çàçâè÷àé âàãà ðåáðà îçíà÷à¹ ïðîäóêòèâíiñòü öi¹¨ áðèãàäè.
Â öüîìó âèïàäêó ôîðìóâàííÿ êîëåêòèâó ç ìàêñèìàëüíîþ çàãàëüíîþ ïðîäóêòèâíiñòþ ¹ çàäà÷åþ ïðî ìàêñè-
ìàëüíå çâàæåíå ïàðîñïîëó÷åííÿ.

Iíøèé ïðèêëàä: ìàêñèìàëüíå çâàæåíå ïàðîñïîëó÷åííÿ íà äâîäîëåâîìó ãðàôi ¹ çàäà÷åþ ïðî ïðèçíà÷åííÿ.

23
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Ðèñ. 3.1: Ãðàô (à), éîãî ïàðîñïîëó÷åííÿ (á), ìàêñèìàëüíå çà âêëþ÷åííÿì ïàðîñïîëó÷åííÿ (â) òà ìàêñèìàëüíå
ïàðîñïîëó÷åííÿ (ã)
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Ðèñ. 3.2: Ìàòðèöÿ ïðîäóêòèâíîñòåé (à) òà ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî ïðèçíà÷åííÿ (á)
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Ðèñ. 3.3: Ïðèêëàä ãðàôà

Íà ìàë. 3.2à ïîêàçàíà ìàòðèöÿ ïðîäóêòèâíîñòåé äëÿ çàäà÷i ïðî ïðèçíà÷åííÿ ï'ÿòè ïðàöiâíèêiâ íà øiñòü
ðîáiò, à íà ìàë. 3.2á � ¨¨ ðîçâ'ÿçîê: çíàéäåíå ìàêñèìàëüíå çâàæåíå ïàðîñïîëó÷åííÿ íà ïîâíîìó äâîäîëåâîìó
ãðàôi K5,6.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïðî ìàêñèìàëüíå (çâàæåíå) ïàðîñïîëó÷åííÿ ¹ áàãàòî ìåòîäiâ. Àëå, ÿêùî ìè ìà¹ìî
åôåêòèâíó ïðîöåäóðó ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ÖËÏ, òî íàéïðîñòiøèé ñïîñiá ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïðî ìàêñèìàëüíå
(çâàæåíå) ïàðîñïîëó÷åííÿ � öå çâåäåííÿ ¨¨ äî çàäà÷i ÖËÏ. Ðîçãëÿíåìî, ÿê öå çðîáèòè.

Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó âåêòîð-ñòîâï÷èê e äîâæèíîþ m. Íàçâåìî öåé âåêòîð àñîöiéîâàíèì ç ðåáðàìè ãðàôà
E, ò. ÿ. êîæíà êîîðäèíàòà ek âåêòîðà e áóäå õàðàêòåðèçóâàòè âiäïîâiäíå ðåáðî. ßêùî ðåáðî ek âõîäèòü ó
øóêàíå ïàðîñïîëó÷åííÿ, òî àñîöiéîâàíà ç íèì çìiííà ek áóäå ïðèéìàòè çíà÷åííÿ 1, à ÿêùî íi � òî 0. Òîäi
çàãàëüíó êiëüêiñòü ðåáåð, ùî âõîäÿòü ó ïàðîñïîëó÷åííÿ, ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

z =

m∑
k=1

ek = (1, e) , (3.1)

äå 1 � âåêòîð-ñòîâï÷èê ç îäèíèöü âiäïîâiäíî¨ ðîçìiðíîñòi. Â çàäà÷i ïðî ìàêñèìàëüíå ïàðîñïîëó÷åííÿ öþ
âåëè÷èíó òðåáà ìàêñèìiçóâàòè çà óìîâè, ùî âñi çìiííi ek ìîæóòü ïðèéìàòè çíà÷åííÿ òiëüêè 0 àáî 1:{

ek = 0 ∨ 1;

k = 1, m;
(3.2)

i ñåðåä ðåáåð íåìà¹ ñóìiæíèõ. Îñòàííÿ âèìîãà îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè iñíó¹ íå áiëüøå îäíîãî ðåáðà,
iíöèäåíòíîãî äî íå¨. Ïåðåéäåìî âiä ðåáåð ek äî àñîöiéîâàíèõ ç íèìè çìiííèõ ek. Ìà¹ìî: äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè
vi ñóìà çìiííèõ ek, àñîöiéîâàíèõ ç ðåáðàìè, iíöèäåíòíèìè äî vi, íå ïîâèííà ïåðåâèùóâàòè îäèíèöi.

Òàê, äëÿ ãðàôà ç ìàë. 3.3 öÿ ñèñòåìà íåðiâíîñòåé-îáìåæåíü âèãëÿäà¹ íàñòóïíèì ÷èíîì. Äî âåðøèíè v1 ¹
iíöèäåíòíèìè ðåáðà e1 òà e2; òîìó ñóìà çìiííèõ e1 òà e2 íå ïîâèííà ïåðåâèùóâàòè îäèíèöi. Äî âåðøèíè v2
¹ iíöèäåíòíèìè ðåáðà e1, e3 òà e4; òîìó ñóìà çìiííèõ e1, e3 òà e4 òàêîæ íå ïîâèííà ïåðåâèùóâàòè îäèíèöi, i
ò. ä.:

v1 : e1 + e2 ≤ 1;
v2 : e1 + e3 + e4 ≤ 1;
v3 : e4 + e5 ≤ 1;
v4 : e2 + e3 + e5 ≤ 1.

(3.3)

ßêùî ñêîðèñòàòèñÿ ìàòðèöåþ iíöèäåíòíîñòi, ÿêà äëÿ ãðàôà ç ìàë. 3.3 ìà¹ âèãëÿä:

A =


1 1 0 0 0
1 0 1 1 0
0 0 0 1 1
0 1 1 0 1

 , (3.4)

òî óìîâà âiäñóòíîñòi ñóìiæíèõ ðåáåð çàïèñó¹òüñÿ òàê:
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Ðèñ. 3.4: Ìàêñèìàëüíå ïàðîñïîëó÷åííÿ (à) òà ìàêñèìàëüíå çâàæåíå ïàðîñïîëó÷åííÿ (á)

Ae ≤ 1. (3.5)

Òóò âåêòîðíà íåðiâíiñòü îçíà÷à¹ îäíî÷àñíå âèêîíàííÿ íåðiâíîñòåé çà âñiìà êîîðäèíàòàìè. Ò. ÷., ìà¹ìî
çàäà÷ó ÖËÏ: 

z = (1, e)→ max;

Ae ≤ 1;

ek = 0 ∨ 1; k = 1, m.

(3.6)

Â çàäà÷i ïðî ìàêñèìàëüíå çâàæåíå ïàðîñïîëó÷åííÿ òðåáà ìàêñèìiçóâàòè íå çàãàëüíó êiëüêiñòü ðåáåð, à
¨õíþ çàãàëüíó âàãó. Ïîçíà÷èìî âåêòîð-ñòîâï÷èê ç âàã ðåáåð ÿê c. Òîäi çàìiñòü (3.6) áóäåìî ìàòè çàäà÷ó ÖËÏ,
ùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä (3.6) òiëüêè öiëüîâîþ ôóíêöi¹þ:

z = (c, e)→ max;

Ae ≤ 1;

ek = 0 ∨ 1; k = 1, m.

(3.7)



Ðîçäië 3. Ïàêóâàííÿ, ïîêðèòòÿ, äîìiíóþ÷i ìíîæèíè 28

Ðèñ. 3.5: Ãðàô (à), éîãî íåçàëåæíà ìíîæèíà âåðøèí (á), ìàêñèìàëüíà çà âêëþ÷åííÿì íåçàëåæíà ìíîæèíà
âåðøèí (â) òà ìàêñèìàëüíà íåçàëåæíà ìíîæèíà âåðøèí (ã)

Íà ìàë. 3.4 � ðåçóëüòàòè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïðî ìàêñèìàëüíå ïàðîñïîëó÷åííÿ äëÿ ãðàôà ç ìàë. 3.1à. Çëiâà,
íà ìàë. 3.4à � íåçâàæåíà çàäà÷à: áiëÿ êîæíîãî ðåáðà ïðîñòàâëåíà éîãî îäèíè÷íà âàãà. Çíàéäåíå ìàêñèìàëüíå
ïàðîñïîëó÷åííÿ ç 4 ðåáåð. Õî÷à âîíî é iíøå, íiæ íà ìàë. 3.1ã, öå âñå îäíî ìàêñèìàëüíå ïàðîñïîëó÷åííÿ, äî
òîãî æ äîâåðøåíå: éîãî ðåáðà ¹ iíöèäåíòíèìè äî âñiõ âåðøèí. Ñïðàâà, íà ìàë. 3.4á � ðåçóëüòàò ðîçâ'ÿçàí-
íÿ çâàæåíî¨ çàäà÷i (âàãà êîæíîãî ðåáðà ïðîñòàâëåíà áiëÿ íüîãî). ßê áà÷èìî, ó ìàêñèìàëüíîìó çâàæåíîìó
ïàðîñïîëó÷åííi ìîæå áóòè ìåíøå ðåáåð, íiæ ó íåçâàæåíîìó. Â öüîìó ïðèêëàäi çàãàëüíà âàãà çíàéäåíîãî
ïàðîñïîëó÷åííÿ ç òðüîõ ðåáåð 8 + 5 + 8 = 21 áiëüøà çà çàãàëüíó âàãó áóäü-ÿêèõ ÷îòèðüîõ íåñóìiæíèõ ðåáåð.

3.2 Âåðøèííå ïàêóâàííÿ

Îçíà÷åííÿ 3.3. Âåðøèííèì ïàêóâàííÿì ó ãðàôi G = (V, E) íàçèâà¹òüñÿ ïiäìíîæèíà ïîïàðíî íåñóìi-
æíèõ âåðøèí V1 ⊆ V . Iíøi íàçâè âåðøèííîãî ïàêóâàííÿ: íåçàëåæíà ìíîæèíà âåðøèí (independent set),
âíóòðiøíüî ñòiéêà ìíîæèíà âåðøèí (stable set). Íåçàëåæíà ìíîæèíà âåðøèí íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíîþ
çà âêëþ÷åííÿì, ÿêùî âîíà íå ¹ ïiäìíîæèíîþ íåçàëåæíî¨ ìíîæèíè âåðøèí ç áiëüøîþ êiëüêiñòþ âåðøèí.
Íåçàëåæíà ìíîæèíà âåðøèí íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíîþ, ÿêùî âîíà ñêëàäà¹òüñÿ ç ìàêñèìàëüíî ìîæëèâî¨
êiëüêîñòi âåðøèí. ♦

Íà ìàë. 3.5à ïðåäñòàâëåíèé ãðàô ç n = 8 âåðøèíàìè òàm = 13 ðåáðàìè, òîé ñàìèé, ùî é íà ìàë. 3.1à. Îäíà
éîãî âåðøèíà v1 óòâîðþ¹ íåçàëåæíó ìíîæèíó âåðøèí (ìàë. 3.5á). Öÿ íåçàëåæíà ìíîæèíà íå ¹ ìàêñèìàëüíîþ
çà âêëþ÷åííÿì: äî íå¨ ìîæíà äîëó÷èòè âåðøèíó v7, ÿê ïîêàçàíî íà ìàë. 3.5â. Äî ìíîæèíè âåðøèí {v1, v7}
âæå íi÷îãî äîäàòè íå ìîæíà: áóäü-ÿêà iíøà âåðøèíà ¹ ñóìiæíîþ àáî ç v1, àáî ç v7. Òîìó íåçàëåæíà ìíîæèíà
âåðøèí {v1, v7} ¹ ìàêñèìàëüíîþ çà âêëþ÷åííÿì. Àëå âîíà íå ¹ ìàêñèìàëüíîþ: çàìiñòü îäíi¹¨ âåðøèíè v7 äî
ìíîæèíè {v1} ìîæíà äîëó÷èòè äâi âåðøèíè: v6 òà v4 (ìàë. 3.5ã). Íåçàëåæíà ìíîæèíà âåðøèí {v1, v4, v6}
âæå áóäå ìàêñèìàëüíîþ: çíàéòè ÷îòèðè ïîïàðíî íåñóìiæíi âåðøèíè â öüîìó ãðàôi íàì íå âäàñòüñÿ.
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Îäíi¹þ ç çàäà÷ òåîði¨ ãðàôiâ ¹ çíàõîäæåííÿ â íüîìó ìàêñèìàëüíî¨ íåçàëåæíî¨ ìíîæèíè âåðøèí. ßêùî
âåðøèíè ãðàôà çâàæåíi, òî óçàãàëüíåííÿì áóäå çàäà÷à ïðî ìàêñèìàëüíó çâàæåíó íåçàëåæíó ìíîæèíó âåð-
øèí. Â íié òðåáà çíàéòè ìíîæèíó âåðøèí ç ìàêñèìàëüíîþ çàãàëüíîþ âàãîþ.

Ïðèêëàä: ¹ êîëåêòèâ åêñïåðòiâ (âåðøèíè ãðàôà); âàãà âåðøèíè � öå ðiâåíü êîìïåòåíòíîñòi åêñïåðòà.
Ðåáðà ãðàôà � çâ'ÿçêè ìiæ åêñïåðòàìè. Òðåáà âèáðàòè ç öüîãî êîëåêòèâó ïiäãðóïó íåçàëåæíèõ îäíå âiä
îäíîãî åêñïåðòiâ iç ìàêñèìàëüíèì çàãàëüíèì ðiâíåì êîìïåòåíòíîñòi.

Çâåäåìî çàäà÷ó ïðî ìàêñèìàëüíó íåçàëåæíó ìíîæèíó âåðøèí äî çàäà÷i ÖËÏ. Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó âåêòîð-
ñòîâï÷èê v äîâæèíîþ n. Öåé âåêòîð áóäå àñîöiéîâàíèì ç âåðøèíàìè: ÿêùî ÿêàñü âåðøèíà vi âõîäèòü äî
íåçàëåæíî¨ ìíîæèíè, òî âiäïîâiäíà çìiííà vi áóäå ïðèéìàòè çíà÷åííÿ 1, à ÿêùî íi � òî 0. Ò. ÷., êîîðäèíàòè
âåêòîðà v ¹ öiëî÷èñåëüíèìè òà ìîæóòü ïðèéìàòè ëèøå îäíå ç äâîõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü � 0 àáî 1:{

vi = 0 ∨ 1;

i = 1, n;
(3.8)

Òðåáà ìàêñèìiçóâàòè çàãàëüíó êiëüêiñòü âåðøèí:

z =

n∑
i=1

vi = (1, v) (3.9)

çà óìîâè, ùî ñåðåä íèõ íåìà¹ ñóìiæíèõ. Öÿ âèìîãà îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî ðåáðà iñíó¹ íå áiëüøå îäíi¹¨
âåðøèíè, iíöèäåíòíî¨ äî íüîãî. ßêùî ïåðåéòè âiä âåðøèí vi äî àñîöiéîâàíèõ ç íèìè çìiííèõ vi, òî ìà¹ìî: äëÿ
êîæíîãî ðåáðà ek ñóìà çìiííèõ vi, àñîöiéîâàíèõ ç âåðøèíàìè, iíöèäåíòíèìè äî ek, íå ïîâèííà ïåðåâèùóâàòè
îäèíèöi. Òàê, äëÿ ãðàôà ç ìàë. 3.3 öÿ ñèñòåìà íåðiâíîñòåé-îáìåæåíü âèãëÿäà¹ íàñòóïíèì ÷èíîì. Ðåáðî e1
¹ iíöèäåíòíèì äî âåðøèí v1 i v2; òîìó ñóìà çìiííèõ v1 i v2 íå ìîæå ïåðåâèùóâàòè îäèíèöi. Ðåáðî e2 ¹
iíöèäåíòíèì äî âåðøèí v1 i v4; òîìó ñóìà çìiííèõ v1 i v4 òàêîæ íå ïîâèííà ïåðåâèùóâàòè îäèíèöi, i ò. ä.:

e1 : v1 + v2 ≤ 1;
e2 : v1 + v4 ≤ 1;
e3 : v2 + v4 ≤ 1;
e4 : v2 + v3 ≤ 1;
e5 : v3 + v4 ≤ 1.

(3.10)

ßêùî ñêîðèñòàòèñÿ ìàòðèöåþ iíöèäåíòíîñòi (3.4), òî óìîâà âiäñóòíîñòi ñóìiæíèõ âåðøèí çàïèñó¹òüñÿ òàê:

ATv ≤ 1. (3.11)

Ò. ÷., ìà¹ìî çàäà÷ó ÖËÏ: 
z = (1, v)→ max;

ATv ≤ 1;

vi = 0 ∨ 1; i = 1, n.

(3.12)

Â çàäà÷i ïðî ìàêñèìàëüíó çâàæåíó íåçàëåæíó ìíîæèíó âåðøèí òðåáà ìàêñèìiçóâàòè íå çàãàëüíó êiëüêiñòü
âåðøèí, à ¨õíþ çàãàëüíó âàãó. Ïîçíà÷èìî âåêòîð-ñòîâï÷èê ç âàã âåðøèí d. Òîäi çàìiñòü (3.12) áóäåìî ìàòè
çàäà÷ó ÖËÏ, ùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä (3.12) òiëüêè öiëüîâîþ ôóíêöi¹þ:

z = (d, v)→ max;

ATv ≤ 1;

vi = 0 ∨ 1; i = 1, n.

(3.13)

Íà ìàë. 3.6 � ðåçóëüòàòè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïðî ìàêñèìàëüíó íåçàëåæíó ìíîæèíó âåðøèí äëÿ ãðàôà ç
ìàë. 3.5à. Çëiâà, íà ìàë. 3.6à � íåçâàæåíà çàäà÷à: áiëÿ êîæíî¨ âåðøèíè ïðîñòàâëåíà ¨¨ îäèíè÷íà âàãà. Çíàéäåíà
ìàêñèìàëüíà íåçàëåæíà ìíîæèíà ç 3 âåðøèí. Õî÷à âîíà é iíøà, íiæ íà ìàë. 3.5ã, öå âñå îäíî ìàêñèìàëüíà
íåçàëåæíà ìíîæèíà. Ñïðàâà, íà ìàë. 3.6á � ðåçóëüòàò ðîçâ'ÿçàííÿ çâàæåíî¨ çàäà÷i (âàãà êîæíî¨ âåðøèíè
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Ðèñ. 3.6: Ìàêñèìàëüíà íåçàëåæíà ìíîæèíà âåðøèí (à) òà ìàêñèìàëüíà çâàæåíà íåçàëåæíà ìíîæèíà âåðøèí
(á)
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Ðèñ. 3.7: Ãðàô (à), éîãî ðåáåðíå ïîêðèòòÿ (á), ìiíiìàëüíå çà âèêëþ÷åííÿì ðåáåðíå ïîêðèòòÿ (â) òà ìiíiìàëüíå
ðåáåðíå ïîêðèòòÿ (ã)

ïðîñòàâëåíà áiëÿ íå¨). ßê i ó ïîïåðåäíié çàäà÷i, ó ìàêñèìàëüíié çâàæåíié íåçàëåæíié ìíîæèíi âèÿâèëîñÿ
ìåíøå âåðøèí, íiæ ó íåçâàæåíié. Â öüîìó ïðèêëàäi çàãàëüíà âàãà çíàéäåíî¨ íåçàëåæíî¨ ìíîæèíè ç äâîõ
âåðøèí 8 + 5 = 13 áiëüøà çà çàãàëüíó âàãó áóäü-ÿêèõ òðüîõ íåñóìiæíèõ âåðøèí.

3.3 Ðåáåðíå ïîêðèòòÿ

Îçíà÷åííÿ 3.4. Ðåáåðíèì ïîêðèòòÿì ãðàôà G = (V, E) (line-covering, edge covering) íàçèâà¹òüñÿ ïiäìíî-
æèíà ðåáåð E1 ⊆ E, ùî ¹ iíöèäåíòíèìè äî âñiõ âåðøèí ãðàôà. Ðåáåðíå ïîêðèòòÿ íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíèì çà
âèêëþ÷åííÿì, ÿêùî áóäü-ÿêà éîãî ïiäìíîæèíà ç ìåíøîþ êiëüêiñòþ ðåáåð íå ¹ ðåáåðíèì ïîêðèòòÿì. Ðåáåðíå
ïîêðèòòÿ íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíèì, ÿêùî âîíî ñêëàäà¹òüñÿ ç ìiíiìàëüíî ìîæëèâî¨ êiëüêîñòi ðåáåð. ♦

Íà ìàë. 3.7à ïîêàçàíèé ãðàô ç n = 8 âåðøèíàìè òà m = 13 ðåáðàìè (òîé ñàìèé ïðèêëàä, ùî é ðàíiøå).
Îäíå ç éîãî ðåáåðíèõ ïîêðèòòiâ � öå {e5, e7, e8, e10, e113, e12, e13} ç ìàë. 3.7á. Éîãî ðåáðà ¹ iíöèäåíòíèìè
äî âñiõ âåðøèí. Öå ïîêðèòòÿ íå ¹ ìiíiìàëüíèì çà âèêëþ÷åííÿì: ç íüîãî ìîæíà âèëó÷èòè, íàïðèêëàä, ðåáðà
e5 òà e8 (ìàë. 3.7â). Òi ðåáðà, ùî çàëèøèëèñÿ: {e7, e10, e11, e12, e13}, òàêîæ ¹ iíöèäåíòíèìè äî âñiõ âåðøèí.
Çíà÷èòü, öå ðåáåðíå ïîêðèòòÿ. ßêùî âèëó÷èòè ç ïîêðèòòÿ {e7, e10, e11, e12, e13} ùå áóäü-ÿêå ðåáðî, ÿêàñü ç
âåðøèí ñòàíå içîëüîâàíîþ. Çíà÷èòü, ïîêðèòòÿ {e7, e10, e11, e12, e13} ¹ ìiíiìàëüíèì çà âèêëþ÷åííÿì. Àëå öå
íå ìiíiìàëüíå ïîêðèòòÿ: ìîæíà ñòâîðèòè ïîêðèòòÿ íå ç ï'ÿòè, à ç ÷îòèðüîõ ðåáåð, ÿêi áóäóòü iíöèäåíòíèìè
äî âñiõ âåðøèí. Îäíå ç òàêèõ ìiíiìàëüíèõ ðåáåðíèõ ïîêðèòòiâ {e7, e8, e9, e10} ïðåäñòàâëåíå íà ìàë. 3.7ã.
Äëÿ öüîãî ïðèêëàäó çíàéäåíå ìiíiìàëüíå ðåáåðíå ïîêðèòòÿ ¹ âîäíî÷àñ äîâåðøåíèì ïàðîñïîëó÷åííÿì (äèâ.
ðîçäië 3.1). Îäíi¹þ ç êëàñè÷íèõ çàäà÷ òåîði¨ ãðàôiâ ¹ çíàõîäæåííÿ ìiíiìàëüíîãî ðåáåðíîãî ïîêðèòòÿ. ßêùî
ðåáðà çâàæåíi, ìîæíà ñòàâèòè çàäà÷ó ïðî ìiíiìàëüíå çâàæåíå ðåáåðíå ïîêðèòòÿ: çíàéòè ðåáåðíå ïîêðèòòÿ íå
ç íàéìåíøîþ êiëüêiñòþ ðåáåð, à ç íàéìåíøîþ çàãàëüíîþ âàãîþ.

Ïðèêëàä ç âiéñüêîâî¨ ñïðàâè. � îïîðíi ïóíêòè ñóïðîòèâíèêà (âåðøèíè ãðàôà), ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ êî-
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ìóíiêàöiÿìè (ðåáðà). ßêùî çíèùåííÿ êîìóíiêàöi¨ çíèùó¹ òàêîæ îáèäâà îïîðíi ïóíêòè, iíöèäåíòíi äî íå¨, òî
ìà¹ìî çàäà÷ó: ÿê çíèùèòè âñþ îáîðîíó ñóïðîòèâíèêà, çàâäàâøè íàéìåíøó êiëüêiñòü óäàðiâ ïî êîìóíiêàöiÿõ?
Iíêîëè çíèùóâàòè îäíi êîìóíiêàöi¨ ëåãøå (âàãà âiäïîâiäíîãî ðåáðà ìåíøà), iíøi âàæ÷å (áiëüøà âàãà). Òîäi
ìà¹ìî çâàæåíó çàäà÷ó: íàéìåíøîþ öiíîþ çíèùèòè âñþ îáîðîíó ñóïðîòèâíèêà.

Ðîçãëÿíåìî ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i ïðî ìiíiìàëüíå (çâàæåíå) ðåáåðíå ïîêðèòòÿ ÿê çàäà÷i ÖËÏ. ßê i â çàäà÷i
ïðî ïàðîñïîëó÷åííÿ (äèâ. ðîçäië 3.1), ââåäåìî äî ðîçãëÿäó âåêòîð-ñòîâï÷èê e äîâæèíîþ m. Éîãî êîîðäèíàòè
¹ àñîöiéîâàíèìè ñ ðåáðàìè ãðàôà E. ßêùî ðåáðî ek âõîäèòü ó øóêàíå ðåáåðíå ïîêðèòòÿ, òî àñîöiéîâàíà ç íèì
çìiííà ek áóäå ïðèéìàòè çíà÷åííÿ 1, à ÿêùî íi � òî 0. Òîäi çàãàëüíó êiëüêiñòü ðåáåð, ùî âõîäÿòü ó ðåáåðíå
ïîêðèòòÿ, ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

t =

m∑
k=1

ek = (1, e) . (3.14)

Â çàäà÷i ïðî ìiíiìàëüíå ðåáåðíå ïîêðèòòÿ öþ âåëè÷èíó òðåáà ìiíiìiçóâàòè çà óìîâè, ùî âñi çìiííi ek
ìîæóòü ïðèéìàòè çíà÷åííÿ òiëüêè 0 àáî 1: {

ek = 0 ∨ 1;

k = 1, m;
(3.15)

i ðåáðà ïîêðèâàþòü óñi âåðøèíè (òîáòî ¹ iíöèäåíòíèìè äî âñiõ âåðøèí). Öÿ âèìîãà îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíî¨
âåðøèíè iñíó¹ íå ìåíøå îäíîãî ðåáðà ç øóêàíîãî ïîêðèòòÿ, iíöèäåíòíîãî äî íå¨. Òîáòî: äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè vi
ñóìà çìiííèõ ek, àñîöiéîâàíèõ ç ðåáðàìè, iíöèäåíòíèìè äî vi, íå ïîâèííà áóòè ìåíøîþ çà îäèíèöþ. Òàê, äëÿ
ãðàôà ç ìàë. 3.3 öÿ ñèñòåìà íåðiâíîñòåé-îáìåæåíü âèãëÿäà¹ íàñòóïíèì ÷èíîì. Äî âåðøèíè v1 ¹ iíöèäåíòíèìè
ðåáðà e1 òà e2; òîìó ñóìà çìiííèõ e1 òà e2 íå ïîâèííà áóòè ìåíøîþ çà îäèíèöþ. Äî âåðøèíè v2 ¹ iíöèäåíòíèìè
ðåáðà e1, e3 òà e4; òîìó ñóìà çìiííèõ e1, e3 òà e4 òàêîæ íå ïîâèííà áóòè ìåíøîþ çà îäèíèöþ, i ò. ä. ßê
áà÷èìî, íåðiâíîñòi-îáìåæåííÿ â öié çàäà÷i âiäðiçíÿþòñÿ âiä íåðiâíîñòåé-îáìåæåíü çàäà÷i ïðî ïàðîñïîëó÷åííÿ
(3.3) ëèøå çíàêîì:

v1 : e1 + e2 ≥ 1;
v2 : e1 + e3 + e4 ≥ 1;
v3 : e4 + e5 ≥ 1;
v4 : e2 + e3 + e5 ≥ 1.

(3.16)

Ç âèêîðèñòàííÿì ìàòðèöi iíöèäåíòíîñòi (3.4) ñèñòåìà (3.16) çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi:

Ae ≥ 1. (3.17)

Ò. ÷., ìà¹ìî çàäà÷ó ÖËÏ: 
t = (1, e)→ min;

Ae ≥ 1;

ek = 0 ∨ 1; k = 1, m.

(3.18)

Â çàäà÷i ïðî ìàêñèìàëüíå çâàæåíå ðåáåðíå ïîêðèòòÿ òðåáà ìiíiìiçóâàòè íå çàãàëüíó êiëüêiñòü ðåáåð, à
¨õíþ çàãàëüíó âàãó. Ïîçíà÷èìî âåêòîð-ñòîâï÷èê ç âàã ðåáåð c. Òîäi çàìiñòü (3.18) áóäåìî ìàòè çàäà÷ó ÖËÏ,
ùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä (3.18) òiëüêè öiëüîâîþ ôóíêöi¹þ:

t = (d, e)→ min;

Ae ≥ 1;

ek = 0 ∨ 1; k = 1, m.

(3.19)

Íà ìàë. 3.8 � ðåçóëüòàòè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïðî ìiíiìàëüíå ðåáåðíå ïîêðèòòÿ äëÿ ãðàôà ç ìàë. 3.7à. Çëiâà,
íà ìàë. 3.8à � íåçâàæåíà çàäà÷à: áiëÿ êîæíîãî ðåáðà ïðîñòàâëåíà éîãî îäèíè÷íà âàãà. Çíàéäåíå ìiíiìàëüíå
ðåáåðíå ïîêðèòòÿ ç 4 ðåáåð. Õî÷à âîíî é iíøå, íiæ íà ìàë. 3.7ã, öå âñå îäíî ìiíiìàëüíå ðåáåðíå ïîêðèòòÿ,
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Ðèñ. 3.8: Ìiíiìàëüíå ðåáåðíå ïîêðèòòÿ (à) òà ìiíiìàëüíå çâàæåíå ðåáåðíå ïîêðèòòÿ (á)
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Ðèñ. 3.9: Ãðàô (à), éîãî âåðøèííå ïîêðèòòÿ (á), ìiíiìàëüíå çà âèêëþ÷åííÿì âåðøèííå ïîêðèòòÿ (â) òà ìiíi-
ìàëüíå âåðøèííå ïîêðèòòÿ (ã)

ÿêå ¹ âîäíî÷àñ äîâåðøåíèì ïàðîñïîëó÷åííÿì. Ñïðàâà, íà ìàë. 3.8á � ðåçóëüòàò ðîçâ'ÿçàííÿ çâàæåíî¨ çàäà÷i
(âàãà êîæíîãî ðåáðà ïðîñòàâëåíà áiëÿ íüîãî). ßê áà÷èìî, ó ìiíiìàëüíîìó çâàæåíîìó ðåáåðíîìó ïîêðèòòi
ìîæå áóòè áiëüøå ðåáåð, íiæ ó íåçâàæåíîìó. Â öüîìó ïðèêëàäi çàãàëüíà âàãà çíàéäåíîãî ðåáåðíîãî ïîêðèòòÿ
ç ï'ÿòè ðåáåð 4 + 3 + 2 + 2 + 2 = 13 ìåíøà çà çàãàëüíó âàãó áóäü-ÿêèõ ÷îòèðüîõ ðåáåð, iíöèäåíòíèõ äî âñiõ
âåðøèí.

3.4 Âåðøèííå ïîêðèòòÿ

Îçíà÷åííÿ 3.5. Âåðøèííèì ïîêðèòòÿì ãðàôà G = (V, E) (vertex covering, transversal set) íàçèâà¹òüñÿ ïiä-
ìíîæèíà âåðøèí V1 ⊆ V , ùî ¹ iíöèäåíòíèìè äî âñiõ ðåáåð. Âåðøèííå ïîêðèòòÿ íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíèì
çà âèêëþ÷åííÿì, ÿêùî áóäü-ÿêà éîãî ïiäìíîæèíà ç ìåíøîþ êiëüêiñòþ âåðøèí íå ¹ âåðøèííèì ïîêðèòòÿì.
Âåðøèííå ïîêðèòòÿ íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíèì, ÿêùî âîíî ñêëàäà¹òüñÿ ç ìiíiìàëüíî ìîæëèâî¨ êiëüêîñòi âåð-
øèí. ♦

ßêùî ç ìíîæèíè V âåðøèí ãðàôà, ïîêàçàíîãî íà ìàë. 3.9à, âèëó÷èòè âåðøèíó v4, òî ìíîæèíà âåðøèí,
ùî çàëèøèëèñÿ {v1, v2, v3, v5, v6, v7, v8}, óòâîðþ¹ âåðøèííå ïîêðèòòÿ (ìàë. 3.9á): âîíè ïîêðèâàþòü óñi ðåáðà.
Öå ïîêðèòòÿ íå ¹ ìiíiìàëüíèì çà âèêëþ÷åííÿì: ç íüîãî ìîæíà âèëó÷èòè v5, i âîíî çàëèøèòüñÿ ïîêðèòòÿì
(ìàë.3.23.9â), áî âåðøèíè {v1, v2, v3, v6, v7, v8} òàêîæ ïîêðèâàþòü óñi ðåáðà. Ïîêðèòòÿ {v1, v2, v3, v6, v7, v8}
âæå áóäå ìiíiìàëüíèì çà âèêëþ÷åííÿì: ÿêùî ç íüîãî âèëó÷èòè ùå ÿêóñü âåðøèíó, òî ÿêåñü ðåáðî íå áóäå
ïîêðèâàòèñÿ. Àëå öå ïîêðèòòÿ íå ¹ ìiíiìàëüíèì: ìîæíà ñòâîðèòè ïîêðèòòÿ íå ç øåñòè, à ç ï'ÿòè âåðøèí
{v2, v3, v4, v5, v7}, ÿêi ¹ iíöèäåíòíèìè äî âñiõ ðåáåð (ìàë.3.23.9ã). Ïîêðèòòÿ {v2, v3, v4, v5, v7} áóäå îäíèì ç
ìiíiìàëüíèõ âåðøèííèõ ïîêðèòòiâ äëÿ öüîãî ãðàôà: äëÿ íüîãî íå iñíó¹ ìíîæèíè ç ÷îòèðüîõ âåðøèí, ÿêi áóëè
á iíöèäåíòíèìè äî âñiõ ðåáåð.

Â çàäà÷i ïðî ìiíiìàëüíå âåðøèííå ïîêðèòòÿ òðåáà éîãî çíàéòè. ßêùî âåðøèíè çâàæåíi, ìîæíà ñòàâèòè
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çàäà÷ó ïðî ìiíiìàëüíå çâàæåíå âåðøèííå ïîêðèòòÿ: çíàõîäæåííÿ ìíîæèíè âåðøèí ìiíiìàëüíî¨ çàãàëüíî¨
âàãè, ÿêi ¹ iíöèäåíòíèìè äî âñiõ ðåáåð.

Ïðèêëàä � âiéñüêîâà çàäà÷à. � îïîðíi ïóíêòè ñóïðîòèâíèêà (âåðøèíè ãðàôà) òà êîìóíiêàöi¨ ìiæ íèìè
(ðåáðà). Çíèùåííÿ îïîðíîãî ïóíêòó çíèùó¹ i âñi êîìóíiêàöi¨, ùî âiä íüîãî òÿãíóòüñÿ. Òðåáà çíèùèòè ìi-
íiìàëüíó êiëüêiñòü îïîðíèõ ïóíêòiâ, ïåðåðâàâøè âñi êîìóíiêàöi¨. Äëÿ çâàæåíî¨ çàäà÷i äîäàòêîâî çàäà¹òüñÿ
âàðòiñòü çíèùåííÿ êîæíîãî îïîðíîãî ïóíêòó. Òðåáà çíèùèòè âñi êîìóíiêàöi¨ çà ìiíiìàëüíó öiíó.

Ñôîðìóëþ¹ìî çàäà÷ó ïðî ìiíiìàëüíå (çâàæåíå) âåðøèííå ïîêðèòòÿ ÿê çàäà÷ó ÖËÏ. Äëÿ öüîãî ââåäåìî
äî ðîçãëÿäó âåêòîð-ñòîâï÷èê v äîâæèíîþ n. Éîãî êîîðäèíàòè àñîöiéîâàíi ç âåðøèíàìè: ÿêùî ÿêàñü âåðøèíà
vi âõîäèòü äî âåðøèííîãî ïîêðèòòÿ, òî âiäïîâiäíà çìiííà vi áóäå ïðèéìàòè çíà÷åííÿ 1, à ÿêùî íi � òî 0.
Ò. ÷., êîîðäèíàòè âåêòîðà v ¹ öiëî÷èñåëüíèìè òà ìîæóòü ïðèéìàòè ëèøå îäíå ç äâîõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü � 0
àáî 1: {

vi = 0 ∨ 1;

i = 1, n;
(3.20)

Òðåáà ìiíiìiçóâàòè çàãàëüíó êiëüêiñòü âåðøèí:

t =

n∑
i=1

vi = (1, v) (3.21)

çà óìîâè, ùî êîæíà âåðøèíà ïîêðèâà¹ ÿêåñü ðåáðî. Öÿ âèìîãà îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî ðåáðà iñíó¹ íå ìåíøå
îäíi¹¨ âåðøèíè, iíöèäåíòíî¨ äî íüîãî. ßêùî ïåðåéòè âiä âåðøèí vi äî àñîöiéîâàíèõ ç íèìè çìiííèõ vi, òî
ìà¹ìî: äëÿ êîæíîãî ðåáðà ek ñóìà çìiííèõ vi, àñîöiéîâàíèõ ç âåðøèíàìè, iíöèäåíòíèìè äî ek, íå ïîâèííà
áóòè ìåíøîþ çà îäèíèöþ. Òàê, äëÿ ãðàôà ç ìàë. 3.3 öÿ ñèñòåìà íåðiâíîñòåé-îáìåæåíü âèãëÿäà¹ íàñòóïíèì
÷èíîì. Ðåáðî e1 ¹ iíöèäåíòíèì äî âåðøèí v1 i v2; òîìó ñóìà çìiííèõ v1 i v2 íå ìîæå áóòè ìåíøîþ çà îäèíèöþ.
Ðåáðî e2 ¹ iíöèäåíòíèì äî âåðøèí v1 i v4; òîìó ñóìà çìiííèõ v1 i v4 òàêîæ íå ïîâèííà áóòè ìåíøîþ çà îäèíèöþ,
i ò. ä. Íåðiâíîñòi-îáìåæåííÿ âiäðiçíÿþòñÿ âiä âiäïîâiäíèõ îáìåæåíü çàäà÷i ïðî âåðøèííå ïàêóâàííÿ (3.10)
ëèøå çíàêîì:

e1 : v1 + v2 ≥ 1;
e2 : v1 + v4 ≥ 1;
e3 : v2 + v4 ≥ 1;
e4 : v2 + v3 ≥ 1;
e5 : v3 + v4 ≥ 1.

(3.22)

ßêùî ñêîðèñòàòèñÿ ìàòðèöåþ iíöèäåíòíîñòi (3.4), òî öi íåðiâíîñòi çàïèñóþòüñÿ òàê:

ATv ≥ 1. (3.23)

Ò. ÷., ìà¹ìî çàäà÷ó ÖËÏ: 
t = (1, v)→ min;

ATv ≥ 1;

vi = 0 ∨ 1; i = 1, n.

(3.24)

Â çàäà÷i ïðî ìiíiìàëüíå çâàæåíå âåðøèííå ïîêðèòòÿ òðåáà ìiíiìiçóâàòè íå çàãàëüíó êiëüêiñòü âåðøèí, à
¨õíþ çàãàëüíó âàãó. Ïîçíà÷èìî âåêòîð-ñòîâï÷èê ç âàã âåðøèí d. Òîäi çàìiñòü (3.24) áóäåìî ìàòè çàäà÷ó ÖËÏ,
ùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä (3.24) òiëüêè öiëüîâîþ ôóíêöi¹þ:

t = (d, v)→ min;

ATv ≥ 1;

vi = 0 ∨ 1; i = 1, n.

(3.25)
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Ðèñ. 3.10: Ìiíiìàëüíå âåðøèííå ïîêðèòòÿ (à) òà ìiíiìàëüíå çâàæåíå âåðøèííå ïîêðèòòÿ (á)
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Íà ìàë. 3.10 � ðåçóëüòàòè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïðî ìiíiìàëüíå âåðøèííå ïîêðèòòÿ äëÿ ãðàôà ç ìàë. 3.9à.
Çëiâà, íà ìàë. 3.10à � íåçâàæåíà çàäà÷à: áiëÿ êîæíî¨ âåðøèíè ïðîñòàâëåíà ¨¨ îäèíè÷íà âàãà. Çíàéäåíå ìiíi-
ìàëüíå âåðøèííå ïîêðèòòÿ ç 5 âåðøèí, òàêå æ, ÿê íà ìàë. 3.9ã. Ñïðàâà, íà ìàë. 3.10á � ðåçóëüòàò ðîçâ'ÿçàííÿ
çâàæåíî¨ çàäà÷i (âàãà êîæíî¨ âåðøèíè ïðîñòàâëåíà áiëÿ íå¨). ßê áà÷èìî, ó ìiíiìàëüíîìó çâàæåíîìó âåðøèí-
íîìó ïîêðèòòi ìîæå áóòè áiëüøå âåðøèí, íiæ ó íåçâàæåíîìó. Â öüîìó ïðèêëàäi çàãàëüíà âàãà çíàéäåíîãî
âåðøèííîãî ïîêðèòòÿ ç øåñòè âåðøèí 2 + 3 + 3 + 2 + 4 + 2 = 16 ìåíøà çà çàãàëüíó âàãó áóäü-ÿêèõ ï'ÿòè
âåðøèí, iíöèäåíòíèõ äî âñiõ ðåáåð.

3.5 Äâî¨ñòiñòü çàäà÷ ïðî ïàêóâàííÿ òà ïîêðèòòÿ

Ïîðiâíÿ¹ìî ìiæ ñîáîþ íåçâàæåíi çàäà÷i ïðî ïàêóâàííÿ òà ïîêðèòòÿ (3.6, 3.12, 3.18, 3.24). Çâåäåìî ¨õ äî îäíi¹¨
òàáëèöi 2× 2 (3.26). Ïåðøèé ðÿäîê � ïàêóâàííÿ, äðóãèé � ïîêðèòòÿ, ïåðøèé ñòîâï÷èê � ðåáåðíi, äðóãèé �
âåðøèííi.

Ðåáåðíi Âåðøèííi

Ïàêóâàííÿ


z = (1, e)→ max;

Ae ≤ 1;

ek = 0 ∨ 1; k = 1, m.


z = (1, v)→ max;

ATv ≤ 1;

vi = 0 ∨ 1; i = 1, n.

↖ ↗
↙ ↘

Ïîêðèòòÿ


t = (1, e)→ min;

Ae ≥ 1;

ek = 0 ∨ 1; k = 1, m.


t = (1, v)→ min;

ATv ≥ 1;

vi = 0 ∨ 1; i = 1, n.

(3.26)

ßêùî çàìiíèòè óìîâè áiíàðíîñòi çìiííèõ ek òà vi íà ìåíø æîðñòêi óìîâè íåâiä'¹ìíîñòi: ∀ek ≥ 0; ∀vi ≥ 0;
òî ìè îòðèìà¹ìî äâi ïàðè âçà¹ìíî äâî¨ñòèõ çàäà÷ ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Âîíè âiäìi÷åíi ñòðiëêàìè. Äëÿ
òàêèõ ïàð ìà¹ ìiñöå íèçêà òåîðåì äâî¨ñòîñòi. Çîêðåìà, ÿêùî iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê îäíi¹¨ ç çàäà÷, òî iñíó¹ é ðîçâ'ÿçîê
iíøî¨, i â öüîìó âèïàäêó zmax = tmin. Îïèðàþ÷èñü íà ñòðóêòóðó ìàòðèöi iíöèäåíòíîñòi A (âîíà ñêëàäà¹òüñÿ ç
íóëiâ òà îäèíèöü), ìè ìîæåìî áóòè âïåâíåíi, ùî ðîçâ'ÿçêè óñiõ ÷îòèðüîõ çàäà÷ çà óìîâè íåâiä'¹ìíîñòi çìiííèõ
íàïåâíî iñíóþòü. Çíà÷èòü, ðiâíîñòi zmax = tmin äëÿ îáîõ ïàð çàäà÷ âèêîíóþòüñÿ. Ïîçíà÷èìî öå ÷èñëî:

zmax = tmin = ωopt. (3.27)

Ó íàøèõ çàäà÷àõ (3.6, 3.12, 3.18, 3.24) îáëàñòi äîïóñòèìèõ ðîçâ'ÿçêiâ çâóæåíi ó ïîðiâíÿííi ç íåâiä'¹ìíèìè
çìiííèìè: óñi çìiííi ¹ ëèøå áiíàðíèìè, òîáòî ìîæóòü ïðèéìàòè çíà÷åííÿ òiëüêè 0 àáî 1. Òîìó zmax, ìîæëèâî,
i íå äîñÿãíå çíà÷åííÿ ωopt, à áóäå ìåíøå çà íüîãî, à tmin, ìîæëèâî, áóäå áiëüøèì çà ωopt. ßê íàñëiäîê, äëÿ
êîæíî¨ ïàðè çàäà÷ ç (3.26) ìà¹ìî íåðiâåíiñòü:

zmax ≤ tmin. (3.28)

Öå îçíà÷à¹: â îäíîìó é òîìó æ ãðàôi êiëüêiñòü ðåáåð ó ìàêñèìàëüíîìó ïàðîñïîëó÷åííi íå ìîæå ïåðåâè-
ùóâàòè êiëüêiñòü âåðøèí ó ìiíiìàëüíîìó âåðøèííîìó ïîêðèòòi. Òàê ñàìî: â îäíîìó é òîìó æ ãðàôi êiëüêiñòü
âåðøèí ó ¨õíié ìàêñèìàëüíié íåçàëåæíié ìíîæèíi íå ìîæå áóòè áiëüøîþ çà êiëüêiñòü ðåáåð ó ìiíiìàëüíîìó
ðåáåðíîìó ïîêðèòòi.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âiäïîâiäíi çâàæåíi çàäà÷i (3.7, 3.13, 3.19, 3.25). ßê áè ìè íå çâàæóâàëè ðåáðà, ïðè ïîáóäî-
âi ïàðîñïîëó÷åííÿ âèìîãà íåñóìiæíîñòi ðåáåð çàëèøà¹òüñÿ. Òîìó êiëüêiñòü ðåáåð ó çâàæåíîìó ìàêñèìàëüíîìó
ïàðîñïîëó÷åííi íèêîëè íå áóäå áiëüøîþ, íiæ ó íåçâàæåíîìó. Òàê ñàìî, ïðè ïîáóäîâi âåðøèííîãî ïîêðèòòÿ,
ÿêèìè á íå áóëè âàãè âåðøèí, âåðøèíè ç ïîêðèòòÿ âñå îäíî ïîâèííi ïîêðèâàòè âñi ðåáðà. Òîìó êiëüêiñòü âåð-
øèí ó çâàæåíîìó ìiíiìàëüíîìó âåðøèííîìó ïîêðèòòi íèêîëè íå áóäå ìåíøîþ, íiæ ó íåçâàæåíîìó. Çíà÷èòü,
i ó çâàæåíèõ çàäà÷àõ ìè ìîæåìî çðîáèòè òîé ñàìèé âèñíîâîê: êiëüêiñòü ðåáåð ó ìàêñèìàëüíîìó çâàæåíîìó
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Ðèñ. 3.11: Ãðàô (à), éîãî äîìiíóþ÷à ìíîæèíà ðåáåð (á), ìiíiìàëüíà çà âèêëþ÷åííÿì äîìiíóþ÷à ìíîæèíà
ðåáåð (â) òà ìiíiìàëüíà äîìiíóþ÷à ìíîæèíà ðåáåð (ã)

ïàðîñïîëó÷åííi íiêîëè íå áóäå ïåðåâèùóâàòè êiëüêîñòi âåðøèí ó ìiíiìàëüíîìó çâàæíîìó âåðøèííîìó ïî-
êðèòòi. Àëå íåðiâíiñòü (3.28) ó çâàæåíèõ çàäà÷àõ ó çàãàëüíîìó âèïàäêó âæå íå ìà¹ ìiñöÿ, ò. ÿ. òåïåð zmax i
tmin îá÷èñëþþòüñÿ ÷åðåç âàãè ðåáåð i âåðøèí.

Òàêi æ ñàìi âèñíîâêè ìîæíà çðîáèòè i äëÿ äðóãî¨ ïàðè äâî¨ñòèõ çàäà÷: êiëüêiñòü âåðøèí ó ìàêñèìàëüíié
çâàæåíié íåçàëåæíié ìíîæèíi íå ìîæå ïåðåâèùóâàòè êiëüêîñòi ðåáåð ó ìiíiëüíîìó çâàæåíîìó ðåáåðíîìó
ïîêðèòòi (à çàãàëüíà âàãà ìîæå).

3.6 Äîìiíóþ÷à ìíîæèíà ðåáåð

Îçíà÷åííÿ 3.6. Äîìiíóþ÷îþ ìíîæèíîþ ðåáåð ó ãðàôi G = (V, E) íàçèâà¹òüñÿ òàêà ïiäìíîæèíà ðåáåð
E1 ⊆ E, ùî áóäü-ÿêå ðåáðî ãðàôà àáî íàëåæèòü äî E1, àáî ¹ ñóìiæíèì ç ðåáðîì iç E1. ßêùî ââàæàòè, ùî
êîæíå ðåáðî ¹ ñóìiæíèì iç ñàìèì ñîáîþ, òî äîìiíóþ÷à ìíîæèíà ðåáåð � öå ïiäìíîæèíà ðåáåð E1, äî ðåáåð
ÿêî¨ ñóìiæíi âñi ðåáðà ãðàôà. Iíøà íàçâà: çîâíiøíüî ñòiéêà ìíîæèíà ðåáåð (absorbant set, external stability
set). Äîìiíóþ÷à ìíîæèíà ðåáåð íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíîþ çà âèêëþ÷åííÿì, ÿêùî áóäü-ÿêà ¨¨ ïiäìíîæèíà ç
ìåíøîþ êiëüêiñòþ ðåáåð íå ¹ äîìiíóþ÷îþ. Äîìiíóþ÷à ìíîæèíà ðåáåð íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíîþ, ÿêùî âîíà
ñêëàäà¹òüñÿ ç ìiíiìàëüíî ìîæëèâî¨ êiëüêîñòi ðåáåð. ♦

Íà ìàë. 3.11à ïîêàçàíèé ãðàô ç n = 8 âåðøèíàìè òà m = 13 ðåáðàìè (òîé ñàìèé ïðèêëàä, ùî é ðàíiøå).
Îäíà ç éîãî äîìiíóþ÷èõ ìíîæèí ðåáåð � öå {e7, e8, e9, e10, e11, e12, e13} ç ìàë. 3.11á. �¨ ðåáðà ¹ ñóìiæíèìè ç
óñiìà ðåáðàìè. Öÿ äîìiíóþ÷à ìíîæèíà íå ¹ ìiíiìàëüíîþ çà âèêëþ÷åííÿì: ç íå¨ ìîæíà âèëó÷èòè, íàïðèêëàä,
ðåáðà e11, e12 òà e13 (ìàë. 3.11â). Òi ðåáðà, ùî çàëèøèëèñÿ: {e7, e8, e9, e10}, òàêîæ ¹ ñóìiæíèìè ç óñiìà
ðåáðàìè. Çíà÷èòü, öå äîìiíóþ÷à ìíîæèíà ðåáåð. ßêùî âèëó÷èòè ç íå¨ ùå áóäü-ÿêå ðåáðî, ÿêåñü iç ðåáåð íå
îõîïèòüñÿ ñóìiæíiñòþ. Çíà÷èòü, äîìiíóþ÷à ìíîæèíà ðåáåð {e7, e8, e9, e10} ¹ ìiíiìàëüíîþ çà âèêëþ÷åííÿì.
Àëå öå íå ìiíiìàëüíà äîìiíóþ÷à ìíîæèíà: ìîæíà ñòâîðèòè äîìiíóþ÷ó ìíîæèíó íå ç ÷îòèðüîõ, à ç òðüîõ
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ðåáåð, ÿêi áóäóòü ñóìiæíèìè äî âñiõ ðåáåð. Îäíà ç òàêèõ ìiíiìàëüíèõ äîìiíóþ÷èõ ìíîæèí {e11, e12, e13}
ïðåäñòàâëåíà íà ìàë. 3.11ã.

Îäíi¹þ ç çàäà÷ òåîði¨ ãðàôiâ ¹ çíàõîäæåííÿ ìiíiìàëüíî¨ äîìiíóþ÷î¨ ìíîæèíè ðåáåð. ßêùî ðåáðà çâàæåíi,
ìîæíà ñòàâèòè çàäà÷ó ïðî ìiíiìàëüíó çâàæåíó äîìiíóþ÷ó ìíîæèíó ðåáåð: çíàéòè äîìiíóþ÷ó ìíîæèíó íå ç
íàéìåíøîþ êiëüêiñòþ ðåáåð, à ç íàéìåíøîþ çàãàëüíîþ âàãîþ.

Ïðèêëàä ç âiéñüêîâî¨ ñïðàâè. � îïîðíi ïóíêòè ñóïðîòèâíèêà (âåðøèíè ãðàôà), ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ êî-
ìóíiêàöiÿìè (ðåáðà). ßêùî çíèùåííÿ êîìóíiêàöi¨ çíèùó¹ òàêîæ óñi ñóìiæíi êîìóíiêàöi¨, òî ìà¹ìî çàäà÷ó: ÿê
çíèùèòè óñi êîìóíiêàöi¨ ñóïðîòèâíèêà, çàâäàâøè íàéìåíøó êiëüêiñòü óäàðiâ ïî êîìóíiêàöiÿõ? Iíêîëè çíèùó-
âàòè îäíi êîìóíiêàöi¨ ëåãøå (âàãà âiäïîâiäíîãî ðåáðà ìåíøà), iíøi âàæ÷å (áiëüøà âàãà). Òîäi ìà¹ìî çâàæåíó
çàäà÷ó: íàéìåíøîþ öiíîþ çíèùèòè âñi êîìóíiêàöi¨ ñóïðîòèâíèêà.

Ðîçãëÿíåìî ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i ïðî ìiíiìàëüíó (çâàæåíó) äîìiíóþ÷ó ìíîæèíó ðåáåð ÿê çàäà÷i ÖËÏ.
ßê i â ïîïåðåäíiõ çàäà÷àõ, ââåäåìî äî ðîçãëÿäó âåêòîð-ñòîâï÷èê e äîâæèíîþ m. Éîãî êîîðäèíàòè ¹ àñîöi-
éîâàíèìè ñ ðåáðàìè ãðàôà E. ßêùî ðåáðî ek âõîäèòü ó øóêàíó äîìiíóþ÷ó ìíîæèíó, òî àñîöiéîâàíà ç íèì
çìiííà ek áóäå ïðèéìàòè çíà÷åííÿ 1, à ÿêùî íi � òî 0. Òîäi çàãàëüíó êiëüêiñòü ðåáåð, ùî âõîäÿòü ó äîìiíóþ÷ó
ìíîæèíó, ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

t =

m∑
k=1

ek = (1, e) . (3.29)

Â çàäà÷i ïðî ìiíiìàëüíó äîìiíóþ÷ó ìíîæèíó ðåáåð öþ âåëè÷èíó òðåáà ìiíiìiçóâàòè çà óìîâè, ùî âñi
çìiííi ek ìîæóòü ïðèéìàòè çíà÷åííÿ òiëüêè 0 àáî 1:{

ek = 0 ∨ 1;

k = 1, m;
(3.30)

i ðåáðà ¹ ñóìiæíèìè äî âñiõ ðåáåð. Öÿ âèìîãà îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî ðåáðà àáî âîíî ñàìå, àáî ÿêåñü ñóìiæíå
ç íèì âõîäèòü äî äîìiíóþ÷î¨ ìíîæèíè. Òîáòî: äëÿ êîæíîãî ðåáðà ek ñóìà çìiííèõ ek òà âñiõ el, ñóìiæíèõ ç ek,
íå ïîâèííà áóòè ìåíøîþ çà îäèíèöþ. Òàê, äëÿ ãðàôà ç ìàë. 3.3 öÿ ñèñòåìà íåðiâíîñòåé-îáìåæåíü âèãëÿäà¹
íàñòóïíèì ÷èíîì. Äî ðåáðà e1 ¹ ñóìiæíèìè ðåáðà e2, e3 òà e4; òîìó ñóìà çìiííèõ e1, e2, e3 òà e4 íå ïîâèííà
áóòè ìåíøîþ çà îäèíèöþ. Äî ðåáðà e2 ¹ ñóìiæíèìè ðåáðà e1, e3 òà e5; òîìó ñóìà çìiííèõ e2, e1, e3 òà e5 òàêîæ
íå ïîâèííà áóòè ìåíøîþ çà îäèíèöþ, i ò. ä. Îñü ÿê âèãëÿäà¹ öÿ ñèñòåìà îáìåæåíü-íåðiâíîñòåé äëÿ ãðàôà ç
ìàë. 3.3:

e1 : e1 + e2 + e3 + e4 ≥ 1;
e2 : e2 + e1 + e3 + e5 ≥ 1;
e3 : e3 + e1 + e2 + e4 + e5 ≥ 1;
e4 : e4 + e1 + e3 + e5 ≥ 1;
e5 : e5 + e2 + e3 + e4 ≥ 1.

(3.31)

ßêùî ñêîðèñòàòèñÿ ìàòðèöåþ ñóìiæíîñòi ðåáåð, ÿêà äëÿ ãðàôà ç ìàë. 3.3 ìà¹ âèãëÿä:

C =


0 1 1 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 1 1
1 0 1 0 1
0 1 1 1 0

 , (3.32)

òî óìîâà ñóìiæíèñòi âñiõ ðåáåð äî ðåáåð äîìiíóþ÷î¨ ìíîæèíè çàïèñó¹òüñÿ òàê:

(C + E) e ≥ 1, (3.33)

äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ. Ò. ÷., ìà¹ìî çàäà÷ó ÖËÏ:
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Ðèñ. 3.12: Ìiíiìàëüíà äîìiíóþ÷à ìíîæèíà ðåáåð (à) òà ìiíiìàëüíà çâàæåíà äîìiíóþ÷à ìíîæèíà ðåáåð (á)


t = (1, e)→ min;

C1e ≥ 1;

ek = 0 ∨ 1; k = 1, m,

(3.34)

äå

C1 = C + E (3.35)

� ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi ðåáåð ç îäèíèöÿìè íà ãîëîâíié äiàãîíàëi.
Â çàäà÷i ïðî ìàêñèìàëüíó çâàæåíó äîìiíóþ÷ó ìíîæèíó ðåáåð òðåáà ìiíiìiçóâàòè íå çàãàëüíó êiëüêiñòü

ðåáåð, à ¨õíþ çàãàëüíó âàãó. Ïîçíà÷èìî âåêòîð-ñòîâï÷èê ç âàã ðåáåð c. Òîäi çàìiñòü (3.34) áóäåìî ìàòè çàäà÷ó
ÖËÏ, ùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä (3.34) òiëüêè öiëüîâîþ ôóíêöi¹þ:

t = (c, e)→ min;

C1e ≥ 1;

ek = 0 ∨ 1; k = 1, m.

(3.36)
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Íà ìàë. 3.12 � ðåçóëüòàòè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïðî ìiíiìàëüíó äîìiíóþ÷ó ìíîæèíó ðåáåð äëÿ ãðàôà ç
ìàë. 3.11à. Çëiâà, íà ìàë. 3.12à � íåçâàæåíà çàäà÷à: áiëÿ êîæíîãî ðåáðà ïðîñòàâëåíà éîãî îäèíè÷íà âàãà.
Çíàéäåíà ìiíiìàëüíà äîìiíóþ÷à ìíîæèíà ç 3 ðåáåð. Õî÷à âîíà é iíøà, íiæ íà ìàë. 3.11ã, öå âñå îäíî ìiíi-
ìàëüíà äîìiíóþ÷à ìíîæèíà ðåáåð: áóäü-ÿêå ðåáðî ãðàôà àáî âõîäèòü äî íå¨, àáî ¹ ñóìiæíèì ç ðåáðîì ç íå¨.
Ñïðàâà, íà ìàë. 3.12á � ðåçóëüòàò ðîçâ'ÿçàííÿ çâàæåíî¨ çàäà÷i (âàãà êîæíîãî ðåáðà ïðîñòàâëåíà áiëÿ íüîãî).
ßê áà÷èìî, ó ìiíiìàëüíié çâàæåíié äîìiíóþ÷ié ìíîæèíi ìîæå áóòè áiëüøå ðåáåð, íiæ ó íåçâàæåíié. Â öüîìó
ïðèêëàäi çàãàëüíà âàãà çíàéäåíî¨ äîìiíóþ÷î¨ ìíîæèíè ç ÷îòèðüîõ ðåáåð 3 + 2 + 3 + 2 = 10 ìåíøà çà çàãàëüíó
âàãó áóäü-ÿêèõ òðüîõ ðåáåð, ñóìiæíèõ äî âñiõ ðåáåð.

Çàóâàæèìî, ùî äâî¨ñòà äî (3.34) çàäà÷à â ñèëó ñèìåòði¨ ìàòðèöi C1 áóäå ìàòè âèãëÿä:
z = (1, e)→ max;

C1e ≤ 1;

ek = 0 ∨ 1; k = 1, m.

(3.37)

Äâî¨ñòèìè çìiííèìè òóò áóäóòü íå âåðøèíè, à òåæ ðåáðà. Ñåíñ öi¹¨ çàäà÷i: çíàéòè òàêó ïiäìíîæèíó ðåáåð
ìàêñèìàëüíî¨ ïîòóæíîñòi àáî âàãè E1, ùîá êîæíå iíøå ðåáðî, ùî íå âõîäèòü äî E1, áóëî ñóìiæíèì íå áiëüø
íiæ ç îäíèì ðåáðîì ç E1 (à ìîæå, é âçàãàëi íå áóëî ñóìiæíèì ç ðåáðàìè ç E1). Òîáòî ìiæ êîæíîþ ïàðîþ
ðåáåð ç E1 ïîâèííî áóòè íå ìåíøå äâîõ êðîêiâ óçäîâæ ðåáåð.

3.7 Äîìiíóþ÷à ìíîæèíà âåðøèí

Îçíà÷åííÿ 3.7. Äîìiíóþ÷îþ ìíîæèíîþ âåðøèí ó ãðàôi G = (V, E) íàçèâà¹òüñÿ òàêà ïiäìíîæèíà âåðøèí
V1 ⊆ V , ùî áóäü-ÿêà âåðøèíà ãðàôà àáî íàëåæèòü äî V1, àáî ¹ ñóìiæíîþ ç âåðøèíîþ iç V1. ßêùî ââàæàòè,
ùî êîæíà âåðøèíà ¹ ñóìiæíîþ iç ñàìîþ ñîáîþ, òî äîìiíóþ÷à ìíîæèíà âåðøèí � öå ïiäìíîæèíà âåðøèí V1,
äî âåðøèí ÿêî¨ ñóìiæíi âñi âåðøèíè ãðàôà. Iíøà íàçâà: çîâíiøíüî ñòiéêà ìíîæèíà âåðøèí (absorbant set,
external stability set). Äîìiíóþ÷à ìíîæèíà âåðøèí íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíîþ çà âèêëþ÷åííÿì, ÿêùî áóäü-
ÿêà ¨¨ ïiäìíîæèíà ç ìåíøîþ êiëüêiñòþ âåðøèí íå ¹ äîìiíóþ÷îþ. Äîìiíóþ÷à ìíîæèíà âåðøèí íàçèâà¹òüñÿ
ìiíiìàëüíîþ, ÿêùî âîíà ñêëàäà¹òüñÿ ç ìiíiìàëüíî ìîæëèâî¨ êiëüêîñòi âåðøèí. ♦

Íà ìàë. 3.13à ïîêàçàíèé ãðàô ç n = 8 âåðøèíàìè òà m = 13 ðåáðàìè (òîé ñàìèé ïðèêëàä, ùî é ðàíiøå).
Îäíà ç éîãî äîìiíóþ÷èõ ìíîæèí âåðøèí � öå {v1, v3, v6, v8} ç ìàë. 3.13á. �¨ âåðøèíè ¹ ñóìiæíèìè ç óñiìà
âåðøèíàìè. Öÿ äîìiíóþ÷à ìíîæèíà íå ¹ ìiíiìàëüíîþ çà âèêëþ÷åííÿì: ç íå¨ ìîæíà âèëó÷èòè, íàïðèêëàä,
âåðøèíó v6 (ìàë. 3.13â). Òi âåðøèíè, ùî çàëèøèëèñÿ: {v1, v3, v8}, òàêîæ ¹ ñóìiæíèìè ç óñiìà âåðøèíàìè.
Çíà÷èòü, öå äîìiíóþ÷à ìíîæèíà âåðøèí. ßêùî âèëó÷èòè ç íå¨ ùå áóäü-ÿêó âåðøèíó, ÿêàñü iç âåðøèí íå
îõîïèòüñÿ ñóìiæíiñòþ. Çíà÷èòü, äîìiíóþ÷à ìíîæèíà âåðøèí {v1, v3, v8} ¹ ìiíiìàëüíîþ çà âèêëþ÷åííÿì.
Àëå öå íå ìiíiìàëüíà äîìiíóþ÷à ìíîæèíà: ìîæíà ñòâîðèòè äîìiíóþ÷ó ìíîæèíó íå ç òðüîõ, à ç äâîõ âåðøèí,
ÿêi áóäóòü ñóìiæíèìè äî âñiõ âåðøèí: öå {v4, v5}. Âîíà ïðåäñòàâëåíà íà ìàë. 3.13ã.

Îäíi¹þ ç êëàñè÷íèõ çàäà÷ òåîði¨ ãðàôiâ ¹ çíàõîäæåííÿ ìiíiìàëüíî¨ äîìiíóþ÷î¨ ìíîæèíè âåðøèí. ßêùî
âåðøèíè çâàæåíi, ìîæíà ñòàâèòè çàäà÷ó ïðî ìiíiìàëüíó çâàæåíó äîìiíóþ÷ó ìíîæèíó âåðøèí: çíàéòè äîìi-
íóþ÷ó ìíîæèíó íå ç íàéìåíøîþ êiëüêiñòþ âåðøèí, à ç íàéìåíøîþ çàãàëüíîþ âàãîþ.

Ïðèêëàä ç âiéñüêîâî¨ ñïðàâè. � îïîðíi ïóíêòè ñóïðîòèâíèêà (âåðøèíè ãðàôà), ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ êî-
ìóíiêàöiÿìè (ðåáðà). ßêùî çíèùåííÿ îïîðíîãî ïóíêòó çíèùó¹ òàêîæ óñi ñóìiæíi îïîðíi ïóíêòè, òî ìà¹ìî
çàäà÷ó: ÿê çíèùèòè óñi îïîðíi ïóíêòè ñóïðîòèâíèêà, çàâäàâøè íàéìåíøó êiëüêiñòü óäàðiâ ïî îïîðíèõ ïóí-
êòàõ? Iíêîëè çíèùóâàòè îäíi îïîðíi ïóíêòè ëåãøå (âàãà âiäïîâiäíî¨ âåðøèíè ìåíøà), iíøi âàæ÷å (áiëüøà
âàãà). Òîäi ìà¹ìî çâàæåíó çàäà÷ó: íàéìåíøîþ öiíîþ çíèùèòè âñi îïîðíi ïóíêòè ñóïðîòèâíèêà.

Ðîçãëÿíåìî ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i ïðî ìiíiìàëüíó (çâàæåíó) äîìiíóþ÷ó ìíîæèíó âåðøèí ÿê çàäà÷i ÖËÏ.
ßê i â ïîïåðåäíiõ çàäà÷àõ, ââåäåìî äî ðîçãëÿäó âåêòîð-ñòîâï÷èê v äîâæèíîþ n. Éîãî êîîðäèíàòè ¹ àñîöi-
éîâàíèìè ñ âåðøèíàìè ãðàôà V . ßêùî âåðøèíà vi âõîäèòü ó øóêàíó äîìiíóþ÷ó ìíîæèíó, òî àñîöiéîâàíà ç
íåþ çìiííà vi áóäå ïðèéìàòè çíà÷åííÿ 1, à ÿêùî íi � òî 0. Òîäi çàãàëüíó êiëüêiñòü âåðøèí, ùî âõîäÿòü ó
äîìiíóþ÷ó ìíîæèíó, ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:
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Ðèñ. 3.13: Ãðàô (à), éîãî äîìiíóþ÷à ìíîæèíà âåðøèí (á), ìiíiìàëüíà çà âèêëþ÷åííÿì äîìiíóþ÷à ìíîæèíà
âåðøèí (â) òà ìiíiìàëüíà äîìiíóþ÷à ìíîæèíà âåðøèí (ã)



Ðîçäië 3. Ïàêóâàííÿ, ïîêðèòòÿ, äîìiíóþ÷i ìíîæèíè 43

t =

n∑
i=1

vi = (1, v) . (3.38)

Â çàäà÷i ïðî ìiíiìàëüíó äîìiíóþ÷ó ìíîæèíó âåðøèí öþ âåëè÷èíó òðåáà ìiíiìiçóâàòè çà óìîâè, ùî âñi
çìiííi vi ìîæóòü ïðèéìàòè çíà÷åííÿ òiëüêè 0 àáî 1:{

vi = 0 ∨ 1;

i = 1, n,
(3.39)

i âåðøèíè ¹ ñóìiæíèìè äî âñiõ âåðøèí. Öÿ âèìîãà îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè àáî âîíà ñàìà, àáî ÿêàñü
ñóìiæíà ç íåþ âõîäèòü äî äîìiíóþ÷î¨ ìíîæèíè. Òîáòî: äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè vi ñóìà çìiííèõ vi òà âñiõ vj ,
ñóìiæíèõ ç vi, íå ïîâèííà áóòè ìåíøîþ çà îäèíèöþ. Òàê, äëÿ ãðàôà ç ìàë. 3.3 öÿ ñèñòåìà íåðiâíîñòåé-
îáìåæåíü âèãëÿäà¹ íàñòóïíèì ÷èíîì. Äî âåðøèíè v1 ¹ ñóìiæíèìè âåðøèíè v2 òà v3; òîìó ñóìà çìiííèõ
v1, v2 òà v3 íå ïîâèííà áóòè ìåíøîþ çà îäèíèöþ. Äî âåðøèíè v2 ¹ ñóìiæíèìè âåðøèíè v1, v3 òà v4; òîìó
ñóìà çìiííèõ v2, v1, v3 òà v4 òàêîæ íå ïîâèííà áóòè ìåíøîþ çà îäèíèöþ, i ò. ä. Îñü ÿê âèãëÿäà¹ öÿ ñèñòåìà
îáìåæåíü-íåðiâíîñòåé äëÿ ãðàôà ç ìàë. 3.3:

v1 : v1 + v2 + v3 ≥ 1;
v2 : v2 + v1 + v3 + v4 ≥ 1;
v3 : v3 + v1 + v2 + v4 ≥ 1;
v4 : v4 + v2 + v3 ≥ 1.

(3.40)

ßêùî ñêîðèñòàòèñÿ ìàòðèöåþ ñóìiæíîñòi âåðøèí, ÿêà äëÿ ãðàôà ç ìàë. 3.3 ìà¹ âèãëÿä:

B =


0 1 1 0
1 0 1 1
1 1 0 1
0 1 1 0

 , (3.41)

òî óìîâà ñóìiæíèñòi âñiõ âåðøèí äî âåðøèí äîìiíóþ÷î¨ ìíîæèíè çàïèñó¹òüñÿ òàê:

(B + E)v ≥ 1, (3.42)

äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ. Ò. ÷., ìà¹ìî çàäà÷ó ÖËÏ:
t = (1, v)→ min;

B1e ≥ 1;

vi = 0 ∨ 1; i = 1, n,

(3.43)

äå

B1 = B + E (3.44)

� ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi âåðøèí ç îäèíèöÿìè íà ãîëîâíié äiàãîíàëi.
Â çàäà÷i ïðî ìàêñèìàëüíó çâàæåíó äîìiíóþ÷ó ìíîæèíó âåðøèí òðåáà ìiíiìiçóâàòè íå çàãàëüíó êiëüêiñòü

âåðøèí, à ¨õíþ çàãàëüíó âàãó. Ïîçíà÷èìî âåêòîð-ñòîâï÷èê ç âàã âåðøèí d. Òîäi çàìiñòü (3.43) áóäåìî ìàòè
çàäà÷ó ÖËÏ, ùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä (3.43) òiëüêè öiëüîâîþ ôóíêöi¹þ:

t = (d, v)→ min;

B1e ≥ 1;

vi = 0 ∨ 1; i = 1, n.

(3.45)

Íà ìàë. 3.14 � ðåçóëüòàòè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïðî ìiíiìàëüíó äîìiíóþ÷ó ìíîæèíó âåðøèí äëÿ ãðàôà
ç ìàë.3.13à. Çëiâà, íà ìàë. 3.14à � íåçâàæåíà çàäà÷à: áiëÿ êîæíî¨ âåðøèíè ïðîñòàâëåíà ¨¨ îäèíè÷íà âàãà.
Çíàéäåíà ìiíiìàëüíà äîìiíóþ÷à ìíîæèíà ç 2 âåðøèí, òà æ ñàìà, ùî íà ìàë. 3.13ã. Ñïðàâà, íà ìàë. 3.14á �
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Ðèñ. 3.14: Ìiíiìàëüíà äîìiíóþ÷à ìíîæèíà âåðøèí (à) òà ìiíiìàëüíà çâàæåíà äîìiíóþ÷à ìíîæèíà âåðøèí
(á)
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ðåçóëüòàò ðîçâ'ÿçàííÿ çâàæåíî¨ çàäà÷i (âàãà êîæíî¨ âåðøèíè ïðîñòàâëåíà áiëÿ íå¨). ßê áà÷èìî, ó ìiíiìàëüíié
çâàæåíié äîìiíóþ÷ié ìíîæèíi ìîæå áóòè áiëüøå âåðøèí, íiæ ó íåçâàæåíié. Â öüîìó ïðèêëàäi çàãàëüíà âàãà
çíàéäåíî¨ äîìiíóþ÷î¨ ìíîæèíè ç òðüîõ âåðøèí 2 + 2 + 2 = 6 ìåíøà çà çàãàëüíó âàãó áóäü-ÿêèõ äâîõ âåðøèí,
ñóìiæíèõ ç óñiìà âåðøèíàìè.

Çàóâàæèìî, ùî äâî¨ñòà äî (3.43) çàäà÷à â ñèëó ñèìåòði¨ ìàòðèöi B1 áóäå ìàòè âèãëÿä:
z = (1, v)→ max;

B1e ≤ 1;

vi = 0 ∨ 1; i = 1, n.

(3.46)

Äâî¨ñòèìè çìiííèìè òóò áóäóòü íå ðåáðà, à òåæ âåðøèíè. Ñåíñ öi¹¨ çàäà÷i: çíàéòè òàêó ïiäìíîæèíó âåðøèí
ìàêñèìàëüíî¨ ïîòóæíîñòi àáî âàãè V1, ùîá êîæíà iíøà âåðøèíà, ùî íå âõîäèòü äî V1, áóëà ñóìiæíà íå áiëüø
íiæ ç îäíi¹þ âåðøèíîþ ç V1 (à ìîæå, é âçàãàëi íå áóëà ñóìiæíîþ ç âåðøèíàìè ç V1). Òîáòî ìiæ êîæíîþ
ïàðîþ âåðøèí ç V1 ïîâèííî áóòè íå ìåíøå äâîõ ïðîìiæíèõ âåðøèí, i, ÿê íàñëiäîê, íå ìåíøå òðüîõ êðîêiâ
óçäîâæ ðåáåð.

3.8 Ïîâíèé ïiäãðàô

Îçíà÷åííÿ 3.8. Ïîâíèé ïiäãðàô (complete subgraph) ó ãðàôi G = (V, E) � öå ïiäìíîæèíà âåðøèí V1 ⊆ V ,
ùî ¹ âçà¹ìíî ñóìiæíèìè. Iíøà íàçâà: êëiêà (clique). Êëiêà íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíîþ çà âêëþ÷åííÿì, ÿêùî
âîíà íå ¹ ïiäìíîæèíîþ êëiêè áiëüøîãî ðîçìiðó. Êëiêà íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíîþ, ÿêùî âîíà ñêëàäà¹òüñÿ ç
ìàêñèìàëüíî ìîæëèâî¨ êiëüêîñòi âåðøèí. ♦

ßêùî âåðøèíè ãðàôà íåçâàæåíi, ñòàâèòüñÿ çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíî¨ êëiêè. Äëÿ ãðàôà çi çâà-
æåíèìè âåðøèíàìè ìîæíà ñòàâèòè çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíî¨ çâàæåíî¨ êëiêè: ïiäìíîæèíè âçà¹ìíî
ñóìiæíèõ âåðøèí ìàêñèìàëüíî¨ çàãàëüíî¨ âàãè.

Êëiêà ¹ ïîíÿòòÿì, ïðîòèëåæíèì äî íåçàëåæíî¨ ìíîæèíè âåðøèí. Òîìó é çàäà÷à ïðî ìàêñèìàëüíó (çâà-
æåíó) êëèêó â ãðàôi G = (V, E) åêâiâàëåíòíà äî çàäà÷i ïðî ìàêñèìàëüíó (çâàæåíó) íåçàëåæíó ìíîæèíó äëÿ
ãðàôà G =

(
V, E

)
, äå E � ðåáðà, ÿêèõ íåìà¹ â ãðàôi G. Òîìó, ùîá çâåñòè çàäà÷ó ïðî ìàêñèìàëüíó êëiêó äî

çàäà÷i ÖËÏ, òðåáà:

1. ïîáóäóâàòè ãðàô G, òîáòî çíàéòè âñi ðåáðà, ÿêèõ íåìà¹ â G;

2. ðîçâ'ÿçàòè äëÿ ãðàôà G çàäà÷ó (3.12) ïðî ìàêñèìàëüíó íåçàëåæíó ìíîæèíó àáî (3.13) ïðî ìàêñèìàëüíó
çâàæåíó íåçàëåæíó ìíîæèíó âåðøèí.

Äëÿ ãðàôà ç ìàë. 3.15 (áiëÿ âåðøèí ïðîñòàâëåíi ¨õíi íîìåðè) ìàêñèìàëüíîþ ¹ êëiêà ç ÷îòèðüîõ âåðøèí.
Íàïðèêëàä, {v2, v3, v6, v7}. Àëå, ÿêùî âåðøèíè çâàæåíi (ìàë. 3.16, áiëÿ êîæíî¨ âåðøèíè ¨¨ âàãà), òî ìàêñè-
ìàëüíîþ çâàæåíîþ áóäå êëiêà ç òðüîõ âåðøèí {v8, v9, v11}. �¨ çàãàëüíà âàãà 4 + 6 + 6 = 14, ùî áiëüøå, íiæ ó
áóäü-ÿêî¨ êëiêè ç ÷îòèðüîõ âåðøèí.
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Ðèñ. 3.15: Ìàêñèìàëüíà êëiêà

Ðèñ. 3.16: Ìàêñèìàëüíà çâàæåíà êëiêà



Ðîçäië 4

Ïðàâèëüíà ðîçôàðáîâêà ãðàôiâ

Ó öié ëåêöi¨ áóäóòü ðîçãëÿíóòi 2 çàäà÷i: ïðî ïðàâèëüíó ðîçôàðáîâêó âåðøèí òà ðåáåð ãðàôà. Îáèäâi çàäà÷i
ôîðìóëþþòüñÿ ÿê çàäà÷i öiëî÷èñåëüíîãî ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ (ÖËÏ).

4.1 Ïðàâèëüíà ðîçôàðáîâêà âåðøèí ãðàôà

Îçíà÷åííÿ 4.1. Ãðàô G = (V, E) íàçèâà¹òüñÿ ãðàôîì ç ðîçôàðáîâàíèìè âåðøèíàìè (colored vertices), ÿêùî
çàäàíå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè âåðøèí V íà ìíîæèíó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë:

ϕ : V → N.♦ (4.1)

Íàòóðàëüíi ÷èñëà ìîæíà ââàæàòè íîìåðàìè êîëüîðiâ çà ÿêîþñü òàáëèöåþ. Íàïðèêëàä: êîëið íîìåð 1 �
öå æîâòèé, 2 � áëàêèòíèé, 3 � ÷åðâîíèé, 4 � ÷îðíèé òîùî. Òîäi êîæíà âåðøèíà ôàðáó¹òüñÿ ó ÿêèéñü
êîëið. Çàìiñòü ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè áóäü-ÿêó çëi÷åííó ìíîæèíó ÷èñåë:
öiëi, ðàöiîíàëüíi, àëãåáðà¨÷íi òîùî. Àëå ìè áóäåìî äëÿ çðó÷íîñòi ïîçíà÷àòè êîëüîðè íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè �
¨õíiìè íîìåðàìè.

Îçíà÷åííÿ 4.2. Ðîçôàðáîâêà âåðøèí ãðàôà íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèëüíîþ (regular vertex coloring), ÿêùî ñóìi-
æíi âåðøèíè ôàðáóþòüñÿ ðiçíèìè êîëüîðàìè.Ìiíiìàëüíîþ ïðàâèëüíîþ ðîçôàðáîâêîþ âåðøèí ãðàôà (minimal
regular vertex coloring) íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèëüíà ðîçôàðáîâêà ìiíiìàëüíîþ êiëüêiñòþ ôàðá. Êiëüêiñòü ôàðá ó
ìiíiìàëüíié ïðàâèëüíié ðîçôàðáîâöi íàçèâà¹òüñÿ õðîìàòè÷íèì ÷èñëîì ãðàôà (chromatic number) òà ïîçíà-
÷à¹òüñÿ χ (G). ♦

Ó äâîõ êðàéíiõ âèïàäêàõ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî ìiíiìàëüíó ïðàâèëüíó ðîçôàðáîâêó âåðøèí ¹ òðèâiàëüíèì.
Òàê, äëÿ ïóñòîãî ãðàôà On (áåç ðåáåð) óñi âåðøèíè ìîæóòü áóòè ïîôàðáîâàíi îäíi¹þ ôàðáîþ, òîìó éîãî
õðîìàòè÷íå ÷èñëîì χ (On) = 1. À ó êëiöi Kn êîæíó âåðøèíó òðåáà ôàðáóâàòè ñâî¨ì êîëüîðîì, òîìó òóò
χ (Kn) = n.

Ñïðîáó¹ìî ðîçâ'ÿçàòè öþ çàäà÷ó çà äîïîìîãîþ æàäiáíîãî àëãîðèòìó (greedy algorithm), ÿêèé ìè äîêëà-
äíiøå ðîçãëÿíåìî ó íàñòóïíié ãëàâi 5. Äëÿ öüîãî çíàéäåìî ó ãðàôi ìàêñèìàëüíó íåçàëåæíó ìíîæèíó âåðøèí.
Öi âåðøèíè ¹ íåñóìiæíèìè ìiæ ñîáîþ, òîìó ¨õ ìîæíà ïîôàðáóâàòè îäíèì êîëüîðîì. Ïîôàðáó¹ìî ¨ì êîëüî-
ðîì íîìåð 1. Âèëó÷èìî ç ãðàôà öi âåðøèíè òà iíöèäåíòíi äî íèõ ðåáðà. Â òîìó ãðàôi, ùî çàëèøèâñÿ, çíîâó
çíàéäåìî ìàêñèìàëüíó íåçàëåæíó ìíîæèíó âåðøèí, òà ïîôàðáó¹ìî ¨õ ó êîëið íîìåð 2, i ò. ä. äî ïîâíîãî âè-
÷åðïàííÿ âåðøèí. Òàêèé àëãîðèòì, áåçóìîâíî, áóäå äàâàòè ïðàâèëüíó ðîçôàðáîâêó: ñóìiæíi âåðøèíè çàâæäè
áóäóòü ïîôàðáîâàíi ðiçíèìè êîëüîðàìè. Àëå ÷è áóäå öÿ ïðàâèëüíà ðîçôàðáîâêà ìiíiìàëüíîþ? Ïîãëÿíåìî íà
ìàë. 4.1.

Íà ìàë. 4.1à ïîêàçàíèé ãðàô ç n = 4 âåðøèíàìè òà m = 3 ðåáðàìè. ßêùî âçÿòè ìàêñèìàëüíó íåçàëåæíó
ìíîæèíó âåðøèí {v1, v3} òà íàäàòè ¨¨ âåðøèíàì êîëið íîìåð 1 (íà ìàë. 4.1á öå ÷åðâîíèé), òî íà íàñòóïíîìó
êðîöi âiä ãðàôà çàëèøàòüñÿ ëèøå âåðøèíè v2 òà v4, ÿêi íå ¹ ñóìiæíèìè, áî ìè âèäàëèëè ðåáðà, iíöèäåíòíi
äî v1 òà v3. Öèì âåðøèíàì v2 òà v4 ìîæíà íàäàòè êîëið íîìåð 2 (íà ìàë. 4.1â öå ñèíié). ßê áà÷èìî, â öüîìó

47
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Ðèñ. 4.1: Æàäiáíèé àëãîðèòì íå çàâæäè äà¹ ìiíiìàëüíó ïðàâèëüíó ðîçôàðáîâêó âåðøèí ãðàôà

âèïàäêó çàäà÷à ðîçâ'ÿçàíà âiðíî: ìà¹ìî äâà êîëüîðè ó ìiíiìàëüíié ïðàâèëüíié ðîçôàðáîâöi. Ìåíøå íå áóâà¹,
òîìó ùî â ãðàôi ¹ ðåáðà.

Àëå ÿêùî âçÿòè ìàêñèìàëüíó íåçàëåæíó ìíîæèíó âåðøèí {v1, v4}, à öå òåæ ïðàâèëüíèé ðåçóëüòàò ðîçâ'ÿ-
çàííÿ çàäà÷i ïðî ìàêñèìàëüíó íåçàëåæíó ìíîæèíó âåðøèí (ìàë. 4.1ã), òî ïðàâèëüíà ðîçôàðáîâêà âæå íå
áóäå ìiíiìàëüíîþ. Äiéñíî, ïiñëÿ âèëó÷åííÿ âåðøèí v1, v4 òà iíöèäåíòíèõ äî íèõ ðåáåð îòðèìà¹ìî ãðàô íà
ìàë. 4.1ä. Â íüîìó òiëüêè îäíié âåðøèíi, íàïðèêëàä, v2, ìîæíà íàäàòè êîëið íîìåð 2, à âåðøèíó v3 âæå òðåáà
ôàðáóâàòè êîëüîðîì íîìåð 3 (ìàë. 4.1å).

ßê áà÷èìî, æàäiáíèé àëãîðèòì íå çàâæäè äà¹ ïðàâèëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî ìiíiìàëüíó ïðàâèëüíó
ðîçôàðáîâêó âåðøèí. Ðîçãëÿíåìî àëãîðèòì, ùî äà¹ ïðàâèëüíå ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñôîðìóëþ¹ìî íàøó çàäà÷ó ÿê
çàäà÷i ÖËÏ. Íîìåð ôàðáè � öå íàòóðàëüíå ÷èñëî, òîìó ââåäåìî äî ðîçãëÿäó öiëî÷èñåëüíi çìiííi vi, àñîöiéî-
âàíi ç âåðøèíàìè. Óñüîãî ìà¹ìî n òàêèõ çìiííèõ, i êîæíà ç íèõ ìîæå ïðèéìàòè çíà÷åííÿ âiä 1 äî n: öå íîìåð
ôàðáè âåðøèíû vi. Â íàéãiðøîìó âèïàäêó êîæíà âåðøèíà áóäå ïîôàðáîâàíà ó ñâié êîëið, òîìó ìàêñèìàëüíå
çíà÷åííÿ êîæíî¨ çìiííî¨ vi � öå n: {

vi ∈ {1, n} ;

i = 1, n.
(4.2)

Íàì òðåáà ìiíiìiçóâàòè ìàêñèìàëüíå vi:

t = max
i=1, n

vi → min . (4.3)

Çðó÷íiøå çà âñå ââåñòè äëÿ öüîãî äî ðîçãëÿäó ùå îäíó äîäàòêîâó çìiííó v0 (òåæ öiëî÷èñåëüíó), i ïîâ'ÿçàòè
¨¨ ç óñiìà iíøèìè vi ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ íåðiâíîñòåé:{

vi ≤ v0;

i = 1, n.
(4.4)

Òîäi öiëüîâà ôóíêöiÿ � öå:

t = v0 → min . (4.5)
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Â çàäà÷i ïðî ìiíiìàëüíó ïðàâèëüíó ðîçôàðáîâêó ñóìiæíi âåðøèíè ïîâèííi ìàòè ðiçíi êîëüîðè (íîìåðè
ôàðá). Öå îçíà÷à¹: äëÿ êîæíîãî ðåáðà eij ∈ E çìiííi vi òà vj , ùî âiäïîâiäàþòü âåðøèíàì, iíöèäåíòíèì äî
ðåáðà eij , ïîâèííi âiäðiçíÿòèñÿ õî÷à á íà îäèíèöþ:{

|vi − vj | ≥ 1;

∀eij ∈ E.
(4.6)

Öi îáìåæåííÿ (4.6) � íåëiíiéíi: â íèõ ¹ ìîäóëü. Ïåðåõiä âiä êîæíî¨ íåðiâíîñòi ç ìîäóëåì (4.6) äî äâîõ
íåðiâíîñòåé áåç ìîäóëiâ: 

[
vi − vj ≥ 1;

vj − vi ≥ 1;

∀eij ∈ E
(4.7)

òåæ íi÷îãî íå äà¹, ò. ÿ. ìà¹ìî íå ñèñòåìó, à îá'¹äíàííÿ íåðiâíîñòåé (òðåáà, ùîá âèêîíóâàëàñÿ àáî îäíà, àáî
iíøà íåðiâíiñòü). Àëå ñôîðìóëþâàòè (4.6) ÿê ñèñòåìó ëiíiéíèõ íåðiâíîñòåé âñå æ ìîæëèâî. Ùîá öå çðîáèòè,
çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî çìiííi vi âiäðiçíÿþòüñÿ îäíà âiä îäíî¨ íå áiëüø íiæ íà n − 1, ò. ÿ. ìàêñèìàëüíèé
íîìåð ôàðáè � öå n, à ìiíiìàëüíèé � 1. Òîìó íàñïðàâäi çàìiñòü (4.7) ìè ìà¹ìî:

[
1 ≤ vi − vj ≤ n− 1;

1 ≤ vj − vi ≤ n− 1;

∀eij ∈ E;

(4.8)

ïðè öüîìó ïðàâi íåðiâíîñòi àâòîìàòè÷íî âèêîíóþòüñÿ â ñèëó (4.2). Òåïåð ââåäåìî äî ðîçãëÿäó áiíàðíi çìiííi
eij , àñîöiéîâàíi ç ðåáðàìè, ÿêèì äîçâîëèìî ïðèéìàòè ëèøå îäíå ç äâîõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü � 0 àáî 1:{

eij = 0 ∨ 1;

∀eij ∈ E.
(4.9)

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó íåðiâíîñòåé (âæå íå îá'¹äíàííÿ, à ñàìå ñèñòåìó):
vi − vj − neij ≤ −1;

vj − vi + neij ≤ n− 1;

∀eij ∈ E.
(4.10)

ßêùî çìiííà eij ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 0, òî ñèñòåìà (4.10) äà¹ äðóãó ïàðó íåðiâíîñòåé ç (4.8), à ÿêùî 1 � òî
ïåðøó.

Ò. ÷., ìà¹ìî òàêó çàäà÷ó ÖËÏ. Íåîáõiäíî ìiíiìiçóâàòè ôóíêöiþ t (4.5), ÿêà ôîðìàëüíî çàëåæèòü âiä
n+m+1 çìiííèõ v0, v1, . . . , vn, ∀eij , àëå ôàêòè÷íî äî íå¨ âõîäèòü òiëüêè v0. Íà çìiííi vi íàêëàäåíi îáìåæåííÿ
(4.4) � óñüîãî n îáìåæåíü. Äëÿ êîæíî¨ çìiííî¨ eij òà âiäïîâiäíèõ äî íå¨ vi òà vj ïîâèííi âèêîíóâàòèñÿ ïî 2
îáìåæåííÿ (4.10) � óñüîãî 2m îáìåæåíü. Óñi çìiííi vi � öiëî÷èñåëüíi òà ìîæóòü ïðèéìàòè çíà÷åííÿ âiä 1 äî
n (4.2). Óñi çìiííi eij � áiíàðíi: âîíè ìîæóòü ïðèéìàòè çíà÷åíèÿ òiëüêè 0 àáî 1 (4.9).

Íà ìàë. 4.2 ïîêàçàíèé ðåçóëüòàò ðîáîòè öüîãî àëãîðèòìó: ìiíiìàëüíà ïðàâèëüíà ðîçôàðáîâêà ÷îòèðüìà
ôàðáàìè îäíîãî ç ãðàôiâ Ïåòåðñåíà.

4.2 Ïðàâèëüíà ðîçôàðáîâêà ðåáåð ãðàôà

Îçíà÷åííÿ 4.3. Ãðàô G = (V, E) íàçèâà¹òüñÿ ãðàôîì ç ðîçôàðáîâàíèìè ðåáðàìè (colored edges), ÿêùî çàäàíå
âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè ðåáåð E íà ìíîæèíó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë:

ψ : E → N.♦ (4.11)
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Ðèñ. 4.2: Ìiíiìàëüíà ïðàâèëüíà ðîçôàðáîâêà âåðøèí ãðàôà Ïåòåðñåíà
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Ðèñ. 4.3: Æàäiáíèé àëãîðèòì íå çàâæäè äà¹ ìiíiìàëüíó ïðàâèëüíó ðîçôàðáîâêó ðåáåð ãðàôà

Íàòóðàëüíi ÷èñëà ìîæíà ââàæàòè íîìåðàìè êîëüîðiâ çà ÿêîþñü òàáëèöåþ. Òîäi êîæíå ðåáðî ôàðáó¹òüñÿ ó
ÿêèéñü êîëið. ßê i ïðè ôàðáóâàííi âåðøèí, áóäåìî äëÿ çðó÷íîñòi ïîçíà÷àòè êîëüîðè íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè
� ¨õíiìè íîìåðàìè.

Îçíà÷åííÿ 4.4. Ðîçôàðáîâêà ðåáåð ãðàôà íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèëüíîþ (regular edge coloring), ÿêùî ñóìiæíi
ðåáðà ôàðáóþòüñÿ ðiçíèìè êîëüîðàìè. Ìiíiìàëüíîþ ïðàâèëüíîþ ðîçôàðáîâêîþ ðåáåð ãðàôà (minimal regular
edge coloring) íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèëüíà ðîçôàðáîâêà ìiíiìàëüíîþ êiëüêiñòþ ôàðá. Êiëüêiñòü ôàðá ó ìiíiìàëüíié
ïðàâèëüíié ðîçôàðáîâöi ðåáåð ãðàôà íàçèâà¹òüñÿ õðîìàòè÷íèì iíäåêñîì ãðàôà (chromatic index). ♦

ßêùî ìàêñèìàëüíèé ñòóïiíü âåðøèí ãðàôà ïîçíà÷èòè ÿê δ, òî, âî÷åâèäü, õðîìàòè÷íèé iíäåêñ íå ìîæå
áóòè ìåíøèì çà δ. Äiéñíî: âñi ðåáðà, ùî ¹ iíöèäåíòíèìè äî âåðøèíè ç ìàêñèìàëüíèì ñòóïåíåì, ïîâèííi áóòè
ðîçôàðáîâàíi ðiçíèìè êîëüîðàìè, à òàêèõ ðåáåð ÿê ðàç δ. Ç iíøîãî áîêó, ìà¹ ìiñöå òåîðåìà Âiçiíãà.

Òåîðåìà 4.1 Âiçiíãà (Vizing). Õðîìàòè÷íèé iíäåêñ ãðàôà íå ïåðåâèùó¹ δ + 1. ♦
Ò. ÷., óñi ãðàôè ìîæíà ðîçáèòè íà äâà êëàñè çà õðîìàòè÷íèì iíäåêñîì: êëàñ ”δ” òà êëàñ ”δ+ 1”. Íà æàëü,

âèçíà÷åííÿ, äî ÿêîãî êëàñó íàëåæèòü êîíêðåòíèé ãðàô, ¹ äîñèòü ñêëàäíîþ çàäà÷åþ.
Ñïðîáó¹ìî ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó ïðî ìiíiìàëüíó ïðàâèëüíó ðîçôàðáîâêó ðåáåð çà äîïîìîãîþ æàäiáíîãî àë-

ãîðèòìó (greedy algorithm). Äëÿ öüîãî çíàéäåìî ó ãðàôi ìàêñèìàëüíå ïàðîñïîëó÷åííÿ. Éîãî ðåáðà ¹ íåñóìi-
æíèìè ìiæ ñîáîþ, òîìó ¨õ ìîæíà ïîôàðáóâàòè îäíèì êîëüîðîì. Ïîôàðáó¹ìî ¨ì êîëüîðîì íîìåð 1. Âèëó÷èìî
ç ãðàôà öi ðåáðà. Â òîìó ãðàôi, ùî çàëèøèâñÿ, çíîâó çíàéäåìî ìàêñèìàëüíå ïàðîñïîëó÷åííÿ, òà ïîôàðáó¹ìî
éîãî ðåáðà ó êîëið íîìåð 2, i ò. ä. äî ïîâíîãî âè÷åðïàííÿ ðåáåð. Òàêèé àëãîðèòì, áåçóìîâíî, áóäå äàâà-
òè ïðàâèëüíó ðîçôàðáîâêó: ñóìiæíi ðåáðà çàâæäè áóäóòü ïîôàðáîâàíi ðiçíèìè êîëüîðàìè. Àëå ÷è áóäå öÿ
ïðàâèëüíà ðîçôàðáîâêà ìiíiìàëüíîþ? Ïîãëÿíåìî íà ìàë. 4.3.

Íà ìàë. 4.3à ïîêàçàíèé ãðàô ç n = 5 âåðøèíàìè òàm = 4 ðåáðàìè. ßêùî âçÿòè ìàêñèìàëüíå ïàðîñïîëó÷å-
ííÿ {e12, e34} òà ïîôàðáóâàòè éîãî ðåáðà ó êîëið íîìåð 1 (íà ìàë. 4.3á öå ÷åðâîíèé), òî íà íàñòóïíîìó êðîöi
ó ãðàôi çàëèøàòüñÿ ëèøå ðåáðà e23 òà e45, ÿêi íå ¹ ñóìiæíèìè. Öèì ðåáðàì ìîæíà íàäàòè êîëið íîìåð 2 (íà
ìàë. 4.3â öå ñèíié). ßê áà÷èìî, â öüîìó âèïàäêó çàäà÷à ðîçâ'ÿçàíà âiðíî: ìà¹ìî äâà êîëüîðè ó ìiíiìàëüíié
ïðàâèëüíié ðîçôàðáîâöi. Ìåíøå íå áóâà¹, òîìó ùî ìàêñèìàëüíèé ñòóïiíü âåðøèí ó öüîìó ãðàôi äîðiâíþ¹ 2.

Àëå ÿêùî âçÿòè ìàêñèìàëüíå ïàðîñïîëó÷åííÿ {e12, e45}, à öå òåæ ïðàâèëüíèé ðåçóëüòàò ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i
ïðî ìàêñèìàëüíå ïàðîñïîëó÷åííÿ (ìàë. 4.3ã), òî ïðàâèëüíà ðîçôàðáîâêà âæå íå áóäå ìiíiìàëüíîþ. Äiéñíî,
ïiñëÿ âèëó÷åííÿ ðåáåð e12 òà e45 îòðèìà¹ìî ãðàô íà ìàë. 4.3ä. Â íüîìó òiëüêè îäíîìó ðåáðó, íàïðèêëàä, e23,
ìîæíà íàäàòè êîëið íîìåð 2, à ðåáðî e34 âæå òðåáà ôàðáóâàòè êîëüîðîì íîìåð 3 (ìàë. 4.3å).

ßê áà÷èìî, i â öié çàäà÷i æàäiáíèé àëãîðèòì íå çàâæäè äà¹ ïðàâèëüíèé ðåçóëüòàò. Ðîçãëÿíåìî àëãîðèòì,
ÿêèé äà¹ ïðàâèëüíå ðîçâ'ÿçàííÿ íàøî¨ çàäà÷i. Ñôîðìóëþ¹ìî ¨¨ ÿê çàäà÷ó ÖËÏ. Íîìåð ôàðáè � öå íàòóðàëüíå
÷èñëî, òîìó ââåäåìî äî ðîçãëÿäó öiëî÷èñåëüíi çìiííi ek, àñîöiéîâàíi ç ðåáðàìè. Óñüîãî ìà¹ìîm òàêèõ çìiííèõ,
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i êîæíà ç íèõ ìîæå ïðèéìàòè çíà÷åííÿ âiä 1 äî m: öå íîìåð ôàðáè ðåáðà ek. Â íàéãiðøîìó âèïàäêó êîæíå
ðåáðî áóäå ìàòè ñâié êîëið, òîìó ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ êîæíî¨ çìiííî¨ ek � öå m:{

ek ∈ {1, m} ;

k = 1, m.
(4.12)

Íàñïðàâäi çà òåîðåìîþ Âiçiíãà ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî êîæíà ek íå áóäå ïåðåâèùóâàòè δ+ 1. Íàì òðåáà
ìiíiìiçóâàòè ìàêñèìàëüíå ek:

t = max
k=1,m

ek → min . (4.13)

Çðó÷íiøå çà âñå ââåñòè äëÿ öüîãî äî ðîçãëÿäó ùå îäíó äîäàòêîâó çìiííó e0 (òåæ öiëî÷èñåëüíó), i ïîâ'ÿçàòè
¨¨ ç óñiìà iíøèìè ek ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ íåðiâíîñòåé:{

ek ≤ e0;

k = 1, m.
(4.14)

Òîäi öiëüîâà ôóíêöiÿ � öå:

t = e0 → min . (4.15)

Ó çàäà÷i ïðî ìiíiìàëüíó ïðàâèëüíó ðîçôàðáîâêó ñóìiæíi ðåáðà ïîâèííi ìàòè ðiçíi êîëüîðè (íîìåðè ôàðá).
Öå îçíà÷à¹: äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè vi ∈ V çìiííi ek, ùî âiäïîâiäàþòü ðåáðàì, iíöèäåíòíèì äî öi¹¨ âåðøèíè,
ïîâèííi âiäðiçíÿòèñÿ õî÷à á íà îäèíèöþ: {

|ei1 − ei2| ≥ 1;

∀vi ∈ V ;
(4.16)

äå ei1, ei2 � áóäü-ÿêà ïàðà ðåáåð, iíöèäåíòíèõ äî âåðøèíè vi. ßêùî ïîçíà÷èòè ñòóïiíü âåðøèíè vi (êiëüêiñòü
iíöèäåíòíèõ äî íå¨ ðåáåð) ÿê pi, òî óñüîãî äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè vi áóäå fi = pi(pi−1)

2 òàêèõ íåðiâíîñòåé. ßê i
â çàäà÷i ïðî ïðàâèëüíó ðîçôàðáîâêó âåðøèí, öi íåëiíiéíi íåðiâíîñòi (4.16) ìîæíà çâåñòè äî ëiíiéíèõ, ÿêùî
ââåñòè äî ðîçãëÿäó fi áiíàðíèõ çìiííèõ äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè vi:

vij = 0 ∨ 1;

j = 1, fi;

∀vi ∈ V.
(4.17)

Òîäi ìà¹ìî ñèñòåìó íåðiâíîñòåé: 
ei1 − ei2 −mvij ≤ −1;

ei2 − ei1 +mvij ≤ m− 1;

j = 1, fi;

∀vi ∈ V.

(4.18)

ßêùî çìiííà vij ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 0, òî ñèñòåìà (4.18) äà¹ íåðiâíiñòü (4.16) â îäèí áiê, à ÿêùî 1 � òî â
iíøèé. Çà òåîðåìîþ Âiçiíãà ó öèõ ôîðìóëàõ çàìiñòü m ìîæíà ïîñòàâèòè δ + 1.

Ò. ÷., ìà¹ìî òàêó çàäà÷ó ÖËÏ. Íåîáõiäíî ìiíiìiçóâàòè ôóíêöiþ t (4.15), ùî ôîðìàëüíî çàëåæèòü âiä
1 + m + f1 + f2 + . . . + fn çìiííèõ: e0, e1, . . . , em, ∀vij , àëå ôàêòè÷íî äî íå¨ âõîäèòü òiëüêè e0. Íà çìiííi ek
íàêëàäåíi îáìåæåííÿ (4.14) � óñüîãî m îáìåæåíü. Äëÿ êîæíî¨ çìiííî¨ vij òà âiäïîâiäíèõ ei1 i ei2 ïîâèííi
âèêîíóâàòèñÿ ïî 2 îáìåæåííÿ (4.18) � óñüîãî 2 (f1 + f2 + . . .+ fn) îáìåæåíü. Óñi çìiííi ek � öiëî÷èñåëüíi òà
ìîæóòü ïðèéìàòè çíà÷åííÿ âiä 1 äî m (4.12). Óñi çìiííi vij � áiíàðíi: âîíè ìîæóòü ïðèéìàòè òiëüêè çíà÷åííÿ
0 àáî 1 (4.17).
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Ðèñ. 4.4: Ìiíiìàëüíà ïðàâèëüíà ðîçôàðáîâêà ðåáåð ãðàôà

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî îáìåæåíü (4.18) áóäå äóæå áàãàòî, i âîíè ¹ äîñèòü ñêëàäíèìè äëÿ ñó÷àñíèõ àëãîðèòìiâ
ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ÖËÏ. Òàê, äëÿ äîñèòü ïðîñòîãî ãðàôà ç ìàë. 4.4 áóäåìî ìàòè 3 + 3 + 10 + 3 + 3 + 3 + 6 +
3 + 6 + 3 + 1 = 44 ïàðè, òîáòî 88 îáìåæåíü (4.18). Öå � íàéáiëüøèé ãðàô, äëÿ ÿêîãî ìåíi âäàëîñÿ ïðàâèëüíî
ðîçôàðáóâàòè ðåáðà çà äîïîìîãîþ ïàêåòà Glpk.js íà ñàéòi [9].



Ðîçäië 5

Ìiíiìàëüíi îñòîâíi äåðåâà

Ó öié ãëàâi áóäå ðîçãëÿíóòà çàäà÷à ïîáóäîâè ìiíiìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà (ÌÎÄ) òà ïîêàçàíî, ùî äëÿ ¨¨
ðîçâ'ÿçàííÿ ìîæíà çàñòîñîâóâàòè æàäiáíèé àëãîðèòì.

5.1 Æàäiáíi àëãîðèòìè òà ìàòðî¨äè

Îçíà÷åííÿ 5.1. Æàäiáíèé àëãîðèòì (greedy algorithm) � öå àëãîðèòì âèáîðó íàéêðàùîãî âàðiàíòó íà
êîæíîìó êðîöi ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i. ♦

Òàêèé àëãîðèòì íå çàâæäè ïðèçâîäèòü äî íàéêðàùîãî (îïòèìàëüíîãî) ðîçâ'ÿçêó. Òèïîâèé ïðèêëàä: ìå-
òîä ìiíiìàëüíî¨ âàðòîñòi äëÿ ïîáóäîâè ïî÷àòêîãî ïëàíó ïåðåâåçåíü ó òðàíñïîðòíié çàäà÷i. Ïîáóäîâàíèé öèì
ìåòîäîì ïëàí ìîæå âèÿâèòèñÿ íå îïòèìàëüíèì, i çíàäîáèòüñÿ ïåðåêèäàííÿ âàíòàæó çà öèêëîì. Iíøèé ïðè-
êëàä ìè ðîçãëÿíóëè ó ïîïåðåäíié ãëàâi: ñïðîáà ïðàâèëüíî ðîçôàðáóâàòè âåðøèíè ãðàôà øëÿõîì ïîñòóïîâîãî
âèëó÷åííÿ ìàêñèìàëüíèõ íåçàëåæíèõ ìíîæèí âåðøèí íå çàâæäè äà¹ ìiíiìàëüíó ïðàâèëüíó ðîçôàðáîâêó.

Îñü ùå ïðèêëàä: çàäà÷à ïðî ïðèçíà÷åííÿ òðüîõ ïðàöiâíèêiâ íà ÷îòèðè ðîáîòè, àáî çàäà÷à ïðî ìàêñèìàëüíå
çâàæåíå ïàðîñïîëó÷åííÿ íà ïîâíîìó äâîäîëåâîìó ãðàôi K3,4 ç |V | = 3; |W | = 4; |E| = 12. Âií ïîêàçàíèé íà
ìàë. 5.1.

Áóäåìî íóìåðóâàòè ðåáðà ïîäâiéíèìè iíäåêñàìè: ïåðøà öèôðà � íîìåð âåðøèíè ç V , à äðóãà � ç W .
Íåõàé ìàòðèöÿ âàã ðåáåð (ìàòðèöÿ ïðîäóêòèâíîñòåé) ìà¹ âèãëÿä:

C =

 8 7 7 6
7 7 5 8
8 6 6 7

 . (5.1)

Ðèñ. 5.1: Ïðèêëàä çàäà÷i ïðî ïðèçíà÷åííÿ

54
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Ðèñ. 5.2: Ìàêñèìóì ëiíiéíî¨ ôóíêöi¨ íà ïåðåñòàíîâöi çíà÷åíü ¨¨ àðãóìåíòiâ

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ æàäiáíèì àëãîðèòìîì. Ìè áà÷èìî, ùî 1é ïðàöiâíèê íàéêðàùå âïîðà¹òüñÿ ç 1þ ðîáîòîþ,
òîìó âêëþ÷èìî äî ïàðîñïîëó÷åííÿ ðåáðî e11. Äðóãîãî ïðàöiâíèêà ñïðÿìîâó¹ìî íà 4ó ðîáîòó, ò. ÿ. ñàìå íà
íié éîãî ïðîäóêòèâíiñòü ¹ ìàêñèìàëüíîþ: äîäà¹ìî ðåáðî e24. Òåïåð ó 3ãî ïðàöiâíèêà çàëèøèâñÿ íåâåëèêèé
âèáið: àáî 2à, àáî 3ÿ ðîáîòè ç îäèíàêîâîþ ïðîäóêòèâíiñòþ 6. Îáåðåìî, íàïðèêëàä, e23. Ò. ÷., ïîáóäîâàíî ìà-
êñèìàëüíå çà âêëþ÷åííÿì çâàæåíå ïàðîñïîëó÷åííÿ {e11, e24, e32} ç çàãàëüíîþ âàãîþ 22. Àëå öåé ðîçâ'ÿçîê �
íå íàéêðàùèé. Ìîæíà âçÿòè {e12, e24, e31} ç çàãàëüíîþ âàãîþ 23 òà äîâåñòè, ùî öå äiéñíî áóäå ìàêñèìàëü-
íå çâàæåíå ïàðîñïîëó÷åííÿ. ßê áà÷èìî, òóò æàäiáíèé àëãîðèòì íå ñïðàöþâàâ: ïiñëÿ ïîáóäîâè ïî÷àòêîâîãî
ïëàíó ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ ïðîäóêòèâíîñòi çíàäîáèëîñÿ ùå é ïåðåêèäàííÿ ïðàöiâíèêiâ ç ðîáîòè íà ðîáîòó
(ÿê ó òðàíñïîðòíié çàäà÷i ìè ïåðåêèäàëè âàíòàæ çà öèêëîì).

Íàñòóïíèé ïðèêëàä. Òðåáà çíàéòè ìàêñèìóì ëiíiéíî¨ ôóíêöi¨ n çìiííèõ z = (c, x)→ max íà ïåðåñòàíîâöi
Pn çíà÷åíü ¨¨ àðãóìåíòiâ x. Ñêàæiìî, òàêî¨:

z = 4x1 − 3x2 − 6x3 + 2x4 → max, (5.2)

äå âåêòîð àðãóìåíòiâ (x1, x2, x3, x4) � îäíà èç ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë (2, 3, 4, 5). Íà ÿêi ìiñöÿ ó âåêòîði x òðåáà
ïîñòàâèòè ÷èñëà 2, 3, 4 òà 5, ùîá ìàêñèìiçóâàòè ôóíêöiþ (5.2)? Ñêîðèñòà¹ìîñÿ æàäiáíèì àëãîðèòìîì. Ìè
áà÷èìî, ùî êîåôiöi¹íò áiëÿ x1 ìàêñèìàëüíèé: âií äîðiâíþ¹ 4. Òîìó íàäàìî çìiííié x1 ìàêñèìàëüíå ç íàÿâíèõ
çíà÷åíü: 5. Íàñòóïíèé çà âåëè÷èíîþ êîåôiöi¹íò � öå 2 áiëÿ x4, òîìó çìiííié x4 íàäàìî ìàêñèìàëüíå ç ðåøòè
çíà÷åíü 4. Äàëi çìiííié x2 íàäà¹ìî çíà÷åííÿ 3, à x3 � 2. Öåé ïðîöåñ ïîêàçàíèé íà ìàë. 5.2. Îòðèìà¹ìî z = 7.
Ìîæíà ïåðåáðàòè âñi 24 ïåðåñòàíîâêè òà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äiéñíî çíàéäåíå ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ. Äîâåäåííÿ
öüîãî ôàêòó äóæå ïðîñòå: äëÿ êîæíî¨ ïàðè êîåôiöi¹íòiâ òà çíà÷åíü àðãóìåíòiâ ìà¹ ìiñöå:

(ci > ck) ∩ (xi > xk)⇒ cixi + ckxk > cixk + ckxi :
cixi + ckxk − cixk − ckxi = ci (xi − xk)− ck (xi − xk) = (ci − ck) (xi − xk) > 0.

(5.3)

×îìó æ â îñòàííüîìó ïðèêëàäi æàäiáíèé àëãîðèòì ïðèâiâ äî óñïiõó, à ó ïîïåðåäíiõ íi? Âiäïîâiäü íà öå
ïèòàííÿ äà¹ ñòðóêòóðà îáëàñòi äîïóñòèìèõ çíà÷åíü. Â îñòàííüîìó ïðèêëàäi, êîëè íà ÷åðãîâîìó åòàïi ðîçâ'ÿ-
çàííÿ çàäà÷i ìè çàáèðàëè îäíå çíà÷åííÿ ç òèõ, ùî çàëèøèëèñÿ, ìè çàáèðàëè òiëüêè éîãî, à iíøi çàëèøàëèñÿ
íåäîòîðêàíèìè. Ó ïîïåðåäíüîìó æ ïðèêëàäi, êîëè íà 1ìó åòàïi ìè çàáðàëè ðåáðî e11, òî ìè çàáðàëè íàñïðàâäi
íå òiëüêè éîãî. Ìè ïîçáàâèëè ñåáå ìîæëèâîñòi íà íàñòóïíèõ åòàïàõ çàáèðàòè âñi ðåáðà, iíöèäåíòíi äî v1 i w1.
À ñàìå e12 i e31, ÿê âèÿâëÿ¹òüñÿ, âõîäÿòü â îäíå ç ìàêñèìàëüíèõ çâàæåíèõ ïàðîñïîëó÷åíü.

Ñòðóêòóðè, íà ÿêèõ ïðàöþ¹ æàäiáíèé àëãîðèòì, íàçèâàþòüñÿ â ìàòåìàòèöi ìàòðî¨äàìè. Iñíó¹ äåñü áiëÿ
ïiâñîòíi ðiçíèõ îçíà÷åíü ìàòðî¨äiâ. Îñü ÿê âèãëÿäà¹, íàïðèêëàä, îçíà÷åííÿ ìàòðî¨äà ÷åðåç íåçàëåæíi ìíî-
æèíè.

Îçíà÷åííÿ 5.2. Ìàòðî¨ä (matroid) M = (S, I) � öå ïàðà äâîõ ìíîæèí: S � ñêií÷åííà ìíîæèíà, ùî
íàçèâà¹òüñÿ íîñi¹ì ìàòðî¨äà (ground set), à I � äåÿêà ìíîæèíà ïiäìíîæèí åëåìåíòiâ S, ùî íàçèâà¹òüñÿ
ñiìåéñòâîì íåçàëåæíèõ ìíîæèí (independent sets), òîáòî I ⊆ 2S . Ïðè öüîìó äëÿ íåçàëåæíèõ ìíîæèí, ùî
âõîäÿòü â I, ïîâèííi âèêîíóâàòèñÿ óìîâè:

1. ñåðåä åëåìåíòiâ I ¹ ïóñòà ïiäìíîæèíà: Ø ∈ I;

Highlight
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2. ÿêùî ÿêàñü ìíîæèíà A åëåìåíòiâ S íàëåæèòü äî I, òî é áóäü-ÿêà âëàñíà ïiäìíîæèíà A òàêîæ ïîâèííà
íàëåæàòè äî I: (∀A ∈ I) ∩ (∀B ⊂ A) : B ∈ I;

3. ÿêùî ¹ äâi ìíîæèíè A i B åëåìåíòiâ S, ùî íàëåæèòü äî I, i ïðè öüîìó â A áiëüøå åëåìåíòiâ, íiæ ó B,
òî ñåðåä åëåìåíòiâ A, ÿêèõ íåìà¹ ó B, çíàéäåòüñÿ òàêèé åëåìåíò x, ùî éîãî îá'¹äíàííÿ ç B òàêîæ áóäå
íàëåæàòè äî I: (∀A, B ∈ I) ∩ (|A| > |B|) : ∃x ∈ A \B : B ∪ {x} ∈ I. ♦

Ó íàøîìó âèïàäêó íîñi¹ì ìàòðî¨äà áóäå ìíîæèíà óñiõ ìîæëèâèõ óïîðÿäêîâàíèõ ïàð (ci, xk), äå ci � öå
êîåôiöi¹íòè ôóíêöi¨ (5.2), òîáòî îäíå ç ÷èñåë 4, -3, -6, 2; à xk � ìîæëèâi çíà÷åííÿ àðãóìåíòiâ, òîáòî îäíå ç
÷èñåë 2, 3, 4, 5. Óñüîãî â íîñi¨ áóäå |S| = 4× 4 = 16 åëåìåíòiâ:

S = {(c1, x1) , (c1, x2) , (c1, x3) , (c1, x4) ,
(c2, x1) , (c2, x2) , (c2, x3) , (c2, x4) ,
(c3, x1) , (c3, x2) , (c3, x3) , (c3, x4) ,

(c4, x1) , (c4, x2) , (c4, x3) , (c4, x4)} .

(5.4)

Ñiìåéñòâî íåçàëåæíèõ ìíîæèí I ñòâîðèìî ç åëåìåíòiâ S òàêèì ÷èíîì: ç êîæíîãî ðÿäêà ôîðìóëè (5.4)
îáåðåìî íå áiëüøå îäíîãî åëåìåíòà, i ¨õíÿ ñóêóïíiñòü i áóäå îäíèì ç åëåìåíòiâ ìíîæèíè I. Íàïðèêëàä, ìîæíà
1ãî ðÿäêà (5.4) îáðàòè åëåìåíò (c1, x3), ç 2ãî � (c2, x2), ç 3ãî � íi÷îãî, ç 4ãî � (c4, x2). Òîäi ïiäìíîæèíà åëå-
ìåíòiâ S: ((c1, x3) , (c2, x2) , (c4, x2)) áóäå îäíèì ç åëåìåíòiâ I. Òàêîæ äëÿ âèêîíàííÿ óìîâè 1 ç îçíà÷åííÿ 5.2
äîäàìî äî I ïóñòó ìíîæèíó Ø, òîáòî ç êîæíîãî ðÿäêà (5.4) íå îáèðà¹ìî æîäíîãî åëåìåíòà. Òîé ìàòðî¨ä, ÿêèé
ìè ïîáóäóâàëè, íàçèâà¹òüñÿ ìàòðî¨äîì ðîçáèòòiâ (partition matroid). Â çàãàëüíîìó âèïàäêó äëÿ îòðèìàííÿ
ìàòðî¨äà ðîçáèòòiâ òðåáà çäiéñíèìè ðîçáèòòÿ ìíîæèíè S íà äåÿêi íåïóñòi ïiäìíîæèíè, òà îáðàòè ç êîæíî¨
ïiäìíîæèíè íå áiëüøå çàäàíî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ. Ìè ðîçáèëè S íà 4 ïiäìíîæèíè ç ðiçíèìè ci, òà îáðàëè ç
êîæíî¨ ïiäìíîæèíè íå áiëüøå îäíîãî åëåìåíòà.

Íåâàæêî äîâåñòè, ùî îòðèìàíà ñòðóêòóðàM = (S, I) äiéñíî ¹ ìàòðî¨äîì, òîáòî ùî äëÿ íå¨ âèêîíóþòñÿ âñi
òðè óìîâè ç îçíà÷åííÿ 5.2. Çîêðåìà, óìîâà 3 äîâîäèòüñÿ øëÿõîì ïîðiâíÿííÿ ci ó ìíîæèíàõ A i B. Îñêiëüêè
â B ìåíøå åëåìåíòiâ, íiæ â A, òî ó ìíîæèíi A \ B íàïåâíî áóäå åëåìåíò ç òàêèì ci, ÿêîãî íåìà¹ â B. Ñàìå
éîãî é äîëó÷à¹ìî äî B, i òîäi åëåìåíò B ∨ {x} ∈ I.

Îçíà÷åííÿ 5.3. Áàçîþ ìàòðî¨äà (base, basis of matroid) íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêèé ìàêñèìàëüíèé çà âêëþ-
÷åííÿì åëåìåíò ìíîæèíè I. ♦

ßêùî äîäàòè äî áàçè ùå áóäü-ÿêèé åëåìåíò ç S, ìè íiêîëè íå îòðèìà¹ìî íåçàëåæíî¨ ìíîæèíè. Ìè îòðè-
ìà¹ìî ìíîæèíó, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ çàëåæíîþ (dependent set), âîíà äî I íå âõîäèòü. Áóäåìî ïîçíà÷àòè áàçè
ìàòðî¨äà M = (S, I) ÿê B1, B2, . . ., à ñóêóïíiñòü óñiõ áàç B. Îñêiëüêè áàçè � öå òåæ íåçàëåæíi ìíîæèíè, òî
B ⊂ I. Äëÿ áàç ìàòðî¨äà ìàþòü ìiñöå òàêi âëàñòèâîñòi, ÿêi ìè çàëèøèìî áåç äîâåäåííÿ.

1. Ìíîæèíà B ¹ íåïóñòîþ (î÷åâèäíî).

2. ßêùî B1, B2 ∈ B, i B1 6= B2, òî B1 * B2 i B2 * B1 (òåæ î÷åâèäíî: áàçè ¹ ìàêñèìàëüíèìè çà âêëþ÷åííÿì
i íå ìîæóòü áóòè ïiäìíîæèíàìè îäíà îäíî¨).

3. ßêùî B1, B2 ∈ B, òî ∀x ∈ B1 \B2 : ∃y ∈ B2 \B1 òàêèé, ùî (B1 \ {x})∪{y} ∈ B. Ïîÿñíåííÿ äî öi¹¨ óìîâè.
ßêùî âçÿòè áóäü-ÿêèé åëåìåíò x, ÿêèé ¹ ó áàçi B1, àëå ÿêîãî íåìà¹ ó áàçi B2, òî äëÿ íüîãî îáîâ'ÿçêîâî
çíàéäåòüñÿ åëåìåíò y ç áàçè B2, ÿêîãî íåìà¹ ó áàçi B1, òàêèé, ùî âèëó÷åííÿ x ç áàçè B1 ç íàñòóïíèì
ïðè¹äíàííÿì y óòâîðþ¹ ÿêóñü áàçó. Öÿ âëàñòèâiñòü íàçèâà¹òüñÿ âëàñòèâiñòþ îáìiíó åëåìåíòàìè ìiæ
áàçàìè.

4. Óñi áàçè ìàþòü îäèíàêîâó ïîòóæíiñòü (êiëüêiñòü åëåìåíòiâ): |B1| = |B2| = . . ..

Îçíà÷åííÿ 5.4. Ðàíãîì ìàòðî¨äà (rank of matroid) íàçèâà¹òüñÿ ïîòóæíiñòü áóäü-ÿêî¨ éîãî áàçè. ♦
Ïîáóäîâàíèé íàìè íà ìíîæèíi (5.4) ìàòðî¨ä ðîçáèòòiâ ìà¹ ðàíã 4, áî êîæíà ç éîãî áàç ìiñòèòü 4 åëåìåíòè �

ïî îäíîìó ç êîæíîãî ðÿäêà ôîðìóëè (5.4). Óñüîãî ìàòðî¨ä ìà¹ |B| = 44 = 256 áàç.
Ðåàëiçàöiÿ æàäiáíîãî (÷è áóäü-ÿêîãî iíøîãî) àëãîðèòìó ïåðåäáà÷à¹ ââåäåííÿ âàãîâî¨ ôóíêöi¨ íà åëåìåíòàõ

S. Ó íàøîìó âèïàäêó âàãà êîæíîãî åëåìåíòà � öå äîáóòîê ci íà xk:

w (ci, xk) = cixk; (5.5)
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à âàãà áàçè � öå ñóìà âàã ¨¨ åëåìåíòiâ. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i (5.2) íàì òðåáà çíàéòè òàêó áàçó, â ÿêié óñi xk
ðiçíi, òà ÿêà ìà¹ ìàêñèìàëüíó âàãó. Îäíà ç îñíîâíèõ ëåì òåîði¨ ìàòðî¨äiâ ñòðåðäæó¹.

Ëåìà 5.1. Æàäiáíèé àëãîðèòì çàâæäè áóäó¹ áàçó ìàêñèìàëüíî¨ âàãè. ♦
Ðiçíi äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè ìîæíà çíàéòè â Iíòåðíåòi. Íàéïðîñòiøå ç íèõ ïðîâîäèòüñÿ âiä ïðîòèëåæíîãî.

Çíàéäiòü éîãî ñàìîñòiéíî.
Çà öi¹þ ëåìîþ æàäiáíèé àëãîðèòì ïîáóäîâè áàçè A íàéáiëüøî¨ âàãè âèãëÿäà¹ òàê.

1. Ñîðòó¹ìî åëåìåíòè S ó ïîðÿäêó çìåíøåííÿ âàãè.

2. A = S1 (äîäà¹ìî äî øóêàíî¨ ìíîæèíè åëåìåíò íàéáiëüøî¨ âàãè).

3. Ïîêè |A| < 4, äîäà¹ìî äî A íàñòóïíèé åëåìåíò, ÿêùî éîãî xk ùå íåìà¹ ñåðåä åëåìåíòiâ A i îòðèìàíà
íîâà ìíîæèíà A ∈ I. Ó íàøîìó âèïàäêó äîäà¹òüñÿ ïåðøèé ñåðåä íàñòóïíèõ åëåìåíòiâ S ç òèìè ci òà
xk, ÿêèõ ùå íåìà¹ â A.

Â ðåçóëüòàòi áóäå ïîáóäîâàíà áàçà ìàêñèìàëüíî¨ âàãè ç ðiçíèìè xk. ßê áà÷èìî, äîñèòü ñêëàäíà òåîðiÿ ìà-
òðî¨äiâ ïîÿñíþ¹, ÷îìó ôîðìóëà (5.3) ìà¹ ìiñöå. Áiëüø äîêëàäíó iíôîðìàöiþ ïðî ìàòðî¨äè ìîæíà çíàéòè
â Iíòåðíåòi. À ìè ðîçãëÿíåìî îäíó âàæëèâó çàäà÷ó òåîði¨ ãðàôiâ, ÿêà òåæ ¹ çàäà÷åþ íà ìàòðî¨äi, i äëÿ ¨¨
ðîçâ'ÿçàííÿ ìîæíà áóäå âèêîðèñòîâóâàòè æàäiáíèé àëãîðèòì.

5.2 Ìiíiìàëüíå îñòîâíå äåðåâî (ÌÎÄ)

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ãðàôè òà ìóëüòèãðàôè, àëå íå ïñåâäîãðàôè. Òîáòî äîïóñêàþòüñÿ êðàòíi ðåáðà, àëå íå
ïåòëi.

Îçíà÷åííÿ 5.5. Øëÿõ (ìàðøðóò, path) ó ãðàôi G = (V, E) � öå ïîñëiäîâíiñòü âåðøèí òà ðåáåð âèäó
v1 e1 v2 e2 . . . vk, ó ÿêié ñóñiäíi åëåìåíòè ¹ iíöèäåíòíèìè. ♦

Îçíà÷åííÿ 5.6.Ìàðøðóò íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì (simple path), ÿêùî êîæíà âåðøèíà çóñòði÷à¹òüñÿ â íüîìó
ëèøå îäèí ðàç. ♦

Ó ïðîñòîìó ìàðøðóòi íåìà¹ ïåðåòèíiâ (âåðøèí, ùî ïîâòîðþþòüñÿ) i, ÿê íàñëiäîê, íå ìîæå áóòè ïîâòîðþ-
âàíèõ ðåáåð. Ïðîòèëåæíå òâåðäæåííÿ íå ìà¹ ìiñöÿ: ðåáðà ó ìàðøðóòi ìîæóòü áóòè óíiêàëüíèìè, àëå âåðøèíè
ïîâòîðþâàòèñÿ ó òî÷êàõ ïåðåòèíó; i òàêèé ìàðøðóò íå ïðîñòèé.

Îçíà÷åííÿ 5.7. Ãðàô G = (V, E) íàçèâà¹òüñÿ çâ'ÿçíèì (connected graph), ÿêùî iñíó¹ øëÿõ iç áóäü-ÿêî¨
éîãî âåðøèíè â áóäü-ÿêó iíøó. ♦

Äîñi âñi ïðèêëàäè, ùî ìè ðîçãëÿäàëè � öå áóëè çâ'ÿçíi ãðàôè. Ó íåçâ'ÿçíèõ ãðàôàõ ìîæíà âèäiëèòè
îêðåìi çâ'ÿçíi êîìïîíåíòè. Ó ñàìîìó êðàéíüîìó âèïàäêó, êîëè ó ãðàôà âçàãàëi íåìà¹ ðåáåð: E = Ø, ó íüîãî
áóäå n êîìïîíåíò � ïî îäíié âåðøèíi ó êîæíié.

Ðîçãëÿíåìî çâ'ÿçíèé ãðàô (àáî ìóëüòèãðàô) G. ßêùî ç íüîãî âèäàëèòè äåÿêi ðåáðà, âií ìîæå çàëèøèòñÿ
çâ'ÿçíèì, à ìîæå é ðîçïàñòèñÿ íà îêðåìi êîìïîíåíòè. Ñêiëüêè (çà ìàêñèìóìîì) ðåáåð òà ÿêi ç íèõ ìîæíà
âèäàëèòè, ùîá ãðàô çàëèøèâñÿ çâ'ÿçíèì? ßêùî ðåáðà ãðàôà çâàæåíi, òî ìîæíà ïîñòàâèòè çàäà÷ó òàê: ÿê
âèäàëèòè ìàêñèìàëüíó êiëüêiñòü ðåáåð ìàêñèìàëüíî¨ âàãè, ùîá çàëèøèâñÿ çâ'ÿçíèé ãðàô iç çàãàëüíîþ ìiíi-
ìàëüíîþ âàãîþ ðåáåð?

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ïðîñòiøó, íåçâàæåíó çàäà÷ó: ÿêà ìiíiìàëüíà êiëüêiñòü ðåáåð íåîáõiäíà äëÿ çâ'ÿçíîñòi
ãðàôà ç n âåðøèíàìè?

Òåîðåìà 5.1. Ó çâ'ÿçíîìó ãðàôi G = (V, E) âèêîíó¹òüñÿ: m ≥ n− 1. Òîáòî ìiíiìàëüíî ìîæëèâà êiëüêiñòü
ðåáåð çâ'ÿçíîãî ãðàôà ¹ n− 1. ♦

Äîâåäåííÿ. Êîëè n = 1, êàçàòè ïðî çâ'ÿçíiñòü âçàãàëi íåìà¹ ñåíñó: îäíó âåðøèíó íåìà ç ÷èì ïî¹äíóâàòè.
Ìîæíà ñêàçàòè, ùî îäíà âåðøèíà ïîâ'ÿçàíà ç ñîáîþ íóëüîâîþ êiëüêiñòþ ðåáåð. Äâi âåðøèíè ìîæíà ïî¹äíàìè
îäíèì ðåáðîì, i ãðàô ñòàíå çâ'ÿçíèì. Òðåòþ âåðøèíó ìîæíà ïiä'¹äíàòè çà äîïîìîãîþ ùå îäíîãî, âæå äðóãîãî
ðåáðà. Çà iíäóêöi¹þ: íåõàé òåîðåìà ìà¹ ìiñöå äëÿ n = k, òîáòî ãðàô ç k âåðøèíàìè òà k−1 ðåáðàìè çâ'ÿçíèé.
Íàñòóïíó, (k + 1)-ó âåðøèíó ìîæíà ïðè¹äíàòè äî íüîãî çà äîïîìîãîþ kãî ðåáðà. Îòðèìàíèé ãðàô ç k + 1
âåðøèíàìè òà k ðåáðàìè òåæ áóäå çâ'ÿçíèì. Çà iíäóêöi¹þ òåîðåìà äîâåäåíà. ♦

Öÿ òåîðåìà ïîêàçó¹, ñêiëüêè (ìiíiìóì) ðåáåð òðåáà çàëèøèòè â ãðàôi ç n âåðøèíàìè, ùîá âií çàëèøèâñÿ
çâ'ÿçíèì: n− 1.
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Ðèñ. 5.3: Ãðàô (à) òà äåÿêi ç éîãî îñòîâíèõ äåðåâ (á, â)

Îçíà÷åííÿ 5.8. Çâ'ÿçíèé ãðàô G = (V, E) ç n âåðøèíàìè òà n−1 ðåáðàìè íàçèâà¹òüñÿ îñòîâíèì äåðåâîì
(spanning tree). ♦

Íà ìàë. 5.3 ïîêàçàíèé ãðàô (à) òà äåÿêi ç éîãî îñòîâíèõ äåðåâ (á, â).
ßêùî çâ'ÿçíèé ãðàô G = (V, E) íå ¹ îñòîâíèì äåðåâîì, òî, âî÷åâèäü, ç íüîãî ìîæíà âèäàëèòè äåÿêi ðåáðà

òàê, ùîá òi ðåáðà, ùî çàëèøèëèñÿ E1 ⊂ E, ðàçîì ç ìíîæèíîþ âåðøèí V óòâîðþâàëè á îñòîâíå äåðåâî G1 =
(V, E1). Îñòîâíå äåðåâî ìà¹ öiêàâi âëàñòèâîòi, ÿêi ìè çàðàç ðîçãëÿíåìî. Àëå ñïî÷àòêó ùå äåÿêi îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 5.9. Øëÿõ v1 e1 v2 e2 . . . vk íàçèâà¹òüñÿ öèêëîì (cycle), ÿêùî â íüîìó ïî÷àòêîâà òà êiíöåâà
âåðøèíè ñïiâïàäàþòü. ♦

Îçíà÷åííÿ 5.10. Öèêë íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì (simple cycle), ÿêùî ó øëÿõó, ùî éîãî âèçíà÷à¹, êîæíà
ïðîìiæíà âåðøèíà çóñòði÷à¹òüñÿ ëèøå îäèí ðàç. ♦

Ïðîñòèé öèêë � öå öèêë áåç ñàìîïåðåòèíiâ. ßêùî ïåðøó òà îñòàííþ âåðøèíè ââàæàòè çà îäíó, òî â íüîìó
íåìà¹ âåðøèí, ùî ïîâòîðþþòüñÿ, à, çíà÷èòü, íåìà¹ i ïîâòîðþâàíèõ ðåáåð. Âî÷åâèäü, ç áóäü-ÿêîãî íåïðîñòîãî
öèêëà ìîæíà âèäiëèòè ïðèíàéìíi äâà ðiçíèõ ïðîñòèõ öèêëè, à ç íåïðîñòîãî ìàðøðóòó � ïðèíàéìíi îäèí
ïðîñòèé öèêë.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âëàñòèâîñòi îñòîâíèõ äåðåâ.
Âëàñòèâiñòü 5.1. Â îñòîâíîìó äåðåâåi G1 = (V, E1) çâ'ÿçíîãî ãðàôà G = (V, E) íåìà¹ öèêëiâ. ♦
Äîâåäåííÿ. Âiä ïðîòèëåæíîãî: ÿêùî ó G1 ¹ õî÷à á îäèí öèêë, òî ìîæíà áåç ïîðóøåííÿ çâ'ÿçíîñòi âè-

äàëèòè îäíå ç ðåáåð öüîãî öèêëó: øëÿõ ç áóäü-ÿêî¨ âåðøèíè äî áóäü-ÿêî¨ iíøî¨ ìîæíà îðãàíèçóâàòè âçäîâæ
òi¹¨ ÷àñòèíè öèêëà, ùî çàëèøèëàñÿ. Çíà÷èòü, ó G1 áiëüøå, íiæ n − 1 ðåáåð: âèäàëåííÿ ç íüîãî îäíîãî ðåáðà
íå ïîðóøó¹ çâ'ÿçíîñòi. Ò. ÷., G1 íå ¹ îñòîâíèì äåðåâîì. ♦

Âëàñòèâiñòü 5.2. I íàâïàêè, ÿêùî ó çâ'ÿçíîìó ãðàôi íåìà¹ öèêëiâ, âií ¹ îñòîâíèì äåðåâîì. ♦
Äîâåäåííÿ. Òåæ âiä ïðîòèëåæíîãî: íåõàé çâ'ÿçíèé ãðàô G = (V, E) íå ¹ îñòîâíèì äåðåâîì: m > n − 1.

Îñêiëüêè ãðàô çâ'ÿçíèé, òî ñåðåä m ðåáåð òî÷íî ¹ òàêè (n− 1) ðåáåð, ùî óòâîðþþòü îñòîâíå äåðåâî. Òîäi
êîæíå ðåáðî ç ðåøòè äîäà¹ iíøèé øëÿõ ìiæ ÿêîþñü ïàðîþ âåðøèí, òîáòî óòâîðþ¹ öèêë. ♦
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Âëàñòèâiñòü 5.3. Â îñòîâíîìó äåðåâi G1 çâ'ÿçíîãî ãðàôà iñíó¹ ¹äèíèé øëÿõ ç êîæíî¨ âåðøèíè â êîæíó
iíøó. ♦

Äîâåäåííÿ. Âiä ïðîòèëåæíîãî: ÿêùî á iç äåÿêî¨ âåðøèíè vi iñíóâàëè á äâà ðiçíèõ øëÿõè ó vj , òî iñíóâàâ
áè öèêë vi . . . vj . . . vi, ùî ïðîòèði÷èòü âëàñòèâîñòi 5.2. ♦

Âëàñòèâiñòü 5.4. Íàâïàêè, ÿêùî ó çâ'ÿçíîìó ãðàôi G = (V, E) iñíó¹ ¹äèíèé øëÿõ ìiæ êîæíîþ ïàðîþ
âåðøèí, òî òàêèé ãðàô ¹ îñòîâíèì äåðåâîì. ♦

Äîâåäåííÿ. Âiä ïðîòèëåæíîãî: ÿêùî çâ'ÿçíèé ãðàô íå ¹ îñòîâíèì äåðåâîì, òî çà âëàñòèâiñòþ 5.2 ó íüîìó
¹ õî÷à á îäèí öèêë, à çíà÷èòü, iñíó¹ áiëüø íiæ îäèí øëÿõ ìiæ ÿêîþñü ïàðîþ âåðøèí. ♦

Ò. ÷., ìè âñòàíîâèëè åêâiâàëåíòíiñòü òâåðäæåíü:

• îñòîâíå äåðåâî � öå çâ'ÿçíèé ãðàô ç |E| = |V | − 1;

• îñòîâíå äåðåâî � öå çâ'ÿçíèé ãðàô áåç öèêëiâ;

• îñòîâíå äåðåâî � öå çâ'ÿçíèé ãðàô, ó ÿêîìó iñíó¹ ¹äèíèé øëÿõ ç áóäü-ÿêî¨ âåðøèíû â áóäü-ÿêó iíøó.

ßêùî ïîäèâèòèñÿ íà ìàë. 5.3, ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî â îñòîâíèõ äåðåâàõ äiéñíî íåìà¹ öèêëiâ, i ç áóäü-ÿêî¨
âåðøèíè ìîæíà äiñòàòèñÿ áóäü-ÿêî¨ iíøî¨ ëèøå ¹äèíèì øëÿõîì.

Çàçâè÷àé ó çàñòîñóâàííÿõ ñòà¹ çàäà÷à çíàõîäæåííÿ îñòîâíîãî äåðåâà ìiíiìàëüíî¨ âàãè (â ïîäàëüøîìó �
ÌÎÄ, ìiíiìàëüíå îñòîâíå äåðåâî). Òàêà çàäà÷à âèíèêà¹, íàïðèêëàä, ïiä ÷àñ ïðîåêòóâàííÿ ëiíié åëåêòðîìåðåæ:
äëÿ ïðîêëàäàííÿ ëiíié îáèðàþòü äiëÿíêè ç ìiíiìàëüíîþ âàðòiñòþ ðîáiò, ùî çàáåçïå÷óþòü çâ'ÿçíiñòü ìåðåæi.

Äîñëiäèìî ìîæëèâîñòi çàñòîñóâàííÿ æàäiáíîãî àëãîðèòìà äëÿ çíàõîäæåííÿ ÌÎÄ. Ñïî÷àòêó ìè ðîçãëÿ-
íåìî äâà íàéïîøèðåíiøèõ àëãîðèòìà ïîáóäîâè ÌÎÄ. Äàëi äîâåäåìî, ÷òî îáèäâà âîíè ïðèçâîäÿòü äî îäíîãî
é òîãî æ ïðàâèëüíîãî ðåçóëüòàòó. I, íàðåøòi, ïîêàæåìî, ùî çíàõîäæåííÿ ÌÎÄ � öå çàäà÷à íà ìàòðî¨äi, òîáòî
æàäiáíèé àëãîðèòì òóò äiéñíî ïðàöþ¹.

Â àëãîðèòìàõ, ùî ìè ðîçãëÿíåìî, îñíîâíèé ïðèíöèï ïîáóäîâè ÌÎÄ òàêèé: áóäåìî íå âèäàëÿòè ðåáðà ç
çàäàíîãî ãðàôà, à äîäàâàòè ¨õ ó ÌÎÄ, ùî áóäó¹òüñÿ. Â îïèñàõ àëãîðèòìiâ áóäåìî ïîçíà÷àòè ðåáðî, ùî ïî¹äíó¹
âåðøèíè vi òà vj , ÿê eij , òîáòî äâîìà iíäåêñàìè ïî¹äíóâàíèõ âåðøèí.

Àëãîðèòì Ïðèìà (Prim's algorithm). Âií ïîêàçàíèé íà ìàë. 5.4. Áiëÿ âåðøèí ïðîñòàâëåíi ¨õíi íîìåðè,
à áiëÿ ðåáåð � âàãè. Ó íàøîìó ãðàôi n = 9, m = 16, òîìó â ïîáóäîâàíîìó ÌÎÄ ïîâèííî çàëèøèòèñÿ ëèøå 8
ðåáåð ç 16. Âiçüìåìî ïåðøå ðåáðî ìiíiìàëüíî¨ âàãè, ùî âèõîäèòü ç âåðøèíè v1. Òàêèì ðåáðîì áóäå e12: éîãî
âàãà 2 ìåíøà çà âàãó 3 ðåáðà e14. Òîìó ïî÷èíà¹ìî ïîáóäîâó ÌÎÄ ç íüîãî (à). Äàëi ïåðåãëÿäà¹ìî âñi ðåáðà,
ñóìiæíi äî âæå ïîáóäîâàíîãî ôðàãìåíòó ÌÎÄ, òîáòî äî e12. Âñüîãî òàêèõ ðåáåð 4 (îäíå ó âåðøèíi v1 òà òðè
ó v2). Îáèðà¹ìî ç íèõ ðåáðî ìiíiìàëüíî¨ âàãè. Ìiíiìàëüíà âàãà ñåðåä öèõ 4 ðåáåð � 1, âîíà ó ðåáðà e24. Éîãî
é ïðè¹äíó¹ìî äî ÌÎÄ, ùî áóäó¹òüñÿ (á). Ïðîäîâæó¹ìî ïåðåãëÿäàòè ðåáðà, ñóìiæíi äî âæå ïîáóäîâàíîãî
ôðàãìåíòó ÌÎÄ i òàêi, ùî íå óòâîðþþòü ó íüîìó öèêëiâ. Áåðåìî âñi ðåáðà, iíöèäåíòíi äî v1, v2 òà v4 (êðiì
e14 � éîãî áðàòè íå ìîæíà, áî óòâîðþ¹òüñÿ öèêë), òà îáèðà¹ìî ç íèõ ðåáðî ìiíiìàëüíî¨ âàãè. Ìiíiìàëüíà âàãà
2 � ó ðåáðà e25, éî é ïðè¹äíó¹ìî (â). Ïðîäîâæó¹ìî ïðîöåñ. Òåïåð ó íàñ ç'ÿâèëàñü ìîæëèâiñòü ïðè¹äíàòè äî
ÌÎÄ ðåáðî e56 âàãîþ 1 (ã), à ïîòiì � e69 (ä). Ñåðåä ðåáåð, ùî çàëèøèëèñÿ, ìiíiìàëüíà âàãà 2 � ó ðåáðà e58,
éîãî òàêîæ ìîæíî äîëó÷èòè äî ÌÎÄ (å). I, íàðåøòi, ïðè¹äíó¹ìî ðåáðà e36 i e47 âàãè 3 (¹, æ). Îòðèìàëè 8
ðåáåð � ÌÎÄ ïîáóäîâàíå. Éîãî âàãà 15.

Àëãîðèòì Êðàñêàëà (Kruskal's algorithm). Âií ïîêàçàíèé íà ìàë. 5.5. Îñíîâíà éîãî âiäìiííiñòü âiä
àëãîðèòìà Ïðèìà � ìè áóäåìî äîäàâàòè â ÌÎÄ, ùî áóäó¹òüñÿ, íå îáîâ'ÿçêîâî ñóìiæíi ðåáðà. Ãîëîâíå, ùîá íå
óòâîðþâàëèñÿ öèêëè. Ïåðåãëÿäà¹ìî âñi ðåáðà ìiíiìàëüíî¨ âàãè 1. Ïî÷èíà¹ìî ç e24 � âîíî çóñòðiëîñÿ ïåðøèì
(à). Íàñòóïíå ðåáðî âàãè 1 � öå e56, i âîíî íå óòâîðþ¹ öèêëiâ � äîäà¹ìî éîãî (á). Äàëi ïåðåâiðÿ¹ìî e69: öèêëiâ
íåìà¹, äîëó÷à¹ìî (â). Âñi ðåáðà ç âàãîþ 1 âè÷åðïàíi. Ïåðåõîäèìî äî ðåáåð ç ìiíiìàëüíîþ âàãîþ 2. Ðåáðî e12
ìîæíî ïðè¹äíàòè (ã), e25 � òàêîæ (ä), e58 òåæ ïiäõîäèòü (å). Äàëi � ðåáðà ç âàãîþ 3. Ðåáðî e14 íå ãîäèòüñÿ
(óòâîðþ¹òüñÿ öèêë), à îñü e36 ïiäõîäèòü (¹), i e47 � òàêîæ (æ). Â ðåçóëüòàòi îòðèìàëè òå æå ñàìå ÌÎÄ âàãè
15, ÷òî é çà àëãîðèòìîì Ïðèìà.

ßê áà÷èìî, öi àëãîðèòìè âiäðiçíÿþòüñÿ ïîðÿäêîì ïðè¹äíàííÿ ðåáåð. Â àëãîðèòìi Ïðèìà ìè âåñü ÷àñ ïðè-
¹äíóâàëè ñóìiæíi ðåáðà, òîáòî íàðîùóâàëè ÌÎÄ, çàëèøàþ÷i éîãî çâ'ÿçíèì. Â àëãîðèòìi Êðàñêàëà áóäóþòüñÿ
îêðåìi ÷àñòèíè ÌÎÄ, ÿêi ïîòiì ïî¹äíóþòüñÿ. Êîæíà ç öèõ ÷àñòèí íàçèâà¹òüñÿ äåðåâîì, à ¨õíÿ ñóêóïíiñòü �
ëiñîì.
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Ðèñ. 5.4: Àëãîðèòì Ïðèìà
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Ðèñ. 5.5: Àëãîðèòì Êðàñêàëà



Ðîçäië 5. Ìiíiìàëüíi îñòîâíi äåðåâà 62

Ðèñ. 5.6: Äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.2

Îçíà÷åííÿ 5.11. Äåðåâîì (tree) íàçèâà¹òüñÿ îñòîâíå äåðåâî, ïîáóäîâàíå íà äåÿêié ïiäìíîæèíi âåðøèí
V1 ⊆ V òà iíöèäåíòíèõ äî âñiõ íèõ ðåáåð. ♦

Îçíà÷åííÿ 5.12. Ëiñîì (forest) íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà äåðåâ, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. ♦
Íàïðèêëàä, ëiñ íà ìàë. 5.5ã ñêëàäà¹òüñÿ ç äåðåâ, ïîáóäîâàíèõ íà ïiäìíîæèíàõ âåðøèí {v1, v2, v4}, {v3},

{v5, v6, v9}, {v7} òà {v8}. Ó ïiäìíîæèíàõ ç îäíi¹¨ âåðøèíè íiÿêèõ ðåáåð íåìà¹, è âiäïîâiäíå äåðåâî ñêëàäà¹òüñÿ
òiëüêè ç âåðøèíè.

Çàðàç ìè ñôîðìóëþ¹ìî òà äîâåäåìî òåîðåìó, ùî âñòàíîâëþ¹ ìîæëèâiñòü çàñòîñóâàííÿ æàäiáíîãî àëãîðè-
òìó äî ïîáóäîâè ÌÎÄ. Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî ÌÎÄ ìîæå áóòè é íå ¹äèíèì. ßêùî ó ãðàôi áàãàòî ðåáåð
îäèíàêîâî¨ ìàëî¨ âàãè, òî, öiëêîì ìîæëèâî, iñíó¹ êiëüêà ÌÎÄ. Çîêðåìà, ÿêùî âñi ðåáðà ìàþòü îäèíàêîâó
âàãó, òî áóäü-ÿêå îñòîâíå äåðåâî áóäå ìiíiìàëüíèì. Òîìó ìè áóäåìî êàçàòè íå ïðî ÌÎÄ, à ïðî îäíå ç ÌÎÄ
àáî áóäü-ÿêå ÌÎÄ.

Òåîðåìà 5.2. Íåõàé íà ïiäìíîæèíàõ âåðøèí V1, V2, . . . , Vk, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ ìiæ ñîáîþ, ïîáóäîâàíi
äåðåâà ìiíiìàëüíî¨ âàãè G1 = (V1, E1), G2 = (V2, E2), . . ., Gk = (Vk, Ek). Íåõàé òàêîæ ej � ðåáðî ìiíiìàëüíî¨
âàãè, îäèí êiíåöü ÿêîãî âõîäèòü äî G1 (òîáòî ¹ iíöèäåíòíèí äî ÿêî¨ñü âåðøèíè ç V1), à iíøèé � ó ÿêåñü iíøå
äåðåâî: G2, G3, . . ., Gk. Òîäi ñåðåä óñiõ äåðåâ ìiíiìàëüíî¨ âàãè, ïîáóäîâàíèõ íà îá'¹äíàííi ðåáåð ∪Ei, iñíó¹
äåðåâî ìiíiìàëüíî¨ âàãè, ùî âìiùó¹ ðåáðî ej . ♦

Ïîÿñíèìî ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè íà ïðèêëàäi. Âiçüìåìî îäèí ç ïðîìiæíèõ åòàïiâ ïîáóäîâè ÌÎÄ, ïî-
êàçàíèé íà ìàë. 5.5â. Íàìàëþ¹ìî éîãî îêðåìî (ìàë. 5.6à). Òóò ó íàñ ïîáóäîâàíî êiëüêà ìiíiìàëüíèõ äåðåâ.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê k = 3. Íåõàé, íàïðèêëàä, V1 = {v2, v4}, V2 = {v5, v6, v9}, V3 = {v3}, i íà êîæíié ïiäìíî-
æèíi âåðøèí ïîáóäîâàíå ìiíiìàëüíå äåðåâî. Öi äåðåâà îáâåäåíi øòðèõîâèìè êîíòóðàìè. Ó íàñ E1 = {e24},
E2 = {e56, e69}, E3 = Ø. Çíàéäåìî ðåáðî ìiíiìàëüíî¨ âàãè, ùî âèõîäèòü iç G1 ó áiê G2 àáî G3. Ó áiê G2 ç G1

âèõîäÿòü ðåáðà e25 i e45, à âáiê G3 � e23. Iç öèõ òðüîõ ðåáåð ìiíiìàëüíà âàãà 2 � ó ðåáðà e25. Ó ôîðìóëþâàííi
òåîðåìè � öå ej , âîíî ïîçíà÷åíå íà ìàëþíêó æèðíîþ øòðèõîâîþ ëiíi¹þ. Òåîðåìà ñòðåðäæó¹ íàñòóïíå. ßêùî
ìè õî÷åìî ïîáóäóâàòè ìiíiìàëüíå äåðåâî íà ìíîæèíi âåðøèí {v2, v4, v5, v6, v9, v3}, òî ñåðåä óñiõ ìiíiìàëü-
íèõ äåðåâ, ó ÿêèõ ¹ ðåáðà e24, e56, e69, íàïåâíî çíàéäåòüñÿ õî÷à á îäíå ìiíiìàëüíå äåðåâî, ùî ìiñòèòü e25
(ìàë. 5.6á).

Äîâåäåííÿ. Âiä ïðîòèëåæíîãî: ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ äåðåâî G0 = (V0, E0), ïîáóäîâàíå íà îá'¹äíàííi
âåðøèí: V0 = ∪Vi, ÿêå âêëþ÷à¹ â ñåáå îá'¹äíàííÿ ðåáåð: E0 = ∪Ei, àëå íå âêëþ÷à¹ ðåáðî ej , i ÿêå ìà¹ âàãó
ìåíøó, íiæ âàãà áóäü-ÿêîãî ìiíiìàëüíîãî äåðåâà, ùî âêëþ÷à¹ ej . Â iëþñòðàöi¨ íà ìàë. 5.6 òàêå áóëî á, ÿêáè
çàìiñòü e25 ìè ñïðîáóâàëè á ïî¹äíàòè G1 ç G2 ðåáðîì e45. Äîâåäåìî, ùî òàêå íåìîæëèâî. Äëÿ öüîãî äîäàìî
äî G0 ðåáðî ej . Ïiñëÿ öüîãî G0 âæå íå áóäå äåðåâîì: â íüîìó óòâîðèòüñÿ îäèí öèêë. Öåé öèêë áóäå çàõîäèòè
â G1, àëå íå áóäå çíàõîäèòèñÿ â íüîìó öiëêîì: âií áóäå çàõîäèòè òàêîæ i â ÿêóñü iíøó ìíîæèíó âåðøèí ç V2,
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V3, . . ., Vk. Äiéñíî: îäèí ç êiíöiâ ej ¹ iíöèäåíòíèì äî âåðøèíè ç G1, à iíøèé � äî ÿêî¨ñü iíøî¨ âåðøèíè ç
G2, G3, . . ., Gk. Òàê, ó ãðàôi íà ìàë. 5.6 óòâîðèâñÿ á öèêë v2 e25 v5 e45 v4 e24 v2. Öåé öèêë çàõîäèòü ó G1, àëå
îõîïëþ¹ ùå é G2. Âèäàëèìî ç öüîãî öèêëà ÿêåñü iíøå ðåáðî, ùî îäíèì êiíöåì âõîäèòü äî G1, à iíøèì � â
iíøó Gi. Òàêå ðåáðî íàïåâíî iñíó¹, iíàêøå íå áóëî á öèêëà, ùî îõîïëþ¹ G1 òà ÿêóñü iíøó Gi. I âàãà ðåáðà,
ùî âèäàëÿ¹òüñÿ, íå ìåíøà (à ìîæå é áiëüøà), íiæ ó ïðè¹äíóâàíîãî ej . Ó ïðèêëàäi ç ãðàôîì íà ìàë. 5.6 ìè
âèäàëÿ¹ìî e45. Çâ'ÿçíiñòü óñiõ âåðøèí ó V0 ïðè öüîìó çáåðiãà¹òüñÿ: ìè ìîæåìî ïåðåéòè âiä G1 äî iíøî¨ Gi

÷åðåç ej çàìiñòü âèäàëåíîãî ðåáðà. Çíà÷èòü, ïiñëÿ òàêî¨ çàìiíè ðåáåð ó íàñ çàëèøèòüñÿ äåðåâî, i âàãà éîãî �
íå ìåíøà, íiæ ó ïî÷àòêîâîãî äåðåâà. À öå ïðîòèði÷èòü ïðèïóùåííþ ïðî òå, ùî G0 ìà¹ ìåíøó âàãó, íiæ ó
äåðåâà ç ej . ♦

Çà öi¹þ òåîðåìîþ ìè ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî îáèäâà àëãîðèòìè, ðîçãëÿíóòi âèùå, äàþòü ÌÎÄ (õî÷à,
ìîæå, é ðiçíi). Â àëãîðèòìi Ïðèìà ñïî÷àòêó êîæíå Gi ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ âåðøèíè áåç ðåáåð. Íà ïåðøîìó
åòàïi ìè îáèðà¹ìî ðåáðî ìiíiìàëüíî¨ âàãè. Âîíî ïî¹äíó¹ äâi Gi, îäíó ç ÿêèõ ìîæíà ïîçíà÷èòè ÿê G1. Çíà÷èòü,
âîíî íàïåâíî óâiéäå äî îäíîãî ç ÌÎÄ. Äàëi ïîçíà÷à¹ìî ÿê G1 ìiíiìàëüíå äåðåâî, óòâîðåíå äâîìà âåðøèíà-
ìè òà ðåáðîì, ùî ¨õ ïî¹äíó¹, i çíàõîäèìî ðåáðî ìiíiìàëüíî¨ âàãè, ñóìiæíå äî G1 îäíèì çi ñâî¨õ êiíöiâ. Çà
òåîðåìîþ 5.2 öå ej . Çãiäíî öi¹¨ òåîðåìè ìè ìîæåìî ïðè¹äíóâàòè éîãî äî äåðåâà, ùî áóäó¹òüñÿ, ïðè öüîìó
íå âòðà÷à¹òüñÿ ìîæëèâiñòü ïîáóäóâàòè îäíå ç ÌÎÄ. Íó à àëãîðèòì Êðàñêàëà � öå ïðîñòî iëþñòðàöiÿ äî
äîâåäåííÿ òåîðåìè!

Ïîãëÿíåìî íà ïðîáëåìó ïîáóäîâè ÌÎÄ ÿê íà çàäà÷ó íà ìàòðî¨äi. Çà íîñié ìàòðî¨äà S (äèâ. îçíà÷åííÿ 5.2)
âiçüìåìî ìíîæèíó âñiõ ðåáåð ãðàôà. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêó ïiäìíîæèíó ðåáåð, â ÿêié íåìà¹ öèêëiâ, òîáòî
áóäü-ÿêå äåðåâî àáî ëiñ, âêëþ÷íî ç ïóñòîþ ìíîæèíîþ. Ïåðåâiðèìî ñèñòåìó òàêèõ ïiäìíîæèí íà íåçàëåæíiñòü
çãiäíî îçíà÷åííÿ 5.2. Ïóñòó ìíîæèíó ìè âêëþ÷èëè äî ñèñòåìè, òîìó óìîâà 1 âèêîíó¹òüñÿ. ßêùî ç äåðåâà àáî
ëiñó âèëó÷èòè îäíå ðåáðî àáî êiëüêà ðåáåð, òî öèêëiâ íå óòâîðèòüñÿ. Çàëèøèòüñÿ äåðåâî àáî ëiñ, ÿêèé òåæ
¹ ó íàøié ñèñòåìi ïiäìíîæèí. Çíà÷èòü, óìîâà 2 òåæ âèêîíó¹òüñÿ. Çàëèøèëîñÿ äîâåñòè âèêîíàííÿ óìîâè 3.
Ñôîðìóëþ¹ìî ¨¨ ó âèãëÿäi òåîðåìè.

Òåîðåìà 5.3. Íåõàé ó ãðàôi G ¹ äâà äåðåâà àáî ëiñè A òà B, ïðè÷îìó â A áiëüøå ðåáåð, íiæ ó B: |A| > |B|.
Òîäi ñåðåä ðåáåð, ÿêi ¹ â A, àëå ÿêèõ íåìà¹ ó B, ¹ òàêå ðåáðî, ùî ïiñëÿ äîëó÷åííÿ éîãî äî B çàëèøà¹ B äåðåâîì
àáî ëiñîì, òîáòî íå ñòâîðþ¹ ó íüîìó öèêëiâ. ♦

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî, îñêiëüêè |A| > |B|, òî ó ìåíøåìó äåðåâi (ëiñi) B áóäå ìåíøå, íiæ
n − 1 ðåáåð. Çíà÷èòü, B íå ìîæå áóòè îñòîâíèì äåðåâîì i, ò. ÷., ìà¹ áiëüøå îäíi¹¨ êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi
(içîëüîâàíà âåðøèíà � öå òåæ êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi). ×è iñíó¹ ñåðåä ðåáåð A òàêå ðåáðî (ÿêîãî íåìà¹ ó B),
ÿêå ïî¹äíó¹ äâi ÿêiñü êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ó B? Ïðèïóñòèìî, ùî íi. ßêùî öå òàê, òî áóäü-ÿêà êîìïîíåíòà
çâ'ÿçíîñòi A öiëêîì (óñiìà ñâî¨ìè âåðøèíàìè, àëå íå îáîâ'ÿçêîâî ðåáðàìè) âõîäèòü äî ÿêî¨ñü êîìïîíåíòè
çâ'ÿçíîñòi B. ßêùî ó öié êîìïîíåíòi çâ'ÿçíîñòi B áóëî k âåðøèí i, âiäïîâiäíî, k − 1 ðåáåð (öå äåðåâî, öèêëiâ
íåìà¹), òî ó âiäïîâiäíié êîìïîíåíòi çâ'ÿçíîñòi A áóäå íå áiëüøå âåðøèí i, âiäïîâiäíî, íå áiëüøå ðåáåð. Äîäàâøè
öi ðåçóëüòàòè çà óñiìà êîìïîíåíòàìè çâ'ÿçíîñòi B, äiéäåìî âèñíîâêó, ùî ó äåðåâi (ëiñi) A íå áiëüøå ðåáåð,
íiæ ó B, ùî ïðîòèði÷èòü óìîâi. Çíà÷èòü, íàøå ïðèïóùåííÿ áóëî õèáíèì, i íàñïðàâäi ñåðåä ðåáåð A ¹ õî÷à á
îäíå ðåáðî, ùî ïî¹äíó¹ êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ó B. Öå ðåáðî íå óòâîðþ¹ öèêëiâ ó B, çàëèøàþ÷è éîãî äåðåâîì
(ëiñîì). ♦

Âèñíîâîê iç òåîðåìè 5.3: ìíîæèíà óñiõ äåðåâ òà ëiñiâ ãðàôà ¹ íåçàëåæíîþ ìíîæèíîþ ìàòðî¨äà, ïîáóäîâà-
íîãî íà íîñi¨ � ìíîæèíi éîãî ðåáåð. Öåé ìàòðî¨ä òàê i íàçèâà¹òüñÿ:

Îçíà÷åííÿ 5.13. Ãðàôîâèé ìàòðî¨ä (graphic matroid) � öå ìàòðî¨ä, ïîáóäîâàíèé íà íîñi¨ S � ìíîæèíi
âñiõ ðåáåð ãðàôà ç íåçàëåæíèìè ìíîæèíàìè � äåðåâàìè òà ëiñàìè. ♦

Çàëèøèëîñÿ ââåñòè âàãîâó ôóíêöiþ íà ðåáðàõ, i ìîæíà çàñòîñîâóâàòè æàäiáíèé àëãîðèòì. Ó íàøîìó âè-
ïàäêó âàãîâà ôóíêöiÿ � öå ïðîñòî âàãà ðåáðà. Àëãîðèòì Êðàñêàëà � öå êëàñè÷íà ñõåìà æàäiáíîãî àëãîðèòìó:
äîëó÷à¹ìî ðåáðà ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ âàãè, ÿêùî âîíè íå óòâîðþþòü öèêëó, òîáòî çàëèøàþòü íàñ ó ìíîæèíi
äåðåâ òà ëiñiâ. Ó àëãîðèòìi Ïðèìà ¹ äîäàòêîâà óìîâà äëÿ äîëó÷åííÿ ðåáåð: ¨õíÿ ñóìiæíiñòü ç òèì äåðåâîì, ùî
âæå ïîáóäîâàíå. Íà ìîþ äóìêó, àëãîðèòì Ïðèìà áiëüø ïðèäàòíèé äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i âðó÷íó, à àëãîðèòì
Êðàñêàëà � äëÿ ïðîãðàìóâàííÿ.

Ïåðåâiðêà ìíîæèíè ðåáåð íà íåçàëåæíiñòü (âiäñóòíiñòü öèêëiâ) ìîæå çäiéñíþâàòèñÿ, íàïðèêëàä, çà òàêèì
àëãîðèòìîì.

1. Îá÷èñëþ¹ìî ó ïîáóäîâàíîìó äåðåâi (ëiñi) ñòóïåíi âñiõ âåðøèí. Äëÿ öüîãî ìîæíà, íàïðèêëàä, äîäàòè âñi
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Ðèñ. 5.7: Ïåðåâiðêà íà âiäñóòíiñòü öèêëiâ (íåìà¹ öèêëiâ)
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Ðèñ. 5.8: Ïåðåâiðêà íà âiäñóòíiñòü öèêëiâ (¹ öèêëè)

ñòîâïöi àáî ðÿäêè ìàòðèöi ñóìiæíîñòi âåðøèí.

2. Ïåðåâiðÿ¹ìî, ÷è ¹ âåðøèíè ñòóïåíÿ 1 (âèñÿ÷i âåðøèíè).

3. ßêùî òàêi âåðøèíè ¹, âèëó÷à¹ìî âñi iíöèäåíòíi äî íèõ ðåáðà, i éäåìî íà êðîê 1. ßêùî æ òàêèõ âåðøèí
íåìà¹, òî éäåìî íà êðîê 4.

4. Ïåðåâiðÿ¹ìî: ÿêùî çàëèøèëèñÿ âåðøèíè òiëüêè ñòóïåíÿ 0 � öèêëiâ íåìà¹. ßêùî æ çàëèøèëèñÿ âåðøèíè
ñòóïåíÿ 2 àáî áiëüøå, òî ¹ öèêëè, i òàêå ðåáðî íå ìîæíà âêëþ÷àòè äî òîãî ÌÎÄ, ùî áóäó¹òüñÿ.

Îñü ÿê âèãëÿäà¹ àëãîðèòì ïåðåâiðêè íà íàÿâíiñòü öèêëiâ äëÿ ìíîæèíè ðåáåð ç ìàë. 5.5æ. Íà ìàë. 5.7à
ïîêàçàíi öi ðåáðà. Âèñÿ÷i âåðøèíè: v1, v3, v7, v8, v9. Iíöèäåíòíi äî íèõ ðåáðà âiäìi÷åíi íà ìàë. 5.7à ÷åðâîíèì
êîëüîðîì. Âèëó÷à¹ìî ¨õ (ìàë. 5.7á). Ïåðåâiðÿ¹ìî çíîâó: òóò âèñÿ÷i âåðøèíè: v4, v6, iíöèäåíòíi äî íèõ ðåáðà
òåæ ïîçíà÷åíi ÷åðâîíèì êîëüîðîì. Ïiñëÿ ¨õíüîãî âèëó÷åííÿ ìà¹ìî ìàë. 5.7â, à ùå ïiñëÿ îäíîãî êðîêó �
ïóñòèé ãðàô íà ìàë. 5.7ã. Ðåáåð íåìà¹ � äiéñíî ìàëè îñòîâíå äåðåâî, öèêëiâ íå áóëî.

ßêùî á íà îñòàííüîìó åòàïi àëãîðèòìà Êðàñêàëà (ìàë. 5.5¹) ìè á äîäàëè çàìiñòü ðåáðà e47 ðåáðî e14, òî
ïåðåâiðêà íà íàÿâíiñòü öèêëà ïîêàçàíà íà ìàë. 5.8.

Êðîêè âèëó÷åííÿ ðåáåð, iíöèäåíòíèõ äî âèñÿ÷èõ âåðøèí, òàêi æ ñàìi. Íà îñòàííüîìó åòàïi âåðøèí ñòó-
ïåíÿ 1 íåìà¹, àëå ¹ òðè âåðøèíè ñòóïåíÿ 2, ùî ñâiä÷èòü ïðî íàÿâíiñòü öèêëà. Çíà÷èòü, ðåáðî e14 íå ìîæíà
âêëþ÷àòè äî ÌÎÄ, ùî áóäó¹òüñÿ.



Ðîçäië 6

Öèêëè òà êîöèêëè

Ó öié ëåêöi¨ áóäå ðîçãëÿíóòi åéëåðîâi òà ãàìiëüòîíîâi öèêëè, íåçàëåæíi ñèñòåìè öèêëiâ (áàçèñ ó êîìáiíàòîðíî-
ìó ïðîñòîði öèêëiâ) i íåçàëåæíi ñèñòåìè êîöèêëiâ (ðîçðiçiâ). Áóäå ïîêàçàíî, ùî äâi îñòàííi çàäà÷i � öå çàäà÷i
íà ìàòðî¨äi, i äëÿ ïîøóêó íåçàëåæíèõ ñèñòåì ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ÌÎÄ. Äëÿ åéëåðîâèõ òà ãàìiëüòîíîâèõ
öèêëiâ áóäóòü íàâåäåíi äåÿêi òåîðåìè.

6.1 Åéëåðîâi òà ãàìiëüòîíîâi öèêëè

Ìiñòî Êüîíi ñáåðã (K�onigsberg) ðîçòàøîâàíî íà áåðåãàõ ði÷êè Ïðà îëÿ (Pregel River) òà íà äâîõ îñòðîâàõ.
Ó êëàñè÷íié çàäà÷i ïðî ñiì ìîñòiâ Êüîíi ñáåðãà, ïîñòàâëåíié Ëåîíàðäîì Åéëåðîì (Leonhard Euler) ó 1735
ðîöi (ìàë.6.1) òðåáà îáiéòè óñi ñiì ìîñòiâ ïî îäíîìó ðàçó êîæåí. Ç òî÷êè çîðó òåîði¨ ãðàôiâ ìè òóò ìà¹ìî
ìóëüòèãðàô ç n = 4, m = 7, i òðåáà ïîáóäóâàòè öèêë, ùî ïðîõîäèòü îäèí i òiëüêè îäèí ðàç ÷åðåç êîæíå ðåáðî.

Îçíà÷åííÿ 6.1. Öèêë ó çâ'ÿçíîìó ãðàôi ÷è ìiëüòèãðàôi, ùî ïðîõîäèòü îäèí i òiëüêè îäèí ðàç ÷åðåç êîæíå
ðåáðî, íàçèâà¹òüñÿ åéëåðîâèì (Eulerian cycle). Ãðàô (ìóëüòèãðàô), ó ÿêîìó iñíó¹ åéëåðiâ öèêë, íàçèâà¹òüñÿ
åéëåðîâèì (Eulerian multigraph). ♦

Çàóâàæèìî, ùî äîäàâàííÿ ïåòåëü äî ìóëüòèãðàôà íå çìiíþ¹ éîãî åéëåðîâiñòü. Äiéñíî: ÿêùî ãðàô ¹ åéëå-
ðîâèì, òî ïiä ÷àñ îáõîäó åéëåðîâîãî öèêëó, êîëè ìè îïèíèëèñÿ ó âåðøèíi, äå ¹ ïåòëÿ ÷è êiëüêà ïåòåëü, ìîæíà
¨õ îáiéòè òà ïðîäîâæèòè ðóõ óçäîâæ åéëåðîâîãî öèêëà. Àëå êðàòíi ðåáðà ñóòò¹âî âïëèâàþòü íà åéëåðîâiñòü.
Äîäàâàííÿ ÷è âèëó÷åííÿ ïàðàëåëüíîãî ðåáðà ìîæå íàäàòè ìóëüòèãðàôó åéëåðîâîñòi àáî, íàâïàêè, ïîçáàâèòè
¨¨. Òîìó áóäåìî ðîçâ'ÿçóâàòè çàäà÷ó ïðî åéëåðiâ öèêë äëÿ ìóëüòèãðàôiâ, àëå íå äëÿ ïñåâäîãðàôiâ.

Äàëi, ñóòò¹âèì äëÿ åéëåðîâîñòi ¹ çâ'ÿçíiñòü ìóëüòèãðàôà. ßêùî ó ìiëüòèãðàôi ¹ êiëüêà êîìïîíåíò çâ'ÿ-
çíîñòi, òî ïîáóäóâàòè åéëåðiâ öèêë íåìîæëèâî: ìè íiêîëè íå îáiéäåìî óñi ðåáðà, ò. ÿ. íå çìîæåìî ïåðåéòè ç
îäíi¹¨ êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi äî iíøî¨. Òîìó äàëi ðîçãëÿäàòèìåìî ëèøå çâ'ÿçíi ìóëüòèãðàôè.

Iíêîëè ó ìiëüòèãðàôi ïîáóäóâàòè åéëåðiâ öèêë íåìîæëèâî, à ìîæíà ïîáóäóâàòè òiëüêè ìàðøðóò (øëÿõ),
ùî îáõîäèòü óñi ðåáðà ïî îäíîìó ðàçó, àëå íå çàìèêà¹òüñÿ.

Îçíà÷åííÿ 6.2.Øëÿõ ó çâ'ÿçíîìó ãðàôi ÷è ìiëüòèãðàôi, ùî ïðîõîäèòü îäèí i òiëüêè îäèí ðàç ÷åðåç êîæíå
ðåáðî, íàçèâà¹òüñÿ åéëåðîâèì (Eulerian path). Ãðàô (ìóëüòèãðàô), ó ÿêîìó iñíó¹ åéëåðiâ øëÿõ, íàçèâà¹òüñÿ
íàïiâåéëåðîâèì (semi-Eulerian multigraph). ♦

Âiä íàïiâåéëåðîâîãî ìóëüòèãðàôà äî åéëåðîâîãî � ëèøå îäèí êðîê (ðåáðî). ßêùî äîäàòè äî íàïiâåéëå-
ðîâîãî ìóëüòèãðàôó ùå îäíå ðåáðî (òàêå, ùî ïî¹äíó¹ ïî÷àòêîâó òà êiíöåâó âåðøèíè åéëåðîâîãî øëÿõó), òî
øëÿõ çàìêíåòüñÿ i ñòàíå öèêëîì. À íàïiâåéëåðiâ ãðàô ïåðåòâîðèòüñÿ íà åéëåðiâ.

×è ¹ ÿêiñü îçíàêè, çà ÿêèìè ìîæíà âèçíà÷èòè åéëåðîâiñòü ÷è íàïiâåéëåðîâiñòü ìóëüòèãðàôà òà ïîáóäóâàòè
åéëåðiâ öèêë ÷è øëÿõ? Òàê, ¹.

Òåîðåìà 6.1. Íåîáõiäíà îçíàêà åéëåðîâîñòi. ßêùî çâ'ÿçíèé ìóëüòèãðàô G = (V, E) ¹ åéëåðîâèì, òî
óñi éîãî âåðøèíè ìàþòü ïàðíèé ñòóïiíü. ♦

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìóëüòèãðàô G = (V, E) ¹ åéëåðîâèì. Âiçüìåìî áóäü-ÿêó éîãî âåðøèíó vi. Îñêiëüêè
ó ãðàôi iñíó¹ åéëåðiâ öèêë, âií íàïåâíî ïðîõîäèòü ÷åðåç óñi âåðøèíè, ó ò. ÷. é ÷åðåç vi. Ïiäåìî ç vi óçäîâä

66



Ðîçäië 6. Öèêëè òà êîöèêëè 67

Ðèñ. 6.1: Ìîñòè Êüîíi ñáåðãà

åéëåðîâîãî öèêëó, âèëó÷àþ÷è ç ìóëüòèãðàôó ïðîéäåíi ðåáðà. Ñòóïiíü vi ñïî÷àòêó çìåíøèòüñÿ íà 1, ñòóïåíi
íàñòóïíèõ âåðøèí çìåíøàòüñÿ íà 2 (êîëè ìè ïðîõîäèìî âåðøèíó, âèëó÷àþòüñÿ äâà ðåáðà), i â êiíöi åéëåðîâîãî
öèêëó ñòóïiíü vi çìåíøèòüñÿ ùå íà 1. Â ðåçóëüòàòi âñi ðåáðà âèëó÷åíi � ñòóïåíi âñiõ âåðøèí ¹ 0. Îñêiëüêè
ïiä ÷àñ ïðîõîäæåííÿ åéëåðîâîãî öèêëó ñòóïåíi âåðøèí çìåíøóâàëèñÿ íà 2 (ìîæå, é êiëüêà ðàçiâ), òî ç ñàìîãî
ïî÷àòêó âîíè áóëè ïàðíèìè. ♦

Âiä ïðîòèëåæíîãî: ÿêùî ó ìóëüòèãðàôi ¹ âåðøèíè íåïàðíî¨ êðàòíîñòi, âií íå ìîæå áóòè åéëåðîâèì. Òàê,
ó ìóëüòèãðàôà ç ìàë. 6.1á ñòóïåíi âåðøèí ¹ 3, 3, 3, 5 � óñi íåïàðíi. Çíà÷èòü, ïîáóäóâàòè åéëåðiâ öèêë ÷åðç
ñiì ìîñòiâ Êüîíi ñáåðãà íåìîæëèâî. À ÿêùî á áóëè ïàðíi?

Òåîðåìà 6.2. Äîñòàòíÿ óìîâà åéëåðîâîñòi. ßêùî óñi âåðøèíè çâ'ÿçíîãî ìóëüòèãðàôà G = (V, E)
ìàþòü ïàðíèé ñòóïiíü, òî öåé ìóëüòèãðàô ¹ åéëåðîâèì. ♦

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ó ìóëüòèãðàôi G = (V, E) óñi âåðøèíè ìàþòü ïàðíèé ñòóïiíü. Âiçüìåìî v0 � äîâiëü-
íó âåðøèíó ìóëüòèãðàôà. Ò. ÿ. v0 íå ¹ içîëüîâàíîþ, ìîæíà ïîáóäóâàòè øëÿõ ç ïî÷àòêîì ó v0. Ïîáóäó¹ìî
éîãî, îáèðàþ÷è ðåáðà e1, e2. . . . äîâiëüíî, i çóïèíèâøèñü ó ìîìåíò, êîëè øëÿõ íå ìîæíà ïðîäîâæèòè (òîáòî
âñi ðåáðà, iíöèäåíòíi äî âåðøèíè, â ÿêó ìè ïîòðàïèëè, âæå âêëþ÷åíi ó øëÿõ). Îñêiëüêè êiëüêiñòü ðåáåð ó
ìóëüòèãðàôi ¹ ñêií÷åííîþ, ìè çóïèíèìîñÿ ÷åðåç ñêií÷åííó êiëüêiñòü êðîêiâ. Íåõàé íàìè ïîáóäîâàíèé øëÿõ
e1, . . . , ek, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðøèíè v0, . . . , vk. Äîâåäåìî, ùî vk = v0, òîáòî ùî ìè ïîáóäóâàëè öèêë (ïîêè
ùî íå åéëåðiâ, à ïðîñòî ÿêèéñü öèêë).

Ïðèïóñòèìî, ùî vk 6= v0. Òîäi, ïðîõîäÿ÷è âåñü øëÿõ âiä v0 äî vk, ìè ÿêóñü êiëüêiñòü ðàçiâ, ñêàæiìî, l ðàçiâ,
âõîäèëè ó âåðøèíó vk, i l− 1 ðàçiâ ç íå¨ âèõîäèëè, ïðè÷îìó âñi ðåáðà, ïî ÿêèõ ìè âõîäèëè òà âèõîäèëè, ðiçíi.
Ò. ÷., ó ïîáóäîâàíîìó øëÿõó ðiâíî 2l− 1 ðåáåð, iíöèäåíòíèõ äî vk. Îñêiëüêè ñòóïiíü âåðøèíè vk ïàðíà, iñíó¹
iíöèäåíòíå äî vk ðåáðî, ùî íå âõîäèòü ó ïîáóäîâàíèé øëÿõ, ùî ñóïåðå÷èòü íàøié ïîáóäîâi. Îòæå, vk = v0.

Ïîçíà÷èìî öèêë, óòâîðåíèé ðåáðàìè e1, . . . , ek, ÷åðåç C1 (ìàë. 6.2). ßêùî âií åéëåðiâ, ïîáóäîâó çàêií÷åíî.
Íåõàé C1 íå åéëåðiâ, òîáòî â ìóëüòèãðàôi G1, îòðèìàíîìó ç ìóëüòèãðàôà G âèëó÷åííÿì ðåáåð {e1, . . . , ek},
¹ ùå ðåáðà. Ñåðåä öèõ ðåáåð òî÷íî ¹ ðåáðî, iíöèäåíòíå äî âåðøèíè ç öèêëó C1, òîìó ùî â ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó C1 áóâ áè êîìïîíåíòîþ çâ'ÿçíîñòi ìóëüòèãðàôà G, ùî íå ñïiâïàäà¹ ç óñiì ìóëüòèãðàôîì, à öå ñó-
ïåðå÷èòü çâ'ÿçíîñòi G. Íåõàé f1 � ðåáðî ìóëüòèãðàôà G1, iíöèäåíòíå äî ÿêî¨ñü âåðøèíè vi ç öèêëó C1. Ó
ìóëüòèãðàôi G1, òàê ñàìî ÿê i ó ïî÷àòêîâîìó ìóëüòèãðàôi G, ñòóïåíÿ óñiõ âåðøèí ïàðíi. Äiéñíî, ïðè âè-
äàëåííi ðåáåð e1, . . . , ek ñòóïiíü êîæíî¨ ç âåðøèí v0, . . . , vk çìåíøèëàñÿ íà ïàðíå ÷èñëî, à ñòóïåíÿ ðåøòè
âåðøèí íå çìiíèëèñÿ.

Ðîçãëÿíåìî êîìïîíåíòó çâ'ÿçíîñòi ìóëüòèãðàôà G1, ùî ìiñòèòü ðåáðî f1. Óñåðåäèíi öi¹¨ êîìïîíåíòè çâ'ÿ-
çíîñòi ìîæíà, ïî÷àâøè ç âåðøèíè vi, ïîáóäóâàòè öèêë C2, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ðåáåð f1, . . . , fm (ìàë. 6.3), ó
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Ðèñ. 6.2: Äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.2

Ðèñ. 6.3: Äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.2

òîé ñàìèé ñïîñiá, ùî áóâ ïîáóäîâàíèé é öèêë C1. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü ðåáåð e1, . . . , ei, f1, . . . , fm, ei+1, . . . , ek
òàêîæ óòâîðþ¹ öèêë (ïîçíà÷èìî éîãî C2), i öåé öèêë ìiñòèòü áiëüøå ðåáåð, íiæ C1. ßêùî öèêë C2 åéëåðiâ,
ïîáóäîâó çàêií÷åíî. Â iíøîìó âèïàäêó ïîâòîðèìî îïèñàíèé âèùå àëãîðèòì, ðîçâèíóââøè öèêë C2 äî öèêëó
C3, i ò. ä. Îñêiëüêè ÷èñëî ðåáåð ó G ¹ ñêií÷åííèì, íà ÿêîìóñü êðîöi ÷åðãîâèé ïîáóäîâàíèé öèêë âèÿâèòüñÿ
åéëåðîâèì. ♦

Ó íàïiâåéëåðîâèõ ìóëüòèãðàôàõ ¹ ðiâíî äâi âåðøèíè íåïàðíîãî ñòóïåíÿ: ïî÷àòêîâà òà êiíöåâà â åéëåðîâîìó
øëÿõó. Ò. ÷., àëãîðèòì ïåðåâiðêè ìóëüòèãðàôà íà åéëåðiâiñòü ÷è íàïiâåéëåðiâiñòü âèãëÿäà¹ òàê.

1. Áóäó¹ìî ìàòðèöþ ñóìiæíîñòi âåðøèí B ðîçìiðîì n× n.

2. Äîäà¹ìî ¨¨ ðÿäêè (àáî ñòîâïöi) � îòðèìó¹ìî âåêòîð ñòóïåíiâ âåðøèí.

3. Ïåðåâiðÿ¹ìî: ÿêùî âñi êîîðäèíàòè öüîãî âåêòîðà ïàðíi, ìà¹ìî åéëåðiâ ìóëüòèãðàô; ÿêùî äâi êîîðäè-
íàòè íåïàðíi, à ðåøòà ïàðíi � ìà¹ìî íàïiâåéëåðiâ ìóëüòèãðàô; ó iíøèõ âèïàäêàõ ìóëüòèãðàô íå ¹ àíi
åéëåðîâèì, àíi íàïiâåéëåðîâèì.

Íàéïðîñòiøèé (àëå íå íàéøâèäøèé) àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ åéëåðîâîãî öèêëó ÷è øëÿõó � öå àëãîðèòì
Ôëüîði (Fleury's Algorithm). Îñü éîãî ñõåìà. Íà âõiä ïîäà¹òüñÿ åéëåðiâ ÷è íàïiâåéëåðiâ ìóëüòèãðàô, íà
âèõîäi îòðèìó¹ìî ñïèñîê ðåáåð ó ïîðÿäêó îáõîäó.

1. Ïîêëàäåìî ïîòî÷íèé ìóëüòèãðàô ïî÷àòêîâîìó G, ïîêëàäåìî ïîòî÷íèé ñïèñîê ðåáåð S ïóñòèì. Îáåðåìî
áóäü-ÿêó âåðøèíó â åéëåðîâîìó ãðàôi àáî âåðøèíó ç íåïàðíèì ñòóïåíåì ó íàïiâåéëåðîâîìó.

2. Îáåðåìî äîâiëüíå, ç óðàõóâàííÿì îáìåæåííÿ (äèâ. íèæ÷å) ðåáðî e ïîòî÷íîãî ìóëüòèãðàôà, iíöèäåíòíå
äî ïîòî÷íî¨ âåðøèíè.

3. Ïðèçíà÷èìî ïîòî÷íîþ äðóãó âåðøèíó, iíöèäåíòíó äî e.
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Ðèñ. 6.4: Åéëåðiâ ãðàô (à) òà ïîáóäîâà åéëåðîâîãî öèêëó (á)

Ðèñ. 6.5: Ãàìiëüòîíiâ (à) òà íàïiâãàìiëüòîíiâ (á) ãðàô

4. Âèäàëèìî e ç ïîòî÷íîãî ìóëüòèãðàôà G òà âíåñåìî éîãî ó ñïèñîê S.

5. ßêùî ó ïîòî÷íîìó ìóëüòèãðàôi G ùå çàëèøèëèñÿ ðåáðà, ïîâåðòà¹ìîñÿ íà êðîê 2.

Îáìåæåííÿ: ÿêùî ñòóïiíü ïîòî÷íî¨ âåðøèíè â ïîòî÷íîìó ìóëüòèãðàôi áiëüøå çà 1, íå ìîæíà îáèðàòè ðåáðî,
âèäàëåííÿ ÿêîãî ç ïîòî÷íîãî ìóëüòèãðàôà çáiëüøèòü ÷èñëî êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi ó íüîìó.

Íà ïðèêëàäi ìàë. 6.4 ðîçãëÿíåìî, ÿê ïðàöþ¹ àëãîðèòì Ôëüîði. Ãðàô íà ìàë. 6.4à åéëåðiâ: óñi âåðøèíè
ìàþòü ïàðíèé ñòóïiíü. Ïðèïóñòèìî, íà ïåðøîìó êðîöi ìè îáðàëè âåðøèíó v1. Ñòóïiíü öi¹¨ âåðøèíè 2 > 1.
Âèëó÷åííÿ ÿê ðåáðà e15, òàê i ðåáðà e12 íå çáiëüøó¹ êiëüêiñòü êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi, òîìó íà êðîöi 2 îáìåæåííÿ
íiÿê íå ïîçíà÷à¹òüñÿ; íåõàé îáðàíî, íàïðèêëàä, ðåáðî e15. Íà äâîõ íàñòóïíèõ iòåðàöiÿõ îáìåæåíü íà âèáið
òåæ íå âèíèêà¹; íåõàé îáðàíi ðåáðà e52 òà e26. Òîäi ïîòî÷íèì ãðàôîì ñòà¹ ãðàô, çîáðàæåíèé íà ìàë. 6.4á
(ïîòî÷íà âåðøèíà � v6). Íà íàñòóïíié iòåðàöi¨ íå ìîæíà îáðàòè ðåáðî e63 ÷åðåç îáìåæåííÿ: ñòóïiíü âåðøèíè
v6 äîðiâíþ¹ 3, à âèëó÷åííÿ ðåáðà e63 çáiëüøó¹ êiëüêiñòü êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi. Òîìó îáèðà¹ìî ÿêåñü iíøå ðåáðî,
íàïðèêëàä, e65. Ïîäàëüøèé âèáið ðåáåð òåïåð îäíîçíà÷íèé (ïîòî÷íà âåðøèíà çàâæäè áóäå ìàòè ñòóïiíü 1), òàê
ùî â ïiäñóìêó áóäå ïîáóäîâàíèé òàêèé åéëåðiâ öèêë: e15 → e52 → e26 → e65 → e54 → e46 → e63 → e32 → e21.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ãàìiëüòîíîâi öèêëè. �õíÿ âiäìiííiñòü âiä åéëåðîâèõ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî òðåáà ïî îäíîìó
ðàçó ïðîéòè íå ðåáðà, à âåðøèíè.

Îçíà÷åííÿ 6.3. Öèêë, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç êîæíó âåðøèíó ãðàôà îäèí i òiëüêè îäèí ðàç, íàçèâà¹òüñÿ
ãàìiëüòîíîâèì (Hamiltonian cycle). Ãðàô íàçèâà¹òüñÿ ãàìiëüòîíîâèì (Hamiltonian graph), ÿêùî â íüîìó
iñíó¹ ãàìiëüòîíiâ öèêë. ♦

Îçíà÷åííÿ 6.4. Øëÿõ, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç êîæíó âåðøèíó ãðàôà îäèí i òiëüêè îäèí ðàç, íàçèâà¹òüñÿ
ãàìiëüòîíîâèì (Hamiltonian path). Ãðàô íàçèâà¹òüñÿ íàïiâãàìiëüòîíîâèì (semi-Hamiltonian graph), ÿêùî â
íüîìó iñíó¹ ãàìiëüòîíiâ øëÿõ. ♦

Íàïðèêëàä, ãðàô íà ìàë. 6.5 ¹ ãàìiëüòîíîâèì: ó íüîìó ¹ ãàìiëüòîíiâ öèêë: v1 → v2 → v3 → v8 → v4 →
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v9 → v12 → v11 → v7 → v6 → v10 → v5 → v1. À ãðàô íà ìàë. 6.5á ëèøå íàïiâãàìiëüòîíiâ: éîãî ãàìiëüòîíiâ
øëÿõ v1 → v2 → v3 → v4 → v5.

Íà âiäìiíó âiä åéëåðîâèõ ãðàôiâ, çàäà÷à âèçíà÷åííÿ ãàìiëüòîíîâîñòi ãðàôà òà çíàõîäæåííÿ ãàìiëüòîíîâà
öèêëà ¹ ñêëàäíîþ ó òîìó ñåíñi, ùî íå iñíó¹ øâèäêèõ, ïîëiíîìiàëüíèõ âiäíîñíî n òà m, àëãîðèòìiâ ¨¨ ðîçâ'ÿçà-
ííÿ. Ìîæíà ëèøå ñòâåäæóâàòè, ùî, ïî-ïåðøå, ãàìiëüòîíiâ ãðàô ¹ çâ'ÿçíèì, i, ïî-äðóãå, íàÿâíiñòü ïåòåëü òà
êðàòíèõ ðåáåð íå âïëèâà¹ íà ãàìiëüòîíîâiñòü. Òîìó ãàìiëüòîíîâi öèêëè (øëÿõè) øóêàþòü ëèøå íà ïðîñòèõ
ãðàôàõ.

Íàâåäåìî áåç äîâåäåííÿ äâi òåîðåìè, ÿêi íàäàþòü äîñòàòíi óìîâè ãàìiëüòîíîâîñòi.
Òåîðåìà 6.3 Îðå (Ore). Íåõàé G = (V, E) � ïðîñòèé çâ'ÿçíèé ãðàô ç n > 2. ßêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïàðè

íåñóìiæíèõ âåðøèí v, w ñóìà ¨õíiõ ñòóïåíiâ íå ìåíøà çà n: deg v+degw ≥ n, òî òàêèé ãðàô ¹ ãàìiëüòîíîâèì. ♦
Òåîðåìà 6.4 Äiðàêà (Dirac). Íåõàé G = (V, E) � ïðîñòèé çâ'ÿçíèé ãðàô ç n > 2. ßêùî ñòóïiíü áóäü-ÿêî¨

âåðøèíè v ¹ íå ìåíøîþ çà n/2: deg v ≥ n/2, òî òàêèé ãðàô ¹ ãàìiëüòîíîâèì. ♦
Çàóâàæèìî, ùî öi òåîðåìè äàþòü ëèøå äîñòàòíþ, àëå íå íåîáõiäíó óìîâó ãàìiëüòîíîâîñòi. Iñíóþòü ãàìiëü-

òîíîâi ãðàôè, äëÿ ÿêèõ öi òåîðåìè íå âèêîíóþòüñÿ. Íàïðèêëàä, øåñòèêóòíèê. Äëÿ íüîãî n = 6;m = 6; ñòóïiíü
êîæíî¨ âåðøèíè deg vi = 2 < 3; ñóìà ñòóïåíiâ íåñóìiæíèõ âåðøèí deg v + degw = 4 < 6. Àëå, âî÷åâèäü, öåé
ãðàô ãàìiëüòîíiâ: ¹ ãàìiëüòîíiâ öèêë óçäîâæ øåñòè éîãî âåðøèí.

6.2 Ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà öèêëiâ

Ìîæëèâî, âè âèâ÷àëè åëåêòðîòåõíiêó, i âàì äîâîäèëîñÿ ðîçðàõîâóâàòè ìåðåæi çà çàêîíàìè Êiðõãîôà. Åëå-
êòðè÷íà ìåðåæà ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi ãðàôà (÷è ìóëüòèãðàôà) ç n âåðøèíàìè òà m ðåáðàìè.
Ðiâíÿííÿ 1-ãî çàêîíó Êiðõãîôà � öå áàëàíñ ñòðóìiâ ó âóçëàõ. Çàãàëüíèé áàëàíñ ñòðóìiâ â óñiõ âóçëàõ äî-
ðiâíþ¹ íóëþ, òîìó ç n ðiâíÿíü 1-ãî çàêîíó íåçàëåæíèìè áóäóòü ëèøå n − 1. Ùîá çíàéòè ñòðóìè â óñiõ m
ãiëêàõ ìåðåæi (ðåáðàõ ãðàôà), ïîòðiáíi ùå m−n+ 1 íåçàëåæíèõ ðiâíÿíü. �õ äà¹ 2-é çàêîí Êiðõãîôà: ñóìàðíå
ïàäiííÿ íàïðóã ó êîæíîìó çàìêíåíîìó êîíòóði äîðiâíþ¹ ñóìi ÅÐÑ ó öüîìó êîíòóði. Òîìó òðåáà çíàéòè òàêi
m − n + 1 êîíòóðiâ, ùîá ðiâíÿííÿ äëÿ íèõ áóëè íåçàëåæíèìè. Àíàëiçóþ÷è ñòðóêòóðó ðiâíÿíü 2-ãî çàêîíó
Êiðõãîôà, áà÷èìî, ùî öå âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî êîæåí ç êîíòóðiâ áóäå âiäðiçíÿòèñÿ âiä áóäü-ÿêîãî iíøîãî õî÷à
á îäíi¹þ ãiëêîþ. Òîìó, ðîçâ'ÿçóþ÷è âiäïîâiäíó çàäà÷ó íà ãðàôi, ìè ïîâèííi ïîáóäóâàòè m − n + 1 ïðîñòèõ
öèêëiâ, êîæåí ç ÿêèõ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä áóäü-ÿêîãî iíøîãî õî÷à á îäíèì ðåáðîì.

Ïðèãàäà¹ìî òà óòî÷íèìî îçíà÷åííÿ ïðîñòîãî öèêëà. Ó ïîïåðåäíié ëåêöi¨ ìè âèçíà÷èëè øëÿõ òà éîãî
îêðåìèé âèïàäîê öèêë ÿê ïîñëiäîâíiñòü iíöèäåíòíèõ âåðøèí òà ðåáåð. Àëå öÿ iíôîðìàöiÿ ¹ íàäëèøêîâîþ:
ùîá îäíîçíà÷íî âèçíà÷èòè áóäü-ÿêèé øëÿõ (ó ò. ÷. é öèêë), äîñòàòíüî çàäàòè òiëüêè ïîñëiäîâíiñòü ðåáåð.
Áiëüøå òîãî, ÿêùî íàñ öiêàâëÿòü ëèøå ïðîñòi øëÿõè òà öèêëè, òî íå âàæëèâèé íàâiòü ïîðÿäîê ðåáåð. Òîìó
áóäåìî çàäàâàòè ïðîñòèé öèêë ÿê äåÿêó ïiäìíîæèíó ìíîæèíè ðåáåð. À ïîðÿäîê çàâæäè âiäíîâèòè ìîæíà.
Àëãîðèòì òàêîãî âiäíîâëåííÿ ïðîñòèé, ÿê äîìiíî: áåðåìî áóäü-ÿêå ðåáðî, øóêà¹ìî, ÿêå ç íèì ñóìiæíå, ïîòiì
øóêà¹ìî, ÿêå ç öèì äðóãèì ñóìiæíå i ò. ä. Îñêiëüêè ðåáðà óòâîðþþòü ïðîñòèé öèêë, òî îñòàíí¹ ðåáðî áóäå
ñóìiæíèì äî ïåðøîãî ç iíøîãî êiíöÿ.

Íàïðèêëàä, ïðîñòi öèêëè ãðàôà ç ìàë. 6.6à � öå ïiäìíîæèíè ìíîæèíè ðåáåð: {e1, e3, e4}, {e2, e3, e5},
{e1, e2, e4, e5}, ÿêi ïîêàçàíi âiäïîâiäíî íà ìàë. 6.6áâã.

Àëå íå áóäü-ÿêà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè ðåáåð E ¹ ïðîñòèì öèêëîì! Òàê, ó öüîìó æ ïðèêëàäi {e1, e2} ÷è
{e1, e2, e4} íå ¹ öèêëàìè. Òîìó ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè òiëüêè òàêi ïiäìíîæèíè ìíîæèíè ðåáåð E, ÿêi äiéñíî
¹ ïðîñòèìè öèêëàìè. Áóäåìî ïîçíà÷àòè ¨õ C1, C2, . . .. Ó íàøîìó ïðèêëàäi ó ãðàôà ç ìàë. 6.6à âñüîãî ëèøå
3 ïðîñòèõ öèêëè: C1 = {e1, e3, e4}; C2 = {e2, e3, e5}; C3 = {e1, e2, e4, e5}. Ðîçãëÿíåìî âëàñòèâîñòi ïðîñòèõ
öèêëiâ òà âèçíà÷èìî äi¨ íàä íèìè.

Âëàñòèâiñòü 6.1. Ìíîæèíà ðåáåð, ùî óòâîðþ¹ ïðîñòèé öèêë, íå ¹ ïóñòîþ. ♦
Äîâåäåííÿ ¹ î÷åâèäíèì: ó öèêëi ïîâèííi áóòè ðåáðà, iíàêøå öå íå öèêë. ♦
Âëàñòèâiñòü 6.2. ßêùî ìíîæèíà ðåáåð Ci ¹ ïðîñòèì öèêëîì, òî áóäü-ÿêà ¨¨ âëàñíà ïiäìíîæèíà íå ¹

öèêëîì. ♦
Äîâåäåííÿ. ßêùî ìè âèäàëèìî ç ïðîñòîãî öèêëó õî÷à á îäíî ðåáðî, òî âií ðîçiìêíåòüñÿ òà âæå íå áóäå

öèêëîì. ♦

Highlight
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Ðèñ. 6.6: Ãðàô (à) òà éîãî ïðîñòi öèêëè (á, â, ã)
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Ðèñ. 6.7: Ãðàô (à), éîãî ïðîñòi öèêëè (á, â) òà ¨õíÿ ïðÿìà ñóìà (ã)

Ââåäåìî òåïåð íàä ïðîñòèìè öèêëàìè îïåðàöiþ äîäàâàííÿ çà ëîãiêîþ XOR (âèêëþ÷íîãî àáî): ç äâóõ
ïiäìíîæèí ðåáåð Ci i Cj ôîðìó¹ìî íîâó ïiäìíîæèíó, âêëþ÷àþ÷è äî íå¨ òiëüêè íåïîâòîðþâàíi åëåìåíòè ç Ci

òà Cj .
Îçíà÷åííÿ 6.5. Ïðÿìîþ ñóìîþ äâîõ ïðîñòèõ öèêëiâ Ci i Cj íàçèâà¹òüñÿ ïiäìíîæèíà ðåáåð Ci ⊕ Cj , ÿêi

âõîäÿòü àáî òiëüêè â Ci, àáî òiëüêè â Cj . ♦
×è áóäå ïðÿìà ñóìà ïðîñòèõ öèêëiâ ïðîñòèì öèêëîì? Iíêîëè òàê, à iíêîëè é íi. Ïåðåâiðèìî, íàïðèêëàä,

ùî áóäå ïðè äîäàâàííi ïðîñòèõ öèêëiâ ãðàôà ç ìàë. 6.6. Ó íàñ ¹ C1 = {e1, e3, e4}; C2 = {e2, e3, e5}; C3 =
{e1, e2, e4, e5}. Äîäà¹ìî:

C1 ⊕ C2 = {e1, e2, e4, e5} = C3;
C1 ⊕ C3 = {e2, e3, e5} = C2;
C2 ⊕ C3 = {e1, e3, e4} = C1.
ßê áà÷èìî, â öüîìó ïðèêëàäi ïðÿìà ñóìà äâîõ áóäü-ÿêèõ ïðîñòèõ öèêëiâ äà¹ òðåòié, òàêîæ ïðîñòèé öèêë.

Àëå ïîãëÿíåìî íà ìàë. 6.7.
Íà ìàë. 6.7à ïîêàçàíèé ãðàô, à íà ìàë. 6.7áâ � äâà éîãî ïðîñòi öèêëè: C1 = {e23, e24, e36, e45, e56}

i C2 = {e23, e25, e36, e58, e69, e89}. Â ðåçóëüòàòi ¨õíüîãî ïðÿìîãî äîäàâàííÿ îòðèìà¹ìî ïiäìíîæèíó ðåáåð
{e24, e25, e45, e56, e58, e69, e89}, ÿêà íå ¹ ïðîñòèì öèêëîì. Öå âèäíî é íà ìàë. 6.7ã, i ç ïåðåâiðêè âëàñòèâî-
ñòi 6.2. Ó öi¹¨ ìíîæèíè ¹ âëàñíi ïiäìíîæèíè {e24, e25, e45} òà {e56, e58, e69, e89}, ÿêi ¹ ïðîñòèìè öèêëàìè.
Îñêiëüêè âëàñòèâiñòü 6.2 íå âèêîíó¹òüñÿ, òî îòðèìàíà ìíîæèíà C1 ⊕ C2 íå ¹ ïðîñòèì öèêëîì.

Àëå ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî C1 ⊕ C2 ìiñòèòü ó ñîá¨ ÿê ïiäìíîæèíó ÿêèéñü ïðîñòèé öèêë.
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Ðèñ. 6.8: Äîäàâàííÿ äî îñòîâíîãî äåðåâà (à) ðåáðà (á) óòâîðþ¹ ìíîæèíó ðåáåð (â), ùî ìiñòèòü ïðîñòèé öèêë
(ã)

Âëàñòèâiñòü 6.3. ßêùî Ci i Cj � ïðîñòi öèêëè, òî iñíó¹ ïðîñòèé öèêë Ck ⊆ Ci ⊕ Cj . ♦
Äîâåäåííÿ. Äîäàìî äî ðåáåð êîæíîãî ïðîñòîãî öèêëó Ci i Cj óñi âåðøèíè, iíöèäåíòíi äî éîãî ðåáåð

(òîáòî òi, ùî çíàõîäÿòüñÿ ìiæ ðåáðàìè). Îñêiëüêè öèêëè ïðîñòi, òî âñi öi âåðøèíè ìàþòü ñòóïiíü 2 ÿê ó Ci,
òàê i ó Cj . Ïðè îá'¹äíàííi âñiõ ðåáåð: Ci ∪ Cj îòðèìà¹ìî àáî ïðîñòèé ãðàô, àáî ìóëüòèãðàô, òîìó ùî äåÿêi
ðåáðà ç Ci i Cj ìîæóòü ïîâòîðþâàòèñÿ (íå áiëüø íiæ äâi÷i). Ïðè öüîìó ñòóïåíi âåðøèí äîäàþòüñÿ, i áóäóòü
àáî 0 + 0 = 0, àáî 0 + 2 = 2, àáî 2 + 2 = 4. Äàëi çà ëîãiêîþ XOR âèëó÷à¹ìî êðàòíi ðåáðà. Ïðè âèëó÷åííi äâîõ
êðàòíèõ ðåáåð ñòóïiíü îáîõ iíöèäåíòíèõ äî íèõ âåðøèí çìåíøó¹òüñÿ íà 2. Ò. ÷., ó Ci ⊕ Cj áóäóòü âåðøèíè
ëèøå ïàðíîãî ñòóïåíÿ: àáî 0, àáî 2, àáî 4. Òàêèé ãðàô (àáî éîãî ÷àñòèíà � ïiäãðàô) ¹ åéëåðîâèì: â íüîìó
iñíó¹ öèêë (íå îáîâ'ÿçêîâî ïðîñòèé), ùî ïî îäíîìó ðàçó îáõîäèòü óñi ðåáðà. À ç áóäü-ÿêîãî öèêëó çàâæäè
ìîæíà âèáðàòè ïðîñòèé öèêë. ♦

Ðîçãëÿíåìî öèêëè ç òî÷êè çîðó òåîði¨ ìàòðî¨äiâ. Ó ïîïåðåäíié ãëàâi ìè áóäóâàëè ãðàôîâèé ìàòðî¨ä M =
(S, I) íà íîñi¨ S � ìíîæèíi ðåáåð ãðàôà. Íåçàëåæíèìè ìíîæèíàìè I òàêîãî ìàòðî¨äà ¹ âñi ìîæëèâi äåðåâà òà
ëiñè, à áàçàìè � îñòîâíi äåðåâà. Ç òåîði¨ îñòîâíèõ äåðåâ âiäîìî, ùî äîäàâàííÿ äî îñòîâíîãî äåðåâà (ìàë. 6.8à)
ùå îäíîãî ðåáðà (ìàë. 6.8á) óòâîðþ¹ ðiâíî îäèí ïðîñòèé öèêë. Êðiì öüîãî öèêëà, â îòðèìàíié ïiäìíîæèíi
ðåáåð, ìîæëèâî, áóäóòü i ðåáðà, ùî íå âõîäÿòü ó öèêë � òàêi ñîái "õâîñòè" (ìàë. 6.8â). Ïiñëÿ âèäàëåííÿ öèõ
"õâîñòiâ" îòðèìà¹ìî ïðîñòèé öèêë (ìàë. 6.8ã).

Öèì äiÿì âiäïîâiäàþòü òàêi îçíà÷åííÿ òåîði¨ ìàòðî¨äiâ.
Îçíà÷åííÿ 6.6. Çàëåæíà ìíîæèíà ìàòðî¨äà (dependent set) � ïiäìíîæèíà åëåìåíòiâ íîñiÿ S, ùî íå ¹

вилучаємо ребра, щоб ступені стали кратним 
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íåçàëåæíîþ. ♦
Îçíà÷åííÿ 6.7. Öèêë ìàòðî¨äà (circuit, cycle) � ìiíiìàëüíà çà âèêëþ÷åííÿì çàëåæíà ìíîæèíà ìàòðî¨-

äà. ♦
Çàëåæíà ìíîæèíà áóäó¹òüñÿ ç íåçàëåæíî¨ äîäàâàííÿì íîâèõ åëåìåíòiâ íîñiÿ (ðåáåð ãðàôà). Ùîá íàïåâíî

îòðèìàòè çàëåæíó ìíîæèíó, òðåáà äîäàòè ðåáðî äî íåçàëåæíî¨ ìíîæèíè ìàêñèìàëüíî¨ ïîòóæíîñòi, òîáòî äî
áàçè ìàòðî¨äà � îñòîâíîãî äåðåâà. Ïiñëÿ öüîãî ìè îòðèìà¹ìî çàëåæíó ìíîæèíó, àëå ùå íå öèêë. Òðåáà ç öi¹¨
çàëåæíî¨ ìíîæèíè òàê âèäàëÿòè åëåìåíòè, ùîá ìíîæèíà çàëèøèëàñÿ çàëåæíîþ (öèêëîì). Àëãîðèòì òàêîãî
âèäàëåííÿ áóâ íàìè ðîçãëÿíóòèé íà ïîïåðåäíié ëåêöi¨, äèâ. ìàë. 5.7 òà 5.8.

Äëÿ öèêëiâ ìàòðî¨äà ìà¹ ìiñöå òåîðåìà, ÿêó ìè âæå äîâåëè: öå âëàñòèâîñòi 6.1, 6.2 òà 6.3.
Òåîðåìà 6.5. Ìíîæèíà C ¹ ìíîæèíîþ âñiõ ïðîñòèõ öèêëiâ ìàòðî¨äà, ÿêùî:

1. Æîäåí ç åëåìåíòiâ C íå ¹ ïóñòîþ ìíîæèíîþ.

2. Æîäåí ç åëåìåíòiâ C íå ¹ âëàñíîþ ïiäìíîæèíîþ iíøîãî åëåìåíòà C.

3. ßêùî C1, C2 ∈ C òà e ∈ C1 ∩ C2, òî ∃C3 ⊆ C1 ∪ C2 \ e. ♦

Öå äà¹ ìîæëèâiñòü âèçíà÷èòè ìàòðî¨ä íå òiëüêè ÷åðåç íåçàëåæíi ìíîæèíè íîñiÿ, ÿê ìè öå çðîáèëè ó ïîïåðå-
äíié ëåêöi¨, à é ÷åðåç çàëåæíi ìíîæèíè, ìiíiìàëüíi çà âèêëþ÷åííÿì, òîáòî ÷åðåç ïðîñòi öèêëè.

Îçíà÷åííÿ 6.8. Ìàòðî¨ä M = (S, C) � öå ïàðà äâîõ ìíîæèí: S � íîñiÿ ìàòðî¨äà, òà C � ñiìåéñòâà
íåïóñòèõ ïiäìíîæèí åëåìåíòiâ S, äëÿ ÿêèõ ìà¹ ìiñöå òåîðåìà 6.5. ♦

×è ìîæíà ñåðåä óñiõ ïðîñòèõ öèêëiâ îáðàòè ÿêóñü ìiíiìàëüíó ¨õíþ ìíîæèíó òàê, ùîá óñi iíøi ïðîñòi
öèêëè ìîæíà áóëî á óòâîðèòè çà âëàñòèâiñòþ 6.3? Ìíîæèíó C óñiõ ïðîñòèõ öèêëiâ ãðàôà ìîæíà ðîçãëÿäàòè
ÿê äåÿêèé êîìáiíàòîðíèé ïðîñòið. Òîäi òîé ìiíiìàëüíèé íàáið öèêëiâ, ç ÿêèõ ìîæíà ïîáóäóâàòè âñi iíøi,
äîðå÷íî íàçâàòè áàçèñîì öüîãî ïðîñòîðó.

Îçíà÷åííÿ 6.9. Áàçèñ ó ïðîñòîði öèêëiâ (öèêëîâèé áàçèñ, ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà öèêëiâ, cycle basis,
fundsmental cycles) � öå ìiíiìàëüíà çà êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ ïiäìíîæèíà ïðîñòèõ öèêëiâ, ç ÿêèõ ìîæíà áóäóâà-
òè áóäü-ÿêèé iíøèé ïðîñòèé öèêë çà âëàñòèâiñòþ 6.3. Êiëüêiñòü öèêëiâ ó öüîìó áàçèñi íàçèâà¹òüñÿ öèêëi÷íèì
ðàíãîì (cycle rank) ãðàôà. ♦

Ó çâè÷àéíèõ ëiíiéíèõ ïðîñòîðàõ áàçèñíi åëåìåíòè ¹ ëiíiéíî-íåçàëåæíèìè. Äëÿ ïåðåâiðêè öüîãî ôàêòó
òðåáà ïîáóäóâàòè ¨õíþ ëiíiéíó êîìáiíàöiþ òà ñïðîáóâàòè çíàéòè íåíóëüîâi êîåôiöi¹íòè. Ó êîìáiíàòîðíèõ
ïðîñòîðàõ ñèòóàöiÿ äåùî iíøà: ìè íå ââîäèëè äî ðîçãëÿäó îïåðàöiþ ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð. Àáñòðàêòíó àëãåáðó
ìè íå âèâ÷àëè, i ó íàñ ¹ òiëüêè îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ ç íàñòóïíèì âèäiëåííÿì ïiäìíîæèíè. Òîìó é îçíà÷åííÿ
ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi òóò áóäå äåùî iíøèì.

Îçíà÷åííÿ 6.10. Ïðîñòi öèêëè íàçèâàþòüñÿ íåçàëåæíèìè (independent cycles), ÿêùî âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ
îäèí âiä îäíîãî õî÷à á îäíèì ðåáðîì. ♦

Ñôîðìóëþ¹ìî êiëüêà òåîðåì ïðî íåçàëåæíi ïðîñòi öèêëè.
Òåîðåìà 6.6. Ó ñèñòåìi íåçàëåæíèõ ïðîñòèõ öèêëiâ æîäåí ç íèõ íå ìîæå áóòè ïîáóäîâàíèé ç iíøèõ

øëÿõîì äîäàâàííÿ çà ëîãiêîþ XOR òà âèáiðêè ïiäìíîæèíè (òîáòî çà âëàñòèâiñòþ 6.3). ♦
Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî áóäü-ÿêèé öèêë C0 ç ñèñòåìè íåçàëåæíèõ ïðîñòèõ öèêëiâ. Â íüîìó îáîâ'ÿçêîâî ¹

ðåáðî, ÿêîãî íåìà¹ â æîäíîìó iíøîìó öèêëi ñèñòåìè. Òîìó, ÿê áè ìè íå îá'¹äíóâàëè ìíîæèíè ðåáåð ç iíøèõ
öèêëiâ, i ùî á ìè íå îáèðàëè ç öèõ îá'¹äíàíü, âñå îäíî âiäñóòí¹ ðåáðî íiêîëè íå ç'ÿâèòüñÿ. Òîìó ïîáóäóâàòè
C0 íèêîëè íå âäàñòüñÿ. ♦

Âèñíîâîê: ùîá ïîáóäóâàòè áóäü-ÿêèé ïðîñòèé öèêë C0 çà âëàñòèâiñòþ 6.3, òðåáà ïðèíàéìíi ìàòè òàêó
ñèñòåìó íåçàëåæíèõ ïðîñòèõ öèêëiâ, â ÿêié ¹ âñi ðåáðà ç C0.

Òåîðåìà 6.7 (çâîðîòíà). ßêùî äåÿêà ñèñòåìà ïðîñòèõ öèêëiâ íå ¹ íåçàëåæíîþ, òî ïðèíàéìíi îäèí ç
íèõ ìîæíà ïîáóäóâàòè ç iíøèõ çà âëàñòèâiñòþ 6.3. ♦

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî îçíà÷åííÿ 6.10 ó çàëåæíié ñèñòåìi öèêëiâ ¹ õî÷à á îäèí, êîæíå ðåáðî ÿêîãî ¹ é ÿêîìóñü
iíøîìó öèêëi. Ïîçíà÷èìî éîãî C0. Îá'¹äíóþ÷è ðåáðà iíøèõ öèêëiâ, îòðèìà¹ìî ìíîæèíó ðåáåð, ùî ìiñòèòü
C0. ♦

Öÿ òåîðåìà ñòâåðäæó¹ òàêå. ßêùî ó íàñ ¹ ÿêèéñü ïðîñòîé öèêë C0, âñi ðåáðà ÿêîãî âõîäÿòü â iíøi ïðîñòi
öèêëè, òî C0 çàâæäè ìîæíà ïîáóäóâàòè ç öèõ iíøèõ çà âëàñòèâiñòþ 6.3. Äiéñíî, ïîãëÿíåìî íà ìàë. 6.7.
Òóò ¹ 2 ïðîñòèõ öèêëè: C1 = {e23, e24, e36, e45, e56} òà C2 = {e23, e25, e36, e58, e69, e89}. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòîé
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öèêë C0 = {e23, e25, e36, e56}. Âií ¹ çàëåæíèì ç C1 òà C2, ò. ÿ. âñi éîãî ðåáðà ¹ àáî â C1, àáî â C2. ×è ìîæíà
ïîáóäóâàòè éîãî ç C1 òà C2 çà âëàñòèâiñòþ 6.3? Òåîðåìà 6.7 ñòðåðäæó¹, ùî òàê. Öå ìîæíà çðîáèòè, íàïðèêëàä,
òàê. Ñïî÷àòêó áóäó¹ìî C3 = {e24, e25, e45} ⊂ C1 ⊕ C2, à ïîòiì çíàõîäèìî C0 = {e23, e25, e36, e56} = C1 ⊕ C3.
Íà äðóãîìó êðîöi íàì íàâiòü íå ïîòðiáíî áóëî âèáèðàòè ïiäìíîæèíó: ïðÿìà ñóììà C1 òà C3 âiäðàçó äà¹
ïîòðiáíèé íàì ïðîñòèé öèêë C0.

Òåîðåìà 6.8. Ó çâ'ÿçíîìó ãðàôi G = (V, E) ç |V | = n, |E| = m iñíó¹ ïðèíàéìíi m − n + 1 íåçàëåæíèõ
ïðîñòèõ öèêëiâ. ♦

Äîâåäåííÿ. Öå äîâåäåííÿ ¹ êîíñòðóêòèâíèì, òîáòî äà¹ àëãîðèòì ïîáóäîâè ñèñòåìè çm−n+1 íåçàëåæíèõ
ïðîñòèõ öèêëiâ. Ïîáóäó¹ìî áóäü-ÿêå îñòîâíîå äåðåâî ãðàôà G. Ó íüîãî óâiéäóòü n−1 ðåáåð, i íå âiéäóòü ðåøòà
m − n + 1 ðåáåð. Ïðè äîäàâàííi êîæíîãî ç íèõ äî îñòîâíîãî äåðåâà óòâîðèòüñÿ ðiâíî îäèí ïðîñòèé öèêë �
óñüîãî ìà¹ìî m− n+ 1 ïðîñòèõ öèêëiâ. Ó êîæíîìó ç íèõ ¹ ïðèíàéìíi îäíî ðåáðî, ÿêîãî íåìà¹ â iíøèõ: öå òå
ðåáðî, ùî ìè äîäàëè äî îñòîâíîãî äåðåâà äëÿ óòâîðåííÿ ïðîñòîãî öèêëà. Òîìó îòðèìàíi m − n + 1 ïðîñòèõ
öèêëiâ ¹ íåçàëåæíèìè. ♦

Öÿ òåîðåìà äà¹ íàì äóæå çðó÷íèé àëãîðèòì ïîáóäîâè m− n+ 1 íåçàëåæíèõ ïðîñòèõ öèêëiâ: òðåáà âçÿòè
îñòîâíå äåðåâî òà äîäàòè äî íüîãî îäíå ðåáðî. Ïðè öüîìó óòâîðèòüñÿ ðiâíî îäèí ïðîñòèé öèêë ç "õâîñòàìè"
(ÿê ìåäóçà çi ùóïàëüöÿìè). Âiäðiçàâøè "õâîñòè", îòðèìà¹ìî ïðîñòîé öèêë. Ïîòiì ïîâòîðèìî öþ ïðîöåäóðó ç
iíøèì âiäêèíóòèì ðåáðîì � îòðèìà¹ìî iíøèé ïðîñòèé öèêë, i ò. ä. � óñüîãî áóäåìî ìàòè m−n+1 íåçëåæíèõ
ïðîñòèõ öèêëiâ. Àëå ÷è äîñòàòíüî ¨õ? ×è ìîæíà ñêàçàòè, ùî áóäü-ÿêèé iíøèé ïðîñòèé öèêë ó ãðàôi ìîæíà
áóäå ïîáóäóâàòè ç íèõ çà âëàñòèâiñòþ 6.3? Âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.9. Áóäü-ÿêèé ïðîñòèé öèêë çâ'ÿçíîãî ãðàôà G = (V, E) ç |V | = n, |E| = m ¹ çàëåæíèì ç òèìè
m− n+ 1 íåçàëåæíèìè ïðîñòèìè öèêëàìè, ùî áóëè ïîáóäîâàíi ó òåîðåìi 6.8. ♦

Äîâåäåííÿ. Êîæåí ç íåçàëåæíèõ ïðîñòèõ öèêëiâ, ùî ìè ïîáóäóâàëè, óòâîðþ¹òüñÿ ç ÿêèõîñü ðåáåð îñòîâ-
íîãî äåðåâà òà îäíi¹¨ õîðäè (òàê íàçèâàþòü ðåáðà, âèêèíóòi ïðè ïîáóäîâi îñòîâíîãî äåðåâà). Ðîçãëÿíåìî
áóäü-ÿêèé iíøèé ïðîñòèé öèêë C0, ÿêîãî íåìà¹ ó íàøié ñèñòåìi íåçàëåæíèõ ïðîñòèõ öèêëiâ. Òîäi ó C0 ¹ ùî-
íàéìåíøå äâi õîðäè (à ìîæå, é áiëüøå) òà ÿêàñü êiëüêiñòü ðåáåð ç îñòîâíîãî äåðåâà (à ìîæå, é æîäíîãî íåìà).
Áóäó¹ìî C0. Äîäàìî çà ëîãiêîþ XOR òi öèêëè ñèñòåìè, â ÿêèõ ¹ õîðäè, ùî âõîäÿòü ó C0. Âñi iíøi ðåáðà ¹
ñïiëüíèìè, áî âõîäÿòü ó îñòîâíå äåðåâî. Âèêèíóâøè "õâîñòè", îòðèìà¹ìî C0. ♦

Çà öi¹þ òåîðåìîþ ìè ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, öî m− n+ 1 íåçàëåæíèõ ïðîñòèõ öèêëiâ äiéñíî óòâîðþþòü
áàçèñ ó ïðîñòîði öèêëiâ: áóäü-ÿêèé iíøèé ïðîñòèé öèêë áóäó¹òüñÿ ç íèõ øëÿõîì ïðÿìîãî äîäàâàííÿ ç íàñòó-
ïíîþ âèáiðêîþ çãiäíî âëàñòèâîñòi 6.3. ßê êàæóòü, öèêëi÷íèé ðàíã çâ'ÿçíîãî ãðàôà äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi õîðä
áóäü-ÿêîãî îñòîâíîãî äåðåâà.

Ðîçãëÿíåìî ÿê ïðèêëàä ãðàô ç ìàë. 6.7à. Ó íüîãî n = 9 âåðøèí òà m = 16 ðåáåð. Çãiäíî ç òåîðåìàìè 6.8,
6.9 âií ìà¹ m − n + 1 = 8 íåçàëåæíèõ ïðîñòèõ öèêëiâ. Äëÿ òàêîãî ïðîñòîãî ãðàôà ìè é òàê ¨õ áà÷èìî íà
ìàë. 6.7à: öå 8 ìàëèõ òðèêóòíèêiâ: C1 = {e12, e14, e24}; C2 = {e24, e25, e45}; C2 = {e23, e25, e35} i ò. ä. Àëå
ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷i íà êîìï'þòåði íåçàëåæíi öèêëè ìîæóòü áóòè é iíøèìè: âñå çàëåæèòü âiä òîãî, ÿêå
îñòîâíå äåðåâî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ¨õíüî¨ ïîáóäîâè. ßêùî, íàïðèêëàä, âçÿòè îñòîâíå äåðåâî ç ìàë. 6.8à, òî
îòðèìà¹ìî íåçàëåæíi öèêëè, ïðåäñòàâëåíi íà ìàë. 6.9. ×åðâîíèì êîëüîðîì ïîêàçàíî òå ðåáðî, ùî äîäà¹òüñÿ
äî îñòîâíîãî äåðåâà (õîðäà), à øòðèõîâèìè ëiíiÿìè � "õâîñòè", ùî âèäàëÿþòüñÿ äëÿ îòðèìàííÿ ïðîñòîãî
öèêëà. Îòðèìàíà ñèñòåìà ïðîñòèõ öèêëiâ äiéñíî ¹ íåçàëåæíîþ: ó êîæíîìó ç íèõ ¹ ðåáðî, ÿêèõ íåìà¹ â iíøèõ
öèêëàõ, âîíî íàìàëüîâàíå ÷åðâîíèì êîëüîðîì. Îñêiëüêè çíàéäåíèõ öèêëiâ m−n+ 1 = 8, òî âîíè óòâîðþþòü
áàçèñ: áiëüøå íåçàëåæíèõ ïðîñòèõ öèêëiâ ïîáóäóâàòè íå ìîæíà.

Öå ÿê i ó çâè÷àéíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði Ln: áàçèñ ìîæå áóòè íå òiëüêè íàòóðàëüíèì {e1, e2, . . . , en}, é
áóäü-ÿêîþ ñèñòåìîþ ëiíiéíî-íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ {g1, g2, . . . , gn}. Òiëüêè ó íàñ öèêëè ìîæóòü ìíîæèòèñÿ
ëèøå íà 0 àáî 1, à äîäàþòüñÿ çà ëîãiêîþ XOR.

Ìè ðîçãëÿíóëè ïîáóäîâó áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè íåçàëåæíèõ öèêëiâ. Çíà÷íî ñêëàäíiøîþ ¹ çàäà÷à ïîáóäîâè íå-
çàëåæíî¨ ìíîæèíè öèêëiâ ìiíiìàëüíî¨ çàãàëüíî¨ âàãè (ÿêùî ðåáðà ãðàôà çâàæåíi). Öÿ çàäà÷à áóëà ðîçâ'ÿçàíà
Õîðòîíîì (J. D. Horton) ó 1987 ð.
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Ðèñ. 6.9: Ñèñòåìà íåçàëåæíèõ ïðîñòèõ öèêëiâ
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6.3 Ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà êîöèêëiâ

ßêó ìiíiìàëüíó êiëüêiñòü ðåáåð òðåáà âèäàëèòè çi çâ'ÿçíîãî ãðàôà, ùîá âií âòðàòèâ ñâîþ çâ'ÿçíiñòü? ßêùî
ó ãðàôà ¹ âèñÿ÷à âåðøèíà (âåðøèíà ñòóïåíÿ 1), òî, âî÷åâèäü, ¨¨ ìîæíà içîëþâàòè, âèäàëèâøè ¹äèíå ðåáðî,
ùî ïî¹äíó¹ ¨¨ ç ãðàôîì. Òîáòî â öié çàäà÷i äîñèòü âèäàëèòè ëèøå îäíå ðåáðî. À ÿêùî òðåáà òàê ðîçðiçàòè
ãðàô, ùîá äåÿêà ïiäìíîæèíà âåðøèí V1 ðàçîì ç iíöèäåíòíèìè ëèøå äî öèõ âåðøèí ðåáðàìè ñòàëà îäíi¹þ
êîìïîíåíòîþ çâ'ÿçíîñòi, à ðåøòà âåðøèí V2 ðàçîì ç iíöèäåíòíèìè ëèøå äî öèõ âåðøèí ðåáðàìè iíøîþ?
Öÿ çàäà÷à òåæ äîñèòü ïðîñòî ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ. Íåõàé çàäàíå ðîçáèòòÿ ìíîæèíè âåðøèí íà äâi ïiäìíîæèíè:
V = V1 ⊕ V2. Ïåðåãëÿäà¹ìî âñi ðåáðà òà äèâèìîñü: ÿêùî îáèäâi âåðøèíè ðåáðà íàëåæàòü äî V1, çàëèøà¹ìî
ðåáðî ó 1-é êîìïîíåíòi. ßêùî îáèäâi âåðøèíè ðåáðà íàëåæàòü äî V2, çàëèøà¹ìî ðåáðî ó 2-é êîìïîíåíòi. À
îñü ÿêùî îäíà ç âåðøèí ðåáðà íàëåæèòü äî V1, à iíøà äî V2, òî òàêå ðåáðî òðåáà âèëó÷èòè äëÿ ðîçðiçàííÿ
ãðàôà.

Îçíà÷åííÿ 6.11. Ðîçðiç (cut) � öå ìíîæèíà ðåáåð, âèäàëåííÿ ÿêî¨ çi çâ'ÿçíîãî ãðàôà ðîáèòü éîãî íå-
çâ'ÿçíèì. Êîöèêë (cocycle) � öå ðîçðiç ç ìiíiìàëüíîþ çà âèêëþ÷åííÿì êiëüêiñòþ ðåáåð. ♦

Íàâåäåíèé âèùå àëãîðèòì áóäó¹ êîöèêë, áî âèëó÷à¹òüñÿ ëèøå ìiíiìàëüíî íåîáõiäíà êiëüêiñòü ðåáåð: òiëüêè
òi, ó ÿêèõ îäèí êiíåöü íàëåæèòü äî V1, à iíøèé � äî V2.

Ó ìàòåìàòèöi ïðåôiêñ "êî" îçíà÷à¹ ÿêóñü äâî¨ñòiñòü, ñèìåòðè÷íiñòü ÷è ïðîòèëåæíiñòü äî ïîíÿòòÿ, ùî ¹
êîðåíåì ñëîâà. Ðîçãëÿíåìî, ÿê öå âèãëÿäà¹ â öèêëàõ òà êîöèêëàõ. Ïî÷íåìî ç âëàñòèâîñòåé.

Âëàñòèâiñòü 6.4. Ìíîæèíà ðåáåð, ùî óòâîðþ¹ êîöèêë, íå ¹ ïóñòîþ (ÿê i â öèêëi). ♦
Äîâåäåííÿ ¹ î÷åâèäíiì: íå âèäàëèëè ðåáåð � ãðàô íå ðîç'¹äíàâñÿ. ♦
Âëàñòèâiñòü 6.5. ßêùî ìíîæèíà ðåáåð Ki ¹ êîöèêëîì, òî áóäü-ÿêà ¨¨ âëàñíà ïiäìíîæèíà íå ¹ êîöèêëîì

(ÿê i â öèêëi). ♦
Äîâåäåííÿ. Êîöèêë � öå ìiíiìàëüíà çà âèêëþ÷åííÿì ìíîæèíà ðåáåð, ùî ðîç'¹äíó¹ ãðàô íà äâi ÷àñòèíè.

Òîìó, ÿêùî ìè âèäàëèìî ç êîöèêëó õî÷à á îäíî ðåáðî, òî âií âæå íå áóäå ðîç'¹äíóâàòè ãðàô, òîáòî âæå íå
áóäå êîöèêëîì. ♦

Ïîêè ùî ìà¹ìî ïîâíå ñïiâïàäiííÿ ç âëàñòèâîñòÿìè öèêëiâ 6.1, 6.2. Ïiäåìî äàëi. Ââåäåìî íàä êîöèêëàìè äiþ
äîäàâàííÿ çà ëîãiêîþ XOR (âèêëþ÷íîãî àáî): ç äâîõ ïiäìíîæèí ðåáåð Ki òà Kj ôîðìó¹ìî íîâó ïiäìíîæèíó,
âêëþ÷àþ÷è äî íå¨ òiëüêè íåïîâòîðþâàíi åëåìåíòè ç Ki òà Kj (ÿê i äëÿ öèêëiâ).

Îçíà÷åííÿ 6.12. Ïðÿìîþ ñóìîþ äâîõ êîöèêëiâ Ki i Kj íàçèâà¹òüñÿ ïiäìíîæèíà ðåáåð K1 ⊕ K2, ÿêi
âõîäÿòü àáî òiëüêè â Ki, àáî òiëüêè â Kj . ♦

ßê i äëÿ öèêëiâ, ïðÿìà ñóìà äâîõ êîöèêëiâ ìîæå àáî âiäðàçó äàâàòè êîöèêë, àáî ìiñòèòè éîãî. Íàïðèêëàä,
ó ãðàôi ç ìàë. 6.10à ¹ êîöèêëèK1 = {e1, e2, e3};K2 = {e2, e3, e4};K3 = {e1, e4}. Âîíè ïîêàçàíi íà ìàë. 6.10áâã.
Øòðèõîâîþ ëiíi¹þ ïîêàçàíèé âiäïîâiäíèé ðîçðiç íà äâi ÷àñòèíè. Äîäà¹ìî:

K1 ⊕K2 = {e1, e4} = K3;
K1 ⊕K3 = {e2, e3, e4} = K2;
K2 ⊕K3 = {e1, e2, e3} = K1.
Ó öüîìó ïðèêëàäi ïðÿìà ñóìà äâîõ áóäü-ÿêèõ êîöèêëiâ âiäðàçó äà¹ òðåòié êîöèêë.
Àëå öå íå çàâæäè òàê. Íàïðèêëàä, íà ìàë. 6.11àá ïîêàçàíi äâà êîöèêëè:K1 = {e12, e24, e25, e35, e56, e68, e89}

òà K2 = {e23, e35, e47, e56, e57, e58}. Âiäïîâiäíi ðîçðiçè íàìàëüîâàíi øòðèõîâèìè ëiíiÿìè. Àëå ¨õíÿ ïðÿìà ñó-
ìà K1 ⊕K2 = {e12, e23, e24, e25, e47, e57, e58 e68, e89}, çîáðàæåíà íà ìàë. 6.11â, íå ¹ êîöèêëîì: âîíà ðîçäiëÿ¹
ãðàô íå íà äâi, à íà òðè ÷àñòèíè. Öå êðàùå âèäíî íà ìàë. 6.11ã, äå æèðíèìè ëiíiÿìè ïîêàçàíi òi ðåáðà, ÿêèõ
íåìà¹ â K1 ⊕K2. Ùîá îòðèìàòè ç K1 ⊕K2 êîöèêë, òðåáà âèëó÷èòè ÿêiñü ðåáðà. Íàïðèêëàä, ÿêùî âèëó÷èòè
{e12, e23, e24, e25}, òî îòðèìà¹ìî êîöèêë {e47, e57, e58 e68, e89}. Çâiäñiëÿ � íàñòóïíà âëàñòèâiñòü.

Âëàñòèâiñòü 6.6. ßêùî Ki i Kj � êîöèêëè, òî iñíó¹ êîöèêë Kk ⊆ Ki ⊕Kj . ♦
Äîâåäåííÿ. Íåêàé êîöèêë K1 ðîçðiçà¹ âåðøèíè ãðàôà íà ïiäìíîæèíè V1 i V2, à K2 � íà W1 i W2, ÿê

ïîêàçàíî íà ìàë. 6.12. Ðåáðà K1 � öå ãîðèçîíòàëüíi òà íàõèëåíi ëiíi¨, à ðåáðà K2 � âåðòèêàëüíi òà íàõèëåíi
ëiíi¨. Ïðè îá÷èñëåííi K1⊕K2 ñïiëüíi ðåáðà (ñèíi íàõèëåíi ëiíi¨) âèëó÷àþòüñÿ, à çàëèøàþòüñÿ ëèøå òi ðåáðà,
ùî âõîäÿòü òiëüêè â îäèí ç êîöèêëiâ (÷åðâîíi âåðòèêàëüíi òà ãîðèçîíòàëüíi ëiíii). Ò. ÷., ðåáðà, ùî âõîäÿòü äî
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Ðèñ. 6.10: Ãðàô (à) òà éîãî êîöèêëè (á, â, ã)
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Ðèñ. 6.11: Äâà êîöèêëè (à, á), ¨õíÿ ïðÿìà ñóìà (â), ùî ìiñòèòü äâà êîöèêëè (ã)

Ðèñ. 6.12: Äî äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòi 6.6
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K1 ⊕K2, ¹ ðîçðiçàìè ìiæ ïiäìíîæèíàìè âåðøèí:

{V1 ∩W1} ↔ {V1 ∩W2} ;
{V1 ∩W1} ↔ {V2 ∩W1} ;
{V1 ∩W2} ↔ {V2 ∩W2} ;
{V2 ∩W1} ↔ {V2 ∩W2} .

(6.1)

Ïðè öüîìó òi ïiäìíîæèíè âåðøèí, ùî ðîçòàøîâàíi íà ìàë. 6.12 âçäîâæ äiàãîíàëi, ìîæóòü çàëèøèòèñÿ
íåðîçðiçàíèìè, äåÿêi ìîæóòü âèÿâèòèñÿ ïóñòèìè, àëå ó áóäü-ÿêîìó âèïàäêó ðåáðàìè K1 ⊕K2 ãðàô ðîçðiçà-
¹òüñÿ íà 2 àáî 3 àáî 4 ÷àñòèíè. À ç öèõ ðåáåð çàâæäè ìîæíà âèáðàòè òàêi, ùî ðîçðiçàþòü ãðàô ëèøå íà 2
÷àñòèíè. ♦

Íàïðèêëàä, íà ìàë. 6.11 ìà¹ìî: V1 = {v1, v4, v5, v7, v8}; V2 = {v2, v3, v6, v9}; W1 = {v1, v2, v4, v5};
W2 = {v3, v6, v7, v8, v9}. Ïiäìíîæèíè âåðøèí, ùî ðîçðiçàþòüñÿ ðåáðàìè K1 ⊕ K2: {V1, W1} = {v1, v4, v5};
{V1, W2} = {v7, v8}; {V2, W1} = {v2}; {V2, W2} = {v3, v6, v9}. Ïiäìíîæèíè {V1, W1} òà {V2, W2} îá'¹äíà-
ëèñÿ (ñèíi ëiíi¨ íà ìàë. 6.12 âèëó÷åíi), à ìiæ {V1, W2} òà {V2, W1} âçàãàëi íå áóëî ðåáåð: âîíè çàëèøèëèñÿ
ðîç'¹äíàíèìè.

Iíøèé ïðèêëàä � ìàë. 6.10. Òóò äëÿ K1: V1 = {v1}; V2 = {v2, v3, v4}; äëÿ K2:W1 = {v1, v2};W2 = {v3, v4}.
Ïiäìíîæèíè âåðøèí, ùî ðîçðiçàþòüñÿ ðåáðàìè K1 ⊕K2: {V1, W1} = {v1}; {V1, W2} = {Ø}; {V2, W1} = {v2};
{V2, W2} = {v3, v4}. Ïiäìíîæèíè {V1, W1} òà {V2, W2} îá'¹äíàëèñÿ, ó {V1, W2} íåìà¹ âåðøèí � çàëèøèëèñÿ
äâi ÷àñòèíè.

Êîöèêëè, ÿê i öèêëè, ¹ çàëåæíèìè ìíîæèíàìè ìàòðî¨äà, ÿêèé òàê i íàçèâà¹òüñÿ: ìàòðî¨ä êîöèêëiâ. Äëÿ
êîöèêëiâ ìà¹ ìiñöå òåîðåìà 6.5 (òîáòî âëàñòèâîñòi 6.4, 6.5, 6.6). À, çíà÷èòü, i îçíà÷åííÿ 6.8.

Ïåðåõîäèìî òåïåð äî âèçíà÷åííÿ áàçèñó ó êîìáiíàòîðíîìó ïðîñòîði êîöèêëiâ, òîáòî òàêî¨ ìiíiìàëüíî¨
êiëüêîñòi êîöèêëiâ, ç ÿêèõ ìîæíà áóäóâàòè âñi iíøi çà âëàñòèâiñòþ 6.6. Ìàòðî¨äíà ñòðóêòóðà íàì ó öüîìó
äîïîìîæå.

Îçíà÷åííÿ 6.13. Áàçèñ ó ïðîñòîði êîöèêëiâ (êîöèêëîâèé áàçèñ, ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà êîöèêëiâ,
cocycle basis, fundsmental cocycles) � öå ìiíiìàëüíà çà êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ ïiäìíîæèíà êîöèêëiâ, ç ÿêèõ
ìîæíà áóäóâàòè áóäü-ÿêèé iíøèé êîöèêë çà âëàñòèâiñòþ 6.6. Êiëüêiñòü êîöèêëiâ ó öüîìó áàçèñi íàçèâà¹òüñÿ
êîöèêëi÷íèì ðàíãîì (cocycle rank) ãðàôà. ♦

Îçíà÷åííÿ 6.14. Êîöèêëè íàçèâàþòüñÿ íåçàëåæíèìè (independent cocycles), ÿêùî âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ
îäèí âiä îäíîãî õî÷à á îäíèì ðåáðîì. ♦

Íàïðèêëàä, íà ìàë. 6.10 êîöèêëè K1, K2 òà K2 ¹ çàëåæíèìè: êîæåí ç íèõ ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ iíøèõ äâîõ.
Áóäü-ÿêi äâà ç íèõ ¹ íåçàëåæíèìè, áî âiäðiçíÿþòüñÿ õî÷à á îäíèì ðåáðîì. Àëå âçÿòè äâà ç íèõ i ñêàçàòè, ùî
öå áàçèñ, ìè íå ìîæåìî: çà ¨õ äîïîìîãîþ ìè íiêîëè íå ðîçðiæåìî v3 òà v4, òîìó ùî ðåáðî e5, ÿêå ¨õ ïî¹äíó¹,
íå âõîäèòü â æîäåí êîöèêë.

Òåîðåìà 6.10. Ó ñèñòåìi íåçàëåæíèõ êîöèêëiâ æîäåí ç íèõ íå ìîæå áóòè ïîáóäîâàíèé ç iíøèõ øëÿõîì
äîäàâàííÿ çà ëîãiêîþ XOR òà âèáiðêè ïiäìíîæèíè (òîáòî çà âëàñòèâiñòþ 6.6). ♦

Äîâåäåííÿ òàêå æ, ÿê i äëÿ òåîðåìè 6.6. ♦
Òåîðåìà 6.11 (çâîðîòíà). ßêùî äåÿêà ñèñòåìà êîöèêëiâ íå ¹ íåçàëåæíîþ, òî ïðèíàéìíi îäèí ç íèõ

ìîæíà ïîáóäóâàòè ç iíøèõ çà âëàñòèâiñòþ 6.6. ♦
Äîâåäåííÿ òàêå æ, ÿê i äëÿ òåîðåìè 6.7. ♦
Òåîðåìà 6.12. Ó çâ'ÿçíîìó ãðàôi G = (V, E) ç |V | = n, |E| = m iñíó¹ ïðèíàéìíi n − 1 íåçàëåæíèõ

êîöèêëiâ. ♦
Äîâåäåííÿ. ßê i äëÿ öèêëiâ, äîâåäåííÿ ¹ êîíñòðóêòèâíèì, òîáòî äà¹ àëãîðèòì ïîáóäîâè ñèñòåìè ç n− 1

íåçàëåæíèõ êîöèêëiâ. Ïîáóäó¹ìî áóäü-ÿêå îñòîâíîå äåðåâî ãðàôà G. Ó íüîãî óâiéäóòü n − 1 ðåáåð. Ïðè
âèäàëåííi ÿêîãîñü ðåáðà ç îñòîâíîãî äåðåâà ãðàô ðîçiá'¹òüñÿ íà äâi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi. Äàëi ïåðåãëÿäà¹ìî
âñi ðåáðà òà îáèðà¹ìî òi ç íèõ, ó ÿêèõ îäíà âåðøèíà âõîäèòü äî îäíi¹¨ êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi, à äðóãà � äî
iíøî¨. Îáðàíi ðåáðà é óòâîðþþòü êîöèêë. Äî íüîãî, çîêðåìà, âõîäèòü i òå ðåáðî, ùî ìè âèäàëèëè ç îñòîâíîãî
äåðåâà. Óñüîãî, ò. ÷., ìà¹ìî n − 1 êîöèêëiâ. Ó êîæíîìó ç íèõ ¹ ïðèíàéìíi îäíî ðåáðî, ÿêîãî íåìà¹ â iíøèõ:
öå òå ðåáðî, ùî ìè âèëó÷èëè ç îñòîâíîãî äåðåâà äëÿ äëÿ ðîçáèòòÿ ãðàôà íà äâi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi. Òîìó
îòðèìàíi n− 1 êîöèêëiâ ¹ íåçàëåæíèìè. ♦



Ðîçäië 6. Öèêëè òà êîöèêëè 81

Ó äîâåäåííi îïèñàíèé àëãîðèòì ïîáóäîâè n − 1 íåçàëåæíèõ êîöèêëiâ. Àëå ÷è äîñòàòíüî ¨õ? ×è ìîæíà
ñêàçàòè, ùî áóäü-ÿêèé iíøèé êîöèêë ó ãðàôi ìîæíà áóäå ïîáóäóâàòè ç íèõ çà âëàñòèâiñòþ 6.6? ßê i äëÿ
öèêëiâ, ìîæíà ñòâåðäæåâàòè, ùî òàê. Ïðî öå êàæå îñòàííÿ òåîðåìà â öié ãëàâi.

Òåîðåìà 6.13. Áóäü-ÿêèé êîöèêë çâ'ÿçíîãî ãðàôà G = (V, E) ç |V | = n, |E| = m ¹ çàëåæíèì ç òèìè n− 1
íåçàëåæíèìè êîöèêëàìè, ùî áóëè ïîáóäîâàíi ó òåîðåìi 6.12. ♦

Äîâåäåííÿ. Êîæåí ç íåçàëåæíèõ êîöèêëiâ, ùî ìè ïîáóäóâàëè, óòâîðþ¹òüñÿ ç ðiâíî îäíîãî ðåáðà îñòîâ-
íîãî äåðåâà òà ÿêèõîñü õîðä, ïðè÷îìó õîðäè îáèðàþòüñÿ îäíîçíà÷íî. Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé iíøèé êîöèêë
K0, ÿêîãî íåìà¹ ó íàøié ñèñòåìi íåçàëåæíèõ êîöèêëiâ. Òîäi ó K0 ¹ ùîíàéìåíøå äâà ðåáðà îñòîâíîãî äåðåâà
(à ìîæå, é áiëüøå) òà ÿêàñü êiëüêiñòü õîðä (à ìîæå, é æîäíî¨ íåìà). Áóäó¹ìî K0. Äîäàìî çà ëîãiêîþ XOR
òi êîöèêëè ñèñòåìè, â ÿêèõ ¹ ðåáðà ç îñòîâíîãî äåðåâà, ùî âõîäÿòü ó K0. Âñi iíøi ðåáðà ¹ ñïiëüíèìè, áî ¹
õîðäàìè äåðåâà. Âèêèíóâøè çàéâå, îòðèìà¹ìî K0. ♦

Çà öi¹þ òåîðåìîþ ìè ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, öî n − 1 íåçàëåæíèõ êîöèêëiâ äiéñíî óòâîðþþòü áàçèñ ó
ïðîñòîði êîöèêëiâ: áóäü-ÿêèé iíøèé êîöèêë áóäó¹òüñÿ ç íèõ øëÿõîì ïðÿìîãî äîäàâàííÿ ç íàñòóïíîþ âèáiðêîþ
çãiäíî âëàñòèâîñòi 6.6. ßê êàæóòü, êîöèêëi÷íèé ðàíã çâ'ÿçíîãî ãðàôà äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ðåáåð áóäü-ÿêîãî
îñòîâíîãî äåðåâà.

Ðîçãëÿíåìî ÿê ïðèêëàä ãðàô ç ìàë. 6.7à. Ó íüîãî n = 9 âåðøèí òà m = 16 ðåáåð. Çãiäíî ç òåîðåìàìè 6.12,
6.13 âií ìà¹ n− 1 = 8 íåçàëåæíèõ êîöèêëiâ. ßêùî âçÿòè îñòîâíå äåðåâî ç ìàë. 6.8à, òî îòðèìà¹ìî íåçàëåæíi
êîöèêëè, ïðåäñòàâëåíi íà ìàë. 6.13. ×åðâîíèì êîëüîðîì ïîêàçàíî òå ðåáðî, ùî âèäàëÿ¹òüñÿ ç îñòîâíîãî äåðåâà
òà ðîçäiëÿ¹ ãðàô íà äâi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi. Ó ñèíié êîëið ïîôàðáîâàíi ðåáðà, ùî ðàçîì ç âèäàëåíèì ðåáðîì
îñòîâíîãî äåðåâà (÷åðâîíèì) óòâîðþþòü êîöèêë. Öåé êîöèêë ðîçðiçà¹ ãðàô íà äâi ÷àñòèíè, ëiíiÿ ðîçðiçàííÿ
ïîçíà÷åíà çåëåíèì êîëüîðîì. Îòðèìàíà ñèñòåìà êîöèêëiâ äiéñíî ¹ íåçàëåæíîþ: ó êîæíîìó ç íèõ ¹ ðåáðî,
ÿêèõ íåìà¹ â iíøèõ êîöèêëàõ, âîíî íàìàëüîâàíå ÷åðâîíèì êîëüîðîì. Îñêiëüêè çíàéäåíèõ êîöèêëiâ n− 1 = 8,
òî âîíè óòâîðþþòü áàçèñ: áiëüøå íåçàëåæíèõ êîöèêëiâ ïîáóäóâàòè íå ìîæíà.

ßê i äëÿ öèêëiâ, òóò ìîæíà ïîñòàâèòè çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ áàçèñó íàéìåíøî¨ âàãè.
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Ðèñ. 6.13: Ñèñòåìà íåçàëåæíèõ êîöèêëiâ



Ðîçäië 7

Ñèëüíî çâ'ÿçàíi êîìïîíåíòè îðãðàôà

Ïåðåõîäèìî äî îðãðàôiâ. Ïåðøà çàäà÷à, ÿêó ìè ðîçãëÿíåìî � öå ðîçáèòòÿ îðãðàôà íà ñèëüíî çâ'ÿçàíi êîìïî-
íåíòè òà ¨õí¹ ÷àñòêîâå óïîðÿäêóâàííÿ. Äëÿ öüîãî òðåáà ïîãëÿíóòè íà îðãðàô ç òî÷êè çîðó áiíàðíèõ âiäíîøåíü.

7.1 Áiíàðíi âiäíîøåííÿ

Îçíà÷åííÿ 7.1. Äåêàðòîâèì äîáóòêîì (Cartesian product) A×B äâîõ ìíîæèí A i B íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà
óñiõ ìîæëèâèõ óïîðÿäêîâàíèõ ïàð åëåìåíòîâ, â ÿêèõ ïåðøèé åëåìåíò a ∈ A, à äðóãèé b ∈ B:

A×B = {(a, b) : (a ∈ A) ∩ (b ∈ B)} .♦ (7.1)

Äëÿ ñêií÷åííèõ ìíîæèí ç |A| = n, |B| = m åëåìåíòè A × B ïîâíiñòþ çàïîâíþþòü êëiòèíêè ïðÿìîêóòíî¨
òàáëèöi ðîçìiðîì n × m. Ïðèêëàäîì äåêàðòîâîãî äîáóòêó äëÿ îäíîçíà÷íèõ öiëèõ ÷èñåë ¹ äîáðå âiäîìà çi
øêîëè òàáëèöÿ ìíîæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 7.2. Áiíàðíèì âiäíîøåííÿì (binary relation) íàçèâà¹òüñÿ ïiäìíîæèíà äåêàðòîâîãî äîáóòêó
ÿêî¨ñü ìíîæèíè A ñàìó íà ñåáå. ♦

Áiíàðíå âiäíîøåííÿ çðó÷íî ïîçíà÷àòè çíàêîì ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèíè. Íàïðèêëàä, íà ìíîæèíàõ íàòó-
ðàëüíèõ, öiëèõ, ðàöiîíàëüíèõ òà äiéñíèõ ÷èñåë âèçíà÷åíi áiíàðíi âiäíîøåííÿ =, 6=, >, <, ≥, ≤. Òîìó çàïèñ
5 ≥ 3 ôàêòè÷íî îçíà÷à¹, ùî åëåìåíò äåêàðòîâîãî äîáóòêó (5, 3) íàëåæèòü áiíàðíîìó âiäíîøåííþ "áiëüøå àáî
äîðiâíþ¹": (5, 3) ∈≥. Àëå çàïèñ 5 ≥ 3 çðó÷íiøèé, íiæ (5, 3) ∈≥, òîìó çàçâè÷àé êîðèñòóþòüñÿ ñàìå íèì. Çâî-
ðîòíå âiäíîøåííÿ íå ìà¹ ìiñöÿ, òîìó êàæóòü, ùî (3, 5) /∈≥ (åëåìåíò äåêàðòîâîãî äîáóòêó (3, 5) íå íàëåæèòü
äî áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ "áiëüøå àáî äîðiâíþ¹").

Ç öi¹¨ òî÷êè çîðó ìíîæèíó äóã îðãðàôà ìîæíî ðîçãëÿäàòè ÿê áiíàðíå âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi âåðøèí,
ÿêå ìè íàçâåìî äîñÿæíiñòþ (approachability). Êîëè ìè êàæåìî, ùî ç âåðøèíè vi äîñÿãà¹òüñÿ âåðøèíà vj , òî
öå åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî iñíó¹ äóãà ç vi ó vj , àáî áiíàðíå âiäíîøåííÿ vi → vj . I íàâïàêè, âèðàç "âåðøèíà vj ¹
äîñÿæíîþ ç âåðøèíè vi" îçíà÷à¹ iñíóâàííÿ äóãè ó vj ç vi, àáî áiíàðíå âiäíîøåííÿ vj ← vi. Áóäåìî ââàæàòè,
ùî îáèäâà öi âèðàçè òà âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíi ìiæ ñîáîþ.

Ðîçãëÿíåìî êëàñèôiêàöiþ áiíàðíèõ âiäíîøåíü. Òóò äëÿ ¨õíüîãî ïîçíà÷åííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñèìâîë ♥,
ùîá íå ïðèâ'ÿçóâàòèñÿ äî æîäíîãî êîíêðåòíîãî áiíàðíîãî âiíîøåííÿ. Åëåìåíòè ìíîæèíè A ïîçíà÷åíi a àáî
a1, a2, a3, . . ..

Îçíà÷åííÿ 7.3. Áiíàðíå âiäíîøåííÿ ♥ ⊆ A×A íà A íàçèâà¹òüñÿ:

• ðåôëåêñèâíûì (re�exive), ÿêùî a♥a ìà¹ ìiñöå ∀a ∈ A;

• òðàíçèòèâíèì (transitive), ÿêùî ∀a1, a2, a3 ∈ A ç âèêîíàííÿ a1♥a2, a2♥a3 âèïëèâà¹, ùî a1♥a3;

• ïîâíèì (total), ÿêùî (a1, a2) ∈ A×A îáîâ'ÿçêîâî âèêîíó¹òüñÿ àáî a1♥a2, àáî a2♥a1;

• àíòèñèìåòðè÷íèì (antisymmetric), ÿêùî ç îäíî÷àñíîãî âèêîíàííÿ a1♥a2, a2♥a1 ñëiäó¹, ùî a1 = a2
(åëåìåíòè åêâiâàëåíòíi â ñåíñi äåÿêîãî îçíà÷åííÿ, ÿêå ùå òðåáà ââåñòè äî ðîçãëÿäó);
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• àñèìåòðè÷íèì (asymmetric), ÿêùî ç âèêîíàííÿ a1♥a2 ñëiäó¹, ùî a2♥a1 íå âèêîíó¹òüñÿ íiêîëè;

• ñèìåòðè÷íèì (symmetric), ÿêùî ç âèêîíàííÿ a1♥a2 ñëiäó¹, ùî îáîâ'ÿçêîâî âèêîíó¹òüñÿ a2♥a1;

• êâàçióïîðÿäêîâàíèì (preorder, quasiorder), ÿêùî âîíî ðåôëåêñèâíå òà òðàíçèòèâíå;

• åêâèâàëåíòíèì (equivalence), ÿêùî âîíî ðåôëåêñèâíå, òðàíçèòèâíå òà ñèìåòðè÷íå;

• ïåðåäóïîðÿäêîâàíèì, ÿêùî âîíî ðåôëåêñèâíå, òðàíçèòèâíå òà ïîâíå;

• ÷àñòêîâî óïîðÿäêîâàíèì (partial order), ÿêùî âîíî ðåôëåêñèâíå, òðàíçèòèâíå òà àíòèñèìåòðè÷íå;

• ïîâíiñòþ óïîðÿäêîâàíèì (total order), ÿêùî âîíî ðåôëåêñèâíå, òðàíçèòèâíå, ïîâíå òà àíòèñèìåòðè-
÷íå. ♦

7.2 Ñèëüíî çâ'ÿçàíi êîìïîíåíòè

Ðîçãëÿíåìî, ÿêi ç âëàñòèâîñòåé áiíàðíèõ âiäíîøåíü âèêîíóþòüñÿ äëÿ îðãðàôiâ òà áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ →
(äîñÿæíiñòü) íà ìíîæèíi éîãî âåðøèí V .

Ðåôëåêñèâíiñòü. Íàâiòü ÿêùî ó âåðøèíi v íåìà¹ ïåòåëü, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî, ÿêùî ìè âæå çíàõî-
äèìîñÿ ó âåðøèíi v, òî ìè ¨¨ äîñÿãëè. Òîìó áóäåìî ââàæàòè, ùî v → v âèêîíó¹òüñÿ ∀v, i, çíà÷èòü, áiíàðíå
âiäíîøåííÿ → ¹ ðåôëåêñèâíèì.

Òðàíçèòèâíiñòü. ßêùî ç v1 äîñÿãà¹òüñÿ v2, à ç v2 � v3, òî ìè ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî v3 ¹ äîñÿæíîþ i
ç v1 (âæå íå çà îäèí, à çà äâà ïåðåõîäè âçäîâæ äóã). Çíà÷èòü, áiíàðíå âiäíîøåííÿ → ¹ òðàíçèòèâíèì.

Ïîâíîòà. Íå îáîâ'ÿçêîâî! Íàïðèêëàä, íà ìàë. 7.1à v1 → v2, àëå (v2, v1) /∈→.
Àíòèñèìåòðè÷íiñòü. Äëÿ ïåðåâiðêè öi¹¨ âèìîãè òðåáà ââåñòè ïîíÿòòÿ åêâiâàëåíòíèõ âåðøèí.
Îçíà÷åííÿ 7.4. Âåðøèíè îðãðàôà vi òà vj íàçèâàþòüñÿ ñèëüíî çâ'ÿçàíèìè (strongly connected), ÿêùî

iñíóþòü øëÿõè âçäîâæ äóã iç vi äî vj òà iç vj äî vi. ♦
Áóäåìî ââàæàòè ñèëüíî çâ'ÿçàíi âåðøèíè åêâiâàëåíòíèìè â ñåíñi âçà¹ìíî¨ äîñÿæíîñòi. Òîäi áiíàðíå âiä-

íîøåííÿ → ¹ àíòèñèìåòðè÷íèì.
Àñèìåòðè÷íiñòü. Öÿ âèìîãà íå âèêîíó¹òüñÿ: iñíóþòü îðãðàôè, ó ÿêèõ ¹ âçà¹ìíî äîñÿæíi (ñèëüíî çâ'ÿçàíi)

âåðøèíè.
Ñèìåòðè÷íiñòü. Òåæ íå âèêîíó¹òüñÿ, ò. ÿ. ìîæóòü iñíóâàòè îðãðàôè, ó ÿêèõ vi → vj , àëå (vj , vi) /∈→.

Ïðèêëàä òàêîãî îðãðàôà � íà ìàë. 7.1à.
Ò. ÷., ìíîæèíà âåðøèí îðãðàôà ç ââåäåíèì íà íié áiíàðíèì âiäíîøåííÿì → (äîñÿæíiñòü) òà ïîíÿòòÿì

åêâiâàëåíòíîñòi (âçà¹ìíà äîñÿæíiñòü, ñèëüíà çâ'ÿçàíiñòü) ¹ ÷àñòêîâî óïîðÿäêîâàíîþ, ò. ÿ. âîíà ðåôëåêñèâíà,
òðàíçèòèâíà òà àíòèñèìåòðè÷íà.

Ç òåîði¨ ìíîæèí âiäîìî, ùî, ââiâøè ïîíÿòòÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ìè ìîæåìî ðîçáèòè áóäü-ÿêó ìíîæèíó (ó
íàøîìó âèïàäêó ìíîæèíó âåðøèí îðãðàôà) íà êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi, â êîæåí ç ÿêèõ ïîòðàïëÿþòü ëèøå
åêâiâàëåíòíi (ó íàñ âçà¹ìíî äîñÿæíi) âåðøèíè. Iíøèé âàæëèâèé âèñíîâîê òåîði¨ ìíîæèí: äëÿ ÷àñòêîâî óïî-
ðÿäêîâàíèõ ìíîæèí ¨õíi êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi òàêîæ ÷àñòêîâî óïîðÿäêîâóþòüñÿ.

Îçíà÷åííÿ 7.5. Êîìïîíåíòîþ ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi îðãðàôà (strongly connected component) íàçèâà¹òüñÿ
ïiäìíîæèíà âåðøèí, ùî óòâîðþ¹ êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi çà äîñÿæíiñòþ. ♦

Íà ìàë. 7.1à ïîêàçàíèé ÿê ïðèêëàä îðãðàô ñ 5 âåðøèíàìè. Âîíè ðàçáèâàþòñÿ íà 4 êîìïîíåíòè ñèëüíî¨
çâ'ÿçíîñòi, ÿêi îáâåäåíi çàìêíåíèìè øòðèõîâèìè ëiíiÿìè. Íà ìàë. 7.1á çîáðàæåíî ¨õí¹ ÷àñòêîâå óïîðÿäêóâà-
ííÿ: êëàñè ci ðîçòàøîâàíi ëiíiéíî, i âiäíîøåííÿ äîñÿæíîñòi ìiæ íèìè (ñòðiëêè) ñïðÿìîâàíi òiëüêè ïðàâîðó÷.
Àëå óïîðÿäêóâàííÿ òóò äiéñíî ÷àñòêîâå: äëÿ êëàñiâ c2 òà c3 áiíàðíå âiäíîøåííÿ → íå âèçíà÷åíå â æîäåí áiê.
�õ ìîæíà áóëî á ïîìiíÿòè íà ìàëþíêó ìiñöÿìè, i ïðè öüîìó óïîðÿäêóâàííÿ çáåðåãëîñÿ á.

Îçíà÷åííÿ 7.6. Îði¹íòîâàíèé öèêë (îðöèêë, oriented cycle) � öå ïîñëiäîâíiñòü äóã îðãðàôà, â ÿêié êîæíà
íàñòóïíà âèõîäèòü ç âåðøèíè, â ÿêó âõîäèòü ïîïåðåäíÿ, à îñòàííÿ âõîäèòü ó òó âåðøèíó, ç ÿêî¨ âèõîäèòü
ïåðøà. ♦

Îçíà÷åííÿ 7.7. Îðãðàô íàçèâà¹òüñÿ àöèêëi÷íèì (acyclic digraph), ÿêùî â íüîìó âiäñóòíi îðöèêëè. ♦
Ó êîæíié êîìïîíåíòi ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi îðãðàôà ¹ ïðèíàéìíi îäèí îðöèêë. Äiéñíî: ó ñèëüíî çâ'ÿçàíié

êîìïîíåíòi ç êîæíî¨ âåðøèíè ìîæíà äiñòàòèñÿ äî êîæíî¨ iíøî¨, à ïîòiì ïîâåðíóòèñÿ äî ïî÷àòêîâî¨, òîìó
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Ðèñ. 7.1: Ñèëüíî çâ'ÿçàíi êîìïîíåíòè îðãðàôà
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êîæíà ïàðà âåðøèí âõîäèòü äî ÿêîãîñü îðöèêëó. I íàâïàêè: îðãðàô, óòâîðåíèé iç ñèëüíî çâ'ÿçàíèõ êîìïîíåíò,
¹ àöèêëi÷íèì. ßêùî á ó íüîãî áóëè îðöèêëè, òî ìîæíà áóëî á îá'¹äíàòè êiëüêà êîìïîíåíò ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi
â îäíó, ÿê íà ìàë. 7.1â.

Îçíà÷åííÿ 7.8.Ìàòðèöåþ äîñÿæíîñòi (connectivity matrix) îãðàôà G íàçèâà¹òüñÿ áóëiâñüêà àáî áiíàðíà
ìàòðèöÿ R ðîçìiðîì n× n, êîæåí åëåìåíò ÿêî¨ rij = true (àáî rij = 1) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ç vi âèõîäèòü
äóãà ó vj , i rij = false (àáî rij = 0) â óñiõ iíøèõ âèïàäêàõ. Íà ãîëîâíié äiàãîíàëi ìîæíà ñòàâèòè 0 àáî 1 â
çàëåæíîñòi âiä ïîñòàíîâêè çàäà÷i. ♦

Ìàòðèöÿ äîñÿæíîñòi âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ìàòðèöi ñóìiæíîñòi âåðøèí îðãðàôà òiëüêè âiäñóòíiñòþ −1. Öþ
ìàòðèöþ ìîæíà çàäàâàòè òàêîæ i äëÿ îðãðàôà êîìïîíåíò ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi. Â öüîìó âèïàäêó âîíà áóäå ìàòè
ðîçìiðè N ×N , äå N � êiëüêiñòü êîìïîíåíò (N ≤ n). ×àñòêîâå óïîðÿäêóâàííÿ êîìïîíåíò ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi
ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî òðåáà òàê ïåðåíóìåðóâàòè êîìïîíåíòè, ùîá íèæ÷å ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi çàëèøèëèñÿ ëèøå
0 (false). Òàê, äëÿ ÷àñòêîâîãî óïîðÿäêóâàííÿ íà ìàë. 7.1á öÿ ìàòðèöÿ ìà¹ âèãëÿä:

R =


1 1 1 1
0 1 0 1
0 0 1 1
0 0 0 1

 . (7.2)

Òóò íà ãîëîâíié äiàãîíàëi ïðîñòàâëåíi îäèíèöi, ùîá ïiäêðåñëèòè ðåôëåêñèâíiñòü áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ→.
ßêùî ìè òåïåð çàìiíèìî äóãó e43 íà e42 (ìàë. 7.1â), òî çàìiñòü 4 êîìïîíåíò ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi îòðèìà¹ìî òiëü-
êè 3. �õí¹ óïîðÿäêóâàííÿ ç ÷àñòêîâîãî ïåðåòâîðþ¹òüñÿ âæå íà ïîâíå (ìàë. 7.1ã), à éîãî ìàòðèöÿ äîñÿæíîñòi
áóäå ìàòè âèãëÿä:

R =

 1 1 1
0 1 1
0 0 1

 . (7.3)

Íà îñíîâi ðîçáèòòÿ ìíîæèíè âåðøèí íà ñèëüíî çâ'ÿçàíi êîìïîíåíòè òà ¨õíüîãî ÷àñòêîâîãî óïîðÿäêóâàííÿ
ìîæíà ðîçâ'ÿçóâàòè ðiçíi çàäà÷i. Öåé àëãîðèòì ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè, íàïðèêëàä, ó ñîöiîëîãi÷íèõ äîñëiäæå-
ííÿõ. Çà éîãî äîïîìîãîþ ëåãêî âèÿâëÿþòüñÿ ëiäåðè òà ãðóïè âïëèâó â ðiçíèõ îá'¹äíàííÿõ ãðîìàäÿí: ðîáî÷èõ
êîëåêòèâàõ, øêiëüíèõ êëàñàõ, ñòóäåíòñüêèõ ãðóïàõ, êåðiâíèöòâi ïîëiòè÷íèõ ïàðòié, êëóáàõ çà iíòåðåñàìè.

Iíøà öiêàâà ïðîáëåìà, ùî ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíà íà îñíîâi öi¹¨ çàäà÷i � öå ñòÿãóâàííÿ îðãðàôà òà çìåíøå-
ííÿ êiëüêîñòi éîãî âåðøèí. Âçà¹ìíî äîñÿæíi âåðøèíè îá'¹äíóþòüñÿ â îäíó, à äóãè ìiæ íèìè âèäàëÿþòüñÿ.
Äàëi ìîæíà ñòàâèòè çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ êiëüêîñòi äóã ç òèì, ùîá çàëèøèòè îòðèìàíå ÷àñòêîâå óïîðÿäêóâàííÿ,
i ò. i. Àëå ìè ðîçãëÿíåìî ëèøå äâà ïåðøi ýòàïè: ðîçáèòòÿ ìíîæèíè âåðøèí íà ñèëüíî çâ'ÿçàíi êîìïîíåíòè òà
÷àñòêîâå óïîðÿäêóâàííÿ öèõ êîìïîíåíò.

7.3 Âèçíà÷åííÿ ñèëüíî çâ'ÿçàíèõ êîìïîíåíò

Íåõàé ìè ïîáóäóâàëè ìàòðèöþ äîñÿæíîñòi îðãðàôà R çà îçíà÷åííÿì 7.8. Ó íié êîæåí åëåìåíò rij = true
òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè â îðãðàôi ¹ äóãà ç vi ó vj . Íà ãîëîâíié äiàãîíàëi ñòàâèìî true (ðåôëåêñèâíiñòü).
Ïðèïóñòèìî, äóãè ç vi ó vj íåìà¹: rij = false. ßê òåïåð âèçíà÷èòè, ÷è ìîæåìî ìè äiñòàòèñÿ ç âåðøèíè vi äî
âåðøèíè vj çà äâà êðîêè? Âî÷åâèäü, öå ìîæëèâî, ÿêùî iñíó¹ ÿêàñü òðåòÿ âåðøèíà vk, òàêà, ùî ¹ äóãè ç vi ó
vk i âîäíî÷àñ ç vk ó vj , òîáòî iñíó¹ ÿêåñü k ∈ [1, n], äëÿ ÿêîãî (rik = true) ∩ (rkj = true). Ùîá öå ïåðåâiðèòè,
òðåáà âçÿòè âñi åëåìåíòè i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi R òà ïåðåìíîæèòè ¨õ (çà áóëiâñüêèìè ïðàâèëàìè) íà âiäïîâiäíi
åëåìåíòè j-ãî ñòîâïöÿ öi¹¨ æ ìàòðèöi, à ïîòiì ñêëàñòè îòðèìàíi áóëiâñüêi çìiííi. ßêùî õî÷à á ïðè îäíîìó
ÿêîìóñü k áóëî (rik = true) ∩ (rkj = true), òî â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî true. À ÿêùî íåìà¹ æîäíî¨ âåðøèíè vk,
äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ (rik = true) ∩ (rkj = true), òî â ðåçóëüòàòi áóäå false. Òàê ìîæíà ïåðåâiðèòè áóäü-ÿêó
ïàðó âåðøèí, âçÿâøè ïîòðiáíi ðÿäêè òà ñòîâïöi ìàòðèöi R. Àëå æ ïîåëåìåíòíå ìíîæåííÿ êîæíîãî ðÿäêà íà
êîæíèé ñòîâïåöü ç íàñòóïíèì äîäàâàííÿì � öå ïðîñòî ìíîæåííÿ ìàòðèöü!

Ò. ÷., ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó: ìàòðèöÿ R2 ¹ ìàòðèöåþ äîñÿæíîñòi çà äâà êðîêè. Ïðè öüîìó, îñêiëüêi íà
ãîëîâíié äiàãîíàëi ìè ïîñòàâèëè true, òî â R2 äîñÿæíiñòü çà îäèí êðîê òåæ íå âòðà÷à¹òüñÿ. Àäæå ìîæíà
ââàæàòè, ùî îäèí êðîê � öå íàñïðàâäi äâà: ïåðøèé êðîê ó öþ æ âåðøèíó, à äðóãèé ó ïîòðiáíó (àáî íàâïàêè).
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Ðèñ. 7.2: Ïðèêëàä îðãðàôà

Çíà÷èòü, R2 ¹ ìàòðèöåþ äîñÿæíîñòi îðãðàôà çà 1 àáî 2 êðîêè. Çà iíäóêöi¹þ: R3 ¹ ìàòðèöåþ äîñÿæíîñòi çà
1, 2 àáî 3 êðîêè, R4 � çà 1, 2, 3 àáî 4 êðîêè, i ò. ä. Òîáòî ìîæíà ïðîñòî ìíîæèòè ìàòðèöþ R ñàìó íà ñåáå
ïîòðiáíó êiëüêiñòü ðàçiâ. Äå æ çóïèíèòèñÿ? Áóäü-ÿêèé îðöèêë íå ìîæå ìàòè áiëüøå, íiæ min (m, n) äóã. Öå é
¹ ìàêñèìàëüíèé òåîðåòè÷íî ìîæëèâèé ñòóïiíü ìàòðèöi R. Àëå îðöèêëè ìîæóòü ìàòè é ìåíøèé ðîçìið. Òîìó
íå îáîâ'ÿçêîâî òðåáà ìíîæèòè ìàòðèöþ R ñàìó íà ñåáå min (m, n) ðàçiâ. Ìîæíà ïðîñòî ïåðåâiðÿòè: ÿêùî
ïiñëÿ ÷åðãîâîãî ìíîæåííÿ ìàòðèöÿ íå çìiíèëàñÿ: Rk+1 = Rk, òî äàëi ïiäâèùóâàòè ñòóïiíü íåìà¹ ñåíñó.

Ìîæíà ùå áiëüøå ïðèñêîðèòè öåé ïðîöåñ, ÿêùî íà êîæíîìó êðîöi ìíîæèòè Rk íå íà R, à íà ñàìó ñåáå,
òîáòî íà Rk. Òîäi ìè îá÷èñëþ¹ìî íå R2, R3, R4, . . ., à R2, R4, R8, . . ..

Ðîçãëÿíåìî ÿê ïðèêëàä îðãðàô íà ìàë.7.2. Ó íüîãî n = 12; m = 23. Éîãî ìàòðèöÿ äîñÿæíîñòi:

R =



1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1



. (7.4)

Îá÷èñëþ¹ìî R2:

R2 = R ·R =



1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1 0
0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 1 1 1 0 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1



. (7.5)
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Îñêiëüêè R2 6= R, ïðîäîâæó¹ìî ïiäâîäèòè äî êâàäðàòó:

R4 = R2 ·R2 =



1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1



. (7.6)

Çíîâó ìà¹ìî R4 6= R2. Ùå ðàç ïiäâîäèìî äî êâàäðàòó:

R8 = R4 ·R4 =



1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1



. (7.7)

Òóò âæå ¹ ñïiâïàäiííÿ: R8 = R4. Äàëi ìíîæèòè ìàòðèöþ ñàìó íà ñåáå íåìà¹ ñåíñó: ðåçóëüòàò áóäå òàêèì
ñàìèì. Ò. ÷., ìè îòðèìàëè ìàòðèöþ äîñÿæíîñòi çà áóäü-ÿêó êiëüêiñòü êðîêiâ, òîáòî ìàòðèöþ òðàíçèòèâíî¨
äîñÿæíîñòi. Ïîçíà÷èìî ¨¨ áóêâîþ D:

D = R8 =



1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1



. (7.8)

Ó öié ìàòðèöi dij = dji = true òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè vi òà vj ¹ âçà¹ìíî äîñÿæíèìè (òîáòî ïîòðàïëÿþòü
â îäíó êîìïîíåíòó ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi). Íàì òðåáà îá'¹äíàòè ¨õ â îäèí êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi (çà äîñÿæíiñòþ).
Òàêå îá'¹äíàííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âñi âåðøèíè, ÿêi áóëè äîñÿæíi ç vi àáî vj , áóäóòü äîñÿæíèìè i ç ¨õíüîãî
îá'¹äíàííÿ. I íàâïàêè, îòðèìàíå îá'¹äíàííÿ áóäå äîñÿæíèì ç óñiõ âåðøèí, ç ÿêèõ áóëè äîñÿæíi i vi, i vj .
Ïðîñòiøå çà âñå öüîãî äîìîãòèñÿ øëÿõîì äîäàâàííÿ (îá'¹äíàííÿ) âiäïîâiäíèõ ðÿäêiâ òà ñòîâïöiâ ìàòðèöi D,
ÿê ïîêàçàíî íà ìàë. 7.3à.
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Ðèñ. 7.3: Îá'¹äíàííÿ âåðøèí ñèëüíî çâ'ÿçàíî¨ êîìïîíåíòè
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ßê òiëüêè ìè âèÿâèìî ó ìàòðèöi D ïàðó ñèìåòðè÷íèõ iñòèííèõ åëåìåíòiâ dij = dji = true, òðåáà âèêîíàòè
òàêi äi¨:

• äîäàòè äî i-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi D ¨¨ j-é ñòîâïåöü, i âèäàëèòè j-é ñòîâïåöü;

• äîäàòè äî i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi D ¨¨ j-é ðÿäîê, i âèäàëèòè j-é ðÿäîê.

Ïiñëÿ òàêî¨ îïåðàöi¨ ìàòðèöÿ äîñÿæíîñòi çìåíøèòü ñâî¨ ðîçìiðè íà 1. Äàëi ìè øóêà¹ìî íàñòóïíó ïàðó ñèìå-
òðè÷íèõ iñòèííèõ åëåìåíòiâ, ¨ ïîâòîðþ¹ìî ïðîöåñ. Òàê ðîáèìî äîòè, äîêè âäà¹òüñÿ çíàéòè ïàðó dij = dji =
true. ßêùî âñi òàêi ïàðè âè÷åðïàíi, iòåðàöiéíèé ïðîöåñ çàêií÷ó¹òüñÿ: âñi âçà¹ìíî äîñÿæíi âåðøèíè îá'¹äíàíi
â êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi çà äîñÿæíiñòþ, òîáòî ó ñèëüíî çâ'ÿçàíi êîìïîíåíòè.

Àëå öå ùå íå âñå. Íàì òðåáà äåñü çáåðiãàòè íîìåðè âåðøèí, ùî âõîäÿòü äî òi¹¨ ÷è iíøî¨ êîìïîíåíòè
ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi. Äëÿ öüîãî ïåðåä iòåðàöiÿìè ñòâîðèìî ùå îäíó ìàòðèöþ M � äiàãîíàëüíó áóëåâó ìàòðèöþ
ðîçìiðîì n×n. Ó êîæíîìó ¨¨ ñòîâïöi iñòèííi åëåìåíòè áóäóòü âiäïîâiäàòè íîìåðàì âåðøèí, ùî âõîäÿòü ó öþ
êîìïîíåíòó. Ïåðåä ïî÷àòêîì iòåðàöié ó íàñ ¹ n êîìïîíåíò, ó êîæíó ç ÿêèõ âõîäèòü ëèøå îäíà âåðøèíà, òîìó
ïî÷àòêîâà M � äiàãîíàëüíà. ßê òiëüêè çíàõîäèòüñÿ ïàðà dij = dji = true, òî êðiì îïèñàíèõ âèùå äâîõ äié,
âèêîíó¹ìî ùå é òðåòþ:

• äîäàòè äî i-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi M ¨¨ j-é ñòîâïåöü, i âèäàëèòè j-é ñòîâïåöü.

Â ðåçóëüòàòi öi¹¨ äi¨ ó i-ìó ñòîâïöi áóäóòü çáåðåæåíi íîìåðè âåðøèí, ÿêi îá'¹äíóþòüñÿ â îäíó êîìïîíåíòó
ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi. Öÿ äiÿ ïîêàçàíà íà ìàë. 7.3á.

Äîäàâàííÿ òà âèêèäàííÿ ñòîâïöiâ òà ðÿäêiâ ìîæíà ðåàëiçóâàòè çà äîïîìîãîþ ìíîæåííÿ íà âiäïîâiäíó
ìàòðèöþ äåôîðìóâàííÿ-äîäàâàííÿ-ñòèñêàííÿ (¨¨ iíêîëè íàçiâàþòü ïðîêðóñòîâîþ ìàòðèöåþ). Íàïðèêëàä, ó
ìàòðèöi D ç (7.8): d25 = d52 = true. Ïðîêðóñòîâà ìàòðèöÿ T áóäó¹òüñÿ òàê. Áåðåòüñÿ îäèíè÷íà ìàòðèöÿ, ó
íié äî 2-ãî ñòîâï÷èêà äîäà¹òüñÿ 5-é, à ïîòiì 5-é ñòîâï÷èê âèäàëÿ¹òüñÿ. Òîáòî âîíà áóäå ìàòè ðîçìið 12× 11:

T =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



. (7.9)

Òåïåð îá'¹äíàííÿ v2 òà v5 â îäíó êîìïîíåíòó ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi (ðåàëiçàöiÿ äié ç ìàë. 7.3) âèãëÿäà¹ òàê:

D1 = T TDT =



1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1
0 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1


; (7.10)
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M1 = MT =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



. (7.11)

Ïiñëÿ ïåðøîãî êðîêó ìàòðèöÿ D1 ñòàëà ìàòðèöåþ äîñÿæíîñòi êîìïîíåíò ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi, çáåðåæåíèõ
ó ìàòðèöi M1. Äàëi äèâèìîñÿ òåïåð âæå íà ìàòðèöþ D1: ÷è ¹ â íié dij = dji = true? � òàêà ïàðà: öå çíîâó
d25 = d52 = true. Ïðîêðóñòîâà ìàòðèöÿ T 1 òåïåð âæå áóäå ìàòè ðîçìið 11×10. Âîíà óòâîðþ¹òüñÿ ç îäèíè÷íî¨
äîäàâàííÿì 2-ãî òà 5-ãî ñòîâïöiâ òà âèêèäàííÿì 5-ãî ñòîâïöÿ:

T 1 =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1


. (7.12)

Ïîäàëüøi äi¨ öi¹¨ iòåðàöi¨:

D2 = T T
1 D1T 1 =



1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 0 1 1 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 0 1 1 1
0 0 0 1 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 1 1 0 0 1 1


; (7.13)
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M2 = M1T 1 =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



. (7.14)

ßê áà÷èìî, îá'¹äíàëèñÿ v2, v5 òà v6. Äàëi ìîæíà îá'¹äíóâàòè çà d59 = d95 = true, i ò. ä. Ïiñëÿ îñòàííüîãî
êðîêó îòðèìà¹ìî òàêi ìàòðèöi D òà M (íèæíi iíäåêñè â íèõ îïóñêà¹ìî):

D =



1 1 1 1 1 1 0 1
0 1 1 1 1 1 0 1
0 0 1 1 1 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 0 1


; (7.15)

M =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0



. (7.16)

Óñå, ùî ìîæíà, îá'¹äíàëè. Ó ìàòðèöi D áiëüøå íåìà¹ æîäíî¨ ïàðè åëåìåíòiâ, äëÿ ÿêèõ dij = dji = true.
Ìàòðèöÿ D ñòàëà ìàòðèöåþ äîñÿæíîñòi âæå íå îêðåìèõ âåðøèí, à êîìïîíåíò ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi. À ó ìàòðèöi
M áà÷èìî, ÿêi ñàìå âåðøèíè îá'¹äíàëèñÿ ó ñèëüíî çâ'ÿçàíi êîìïîíåíòè: öå (v2, v5, v6) òà (v7, v11, v12). Âñi
iíøi âåðøèíè çàëèøèëèñÿ íà ñàìîòi: êîæíà ç íèõ óòâîðþ¹ ñâîþ êîìïîíåíòó ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi.

7.4 ×àñòêîâå óïîðÿäêóâàííÿ ñèëüíî çâ'ÿçàíèõ êîìïîíåíò

Çàäà÷à ëiíiéíîãî óïîðÿäêóâàííÿ îá'¹êòiâ ¹ öiêàâîþ ñàìà ïî ñîái. Íàéïðîñòiøèé òà î÷åâèäíèé øëÿõ ¨¨ ðîçâ'ÿ-
çàííÿ � öå ïîðiâíþâàòè êîæåí åëåìåíò ç áóäü-ÿêèì iíøèì. Òàêèé àëãîðèòì âèìàãà¹ n(n−1)

2 îïåðàöié ïîðiâíÿ-
ííÿ. Ìîæíà òàêîæ äîäàâàòè ïî îäíîìó åëåìåíòó ó âæå óïîðÿäêîâàíó ïîñëiäîâíiñòü. ßêùî ÷àñòèíà åëåìåíòiâ
óïîðÿäêîâàíà, òî íîâèé åëåìåíò, ùî äîäà¹òüñÿ, íå îáîâ'ÿçêîâî ïîðiâíþâàòè ç óñiìà ïîïåðåäíiìè. Ìè ìîæåìî
ïîðiâíþâàòè éîãî ç 1-ì, 2-ì i ò. ä., ïîêè íå çíàéäåìî éîãî ìiñöå ó ïîñëiäîâíîñòi. Ó íàéãiðøîìó âèïàäêó áóäåìî
ìàòè òi æ ñàìi n(n−1)

2 îïåðàöié ïîðiâíÿííÿ, àëå "â ñåðåäíüîìó" ¨õ áóäå ìåíøå. Â iäåàëüíîìó âèïàäêó âçàãàëi
ïiñëÿ 1-ãî æ ïîðiâíÿííÿ íîâèé åëåìåíò âiäðàçó ñòàíå íà ìiñöå.
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Àëå é öåé àëãîðèòì íå íàéêðàùèé. Ìîæíà çàñòîñóâàòè äèñêðåòíèé âàðiàíò ìåòîäó äiëåííÿ íàâïië. Êîëè
â óïîðÿäêîâàíó ïîñëiäîâíiñòü äîäà¹òüñÿ íîâèé åëåìåíò, éîãî â ïåðøó ÷åðãó ïîðiâíþþòü ç ñåðåäíiì åëåìåíòîì
ïîñëiäîâíîñòi (àáî ç îäíèì iç äâîõ ñåðåäíiõ, ÿêùî ¨õíÿ êiëüêiñòü ïàðíà). Òèì ñàìèì ìè âèçíà÷à¹ìî ïîëîâèíó,
â ÿêié áóäå çíàõîäèòèñÿ íîâèé åëåìåíò. Äàëi ïðîöåñ äiëåííÿ öi¹¨ ïîëîâèíè íàâïië ïðîäîâæó¹òüñÿ äîòè, äîêè
ïîëîæåííÿ íîâîãî åëåìåíòà, ùî äîäà¹òüñÿ, íå áóäå âèçíà÷åíå îäíîçíà÷íî.

Íà æàëü, ó íàñ öi àëãîðèòìè íå áóäóòü ïðàöþâàòè, ò. ÿ. óïîðÿäêóâàííÿ ó íàñ òiëüêè ÷àñòêîâå. Äåÿêi ñèëüíî
çâ'ÿçàíi êîìïîíåíòè âçàãàëi íå ìîæíà ïîðiâíþâàòè. Àëå, ÿê âèÿâëÿ¹òüñÿ, íàì âçàãàëi íå òðåáà ïîðiâíþâàòè
ìiæ ñîáîþ ñèëüíî çâ'ÿçàíi êîìïîíåíòè, ò. ÿ. ðåçóëüòàò ïîðiâíÿííÿ ó íàñ âæå ¹: öå ìàòðèöÿ äîñÿæíîñòi êîì-
ïîíåíò D. Íàì òðåáà òiëüêè ðîçòàøóâàòè êîìïîíåíòè ó ïîòðiáíîìó ïîðÿäêó. Ïîðÿäîê âèçíà÷à¹òüñÿ òèì, ùî
â ìàòðèöi D íå ïîâèííî áóòè iñòèííèõ åëåìåíòiâ íèæ÷å ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi. Òîìó, ÿêùî òàêèé åëåìåíò dij
âèÿâèòüñÿ, âèêîíó¹ìî òàêi äi¨:

• ìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè i-é òà j-é ñòîâïöi ìàòðèöi D;

• ìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè i-é òà j-é ðÿäêè ìàòðèöi D;

• ìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè i-é òà j-é ñòîâïöi ìàòðèöi M .

Â ðåçóëüòàòi ìè çàìiíèìî ìiñöÿìè i-ó òà j-ó êîìïîíåíòè ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi òà âiäïîâiäíèì ÷èíîì ñêîðèãó¹ìî
ìàòðèöþ äîñÿæíîñòi.

Öåé ïðîöåñ òðåáà ïðîäîâæóâàòè äîòè, äîêè ó ìàòðèöi D ¹ iñòèííi åëåìåíòè íèæ÷å ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi.
ßê i äëÿ ñòÿãóâàííÿ ìàòðèöü, äëÿ ïåðåñòàíîâêè ðÿäêiâ òà ñòîâïöiâ çðó÷íî ñêîðèòàòèñÿ ìàòðèöåþ ïåðåñòà-

íîâîê, ÿê ìè öå ðîáèëè ïðè äîñëiäæåííi içîìîðôiçìó. Íàïðèêëàä, ó ìàòðèöi D â ôîðìóëi (7.15) ¹ d72 = true.
Òðåáà ïîìiíÿòè ìiñöÿìè 2-é òà 7-é ñòîâïöi òà ðÿäêè ó ìàòðèöi D, à òàêîæ 2-é òà 7-é ñòîâïöi ó ìàòðèöi M .
Ñòâîðþ¹ìî ìàòðèöþ ïåðåñòàíîâîê T . Áåðåìî îäèíè÷íó ìàòðèöþ òà ìiíÿ¹ìî â íié 2-é òà 7-é ñòîâïöi:

T =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1


. (7.17)

Òåïåð çà äîïîìîãîþ âiäîìèõ ôîðìóë ëiíiéíî¨ àëãåáðè ïåðåñòÿâëÿ¹ìî ðÿäêè òà ñòîâïöi, ÿê ïîòðiáíî:

D1 = T TDT =



1 0 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 0 1


; (7.18)
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M1 = MT =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0



. (7.19)

Ïåðåâiðÿ¹ìî äàëi. Ó ìàòðèöi D1 ¹ iñòèíèé åëåìåíò íèæ÷å ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi: d73 = true. Ìàòðèöÿ ïåðå-
ñòàíîâêè 3-ãî òà 7-ãî ñòîâïöiâ:

T 1 =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1


. (7.20)

Âiäïîâiäíà ïåðåñòàíîâêà ðÿäêiâ òà ñòîâïöiâ:

D2 = T T
1 D1T 1 =



1 0 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 1 1 1 1 0
0 0 0 1 1 1 0 1


; (7.21)

M2 = M1T 1 =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0



. (7.22)

ßê áà÷èìî, îäèíèöi íèæ÷å ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi ó ìàòðèöiD ïîñòóïîâî ïåðåïîâçàþòü âãîðó-ïðàâîðó÷. ×åðåç
êiëüêà êðîêiâ ìè îòðèìà¹ìî (íèæíi iíäåêñè îïóùåíi):
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Ðèñ. 7.4: Ñèëüíî çâ'ÿçàíi êîìïîíåíòè îðãðàà (à) òà ¨õí¹ ÷àñòêîâå óïîðÿäêóâàííÿ (á)

D =



1 0 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 1


; (7.23)

M =



0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0



. (7.24)

Ó ìàòðèöi M (7.24) � 8 ñòîâïöiâ. Öå îçíà÷à¹, ùî 12 âåðøèí îðãðàôà ðîçáèëèñÿ íà 8 êîìïîíåíò ñèëüíî¨
çâ'ÿçíîñòi. Ó ïåðøó êîìïîíåíòó ïîòðàïèëà òiëüêè îäíà âåðøèíà v9, ó äðóãó � òåæ òiëüêè îäíà v1, ó 3-é � òðè
âåðøèíè: v2, v5 òà v6 i ò. ä. Êîìïîíåíòè ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi ó ìàòðèöi M ïåðåíóìåðîâàíi çà ñâî¨ì ÷àñòêîâèì
óïîðÿäêóâàííÿì. Ñàìå ÷àñòêîâå óïîðÿäêóâàííÿ çàïèñàíå ó ìàòðèöi D (7.23). Îäèíèöÿ îçíà÷à¹ äîñÿæíiñòü ç
ÿêî¨ñü êîìïîíåíòè äî ÿêî¨ñü, à íóëü � âiäñóòíiñòü äîñÿæíîñòi. Çîêðåìà, d12 = 0 îçíà÷à¹, ùî ç 1-¨ êîìïîíåíòè
(v9) 2-à êîìïîíåíòà (v1) íå äîñÿãà¹òüñÿ. Òàê ñàìî ç 4-¨ êîìïîíåíòè (v10) íå äîñÿãà¹òüñÿ 5-à (v3). Â óñiõ iíøèõ
âèïàäêàõ êîìïîíåíòà ç áiëüøèì íîìåðîì çàâæäè äîñÿãà¹òüñÿ ç êîìïîíåíòè ç ìåíøèì íîìåðîì. Íà ìàë. 7.4à
ïîêàçàíèé íàø îðãðàô ç ìàë. 7.2, íà ÿêîìó ïîçíà÷åíi êîìïîíåíòè ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi, à íà ìàë. 7.4á � ¨õí¹
÷àñòêîâå óïîðÿäêóâàííÿ.

Ùîá íå çàòiíÿòè, íà ìàë. 7.4á ïîêàçàíi ëèøå ðåàëüíi äóãè ìiæ êîìïîíåíòàìè, à íå òðàíçèòèâíå óïîðÿäêó-
âàííÿ, ÿêå çàïèñàíå ó ôîðìóëi (7.23). Òîáòî, íàïðèêëàä, ó (7.23) d15 = 1, ùî îçíà÷à¹ äîñÿæíiñòü êîìïîíåíòè
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c5 iç c1. Íà ìàë. 7.4á öÿ äîñÿæíiñòü òåæ ¹, àëå ÷åðåç c3.
Âèäíî, ùî ìiæ êîìïîíåíòàìè c1 òà c2 óïîðÿäêóâàííÿ âiäñóòí¹, òàê ñàìî ÿê i ìiæ c4 òà c5.
Çàóâàæèìî, ùî öåé àëãîðèòì ìîæå çàñòîñîâóâàòèñÿ é äî âèçíà÷åííÿ êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi çâè÷àéíîãî

(íåîði¹íòîâàíîãî) ãðàôà. Äëÿ öüîãî òðåáà äîäàòè äî îðãðàôà m äóã, çâîðîòíèõ äî êîæíî¨ íàÿâíî¨. Òîäi êîæíà
ïàðà äîñÿæíèõ â îäèí áiê âåðøèí îðãðàôà ñòàíå âçà¹ìíî äîñÿæíîþ ïàðîþ âåðøèí, òîáòî áóäå âõîäèòè â
îäíó êîìïîíåíòó ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi îðãðàôà. I âñi òåïåð âæå âçà¹ìíî äîñÿæíi âåðøèíè òåæ óâiéäóñü äî îäíi¹¨
êîìïîíåíòè ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi. Ò. ÷., çíàéäåíi êîìïîíåíòè ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi äîïîâíåíîãî çâîðîòíèìè äóãàìè
îðãðàôà áóäóòü ñïiâïàäàòè ç êîìïîíåíòàìè çâ'ÿçíîñòi ãðàôà.


