Лекція 5 Стохастична оптимізація
5.1 Стохастична оптимізація

Стохастична оптимізація — це потужний математичний підхід, який використовується для пошуку найкращого або оптимального розв’язку задачі з випадковими величинами. У контексті ШІ ця техніка відіграє ключову роль у підвищення продуктивності алгоритмів машинного навчання та оптимізація складних систем.
Стохастичні методи або методи випадкового пошуку отримали достатньо широке поширення при побудові оптимальних рішень в різних додатках. Це пояснюється в тим, що із зростанням розмірності задач різко знижується ефективність регулярних методів пошуку (детермінованих): так зване «прокляття розмірності».
Стохастичні процеси, стохастичний градієнтний спуск, стохастичні моделі та алгоритми стохастичної оптимізації основні компоненти інструментарію машинного навчання. Розуміючи та використовуючи силу стохастичності, ми можемо розкрити повний потенціал машинного навчання для вирішення складних проблем реального світу. Стохастичне моделювання використовується для знаходження рішення в умовах невизначеності та ризиків.
Часто інформація про оптимізованого об’єкта занадто мала для того, щоб можна було застосувати детерміновані методи. Досить часто стохастичні алгоритми використовують при пошуку оптимального рішення в системах управління, коли відгук системи можна отримати тільки при завданні управляючих впливів 
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 на її входах. В таких ситуаціях стохастичні алгоритми можуть виявитися значно ефективніше детермінованих.

Стохастична оптимізація відіграє важливу роль в аналізі, проектуванні та продуктивності сучасних систем. Стохастична оптимізація зазвичай розглядає проблеми з двох точок зору: через цільові функції (функції витрат) або через обмеження.
Стохастичне програмування є потужною технікою, яка може оптимізувати свої рішення в умовах невизначеності. Це дозволяє моделювати складні сценарії, які включають випадкові змінні, такі як попит, ціни, погода чи збої, і знаходити найкращі рішення, які збалансовують ризик і винагороду.
Основним недоліком стохастичних методів є те, що їх точність не дуже хороша, хоча зазвичай отримані рішення досить близькі до оптимальних. З цієї причини вони, як правило, не використовуються, якщо є інший метод. Інший недолік стохастичних методів полягає в тому, що вони повільні без допомоги комп’ютера. Під випадковими або статистичними методами пошуку будемо розуміти методи, які використовують елемент випадковості або при зборі інформації про цільову функцію при пробних кроках, або для покращення значень функції при робочому кроці. Випадковим чином може вибиратися напрямок спуску, довжина кроку, величина кроку при порушенні обмеженні і т.д. Статистичні алгоритми мають ряд переваг:
 − простота реалізації і налагодження програм;
 − надійність;
 − універсальність;
 − можливість введення операцій навчання в алгоритм пошуку;
 − можливість введення операцій прогнозування оптимальної точки (оптимального рішення).

Прийнято вважати, що перевага стохастичних методів проявляється із зростанням розмірності задач, тому що обчислювальні витрати в детермінованих методах пошуку з ростом розмірності ростуть швидше, ніж в статистичних алгоритмах. 
Серед стохастичних методів необхідно виділити методи, які спираються на статистичні оцінки. Серед таких методів ми розглядали метод Байєса прийняття рішень в умовах ризиків та невизначеності, прийняття рішень на основі «дерева рішень», ігрові методи. Статистичні методи мають широке застосування у задачах де вхідні сигнали можна розглядати як композицію корисного сигналу та шуму. 

Наступний недолік статистичних методів полягає в тому, що вони повинні спиратись на достовірну статистику, що має на увазі великий об’єм спостережень. 

Розрізняють спрямований та неспрямований випадковий пошук. Неспрямований випадковий пошук. При такому пошуку всі наступні випробування проводять абсолютно незалежно від результатів попередніх. Збіжність такого пошуку дуже мала, але є важлива перевага, пов'язана з можливістю вирішення задач (шукати глобальний екстремум). Прикладом неспрямованого пошуку є простий випадковий пошук.
Спрямований випадковий пошук. У цьому випадку окремі випробування пов'язані між собою. Результати проведених випробувань використовуються для формування наступних. Як правило, випадковість використовується при формуванні напрямку спуску. Збіжність таких методів, як правило, вище, але самі методи зазвичай призводять тільки до локальних екстремумів.
5.2. Алгоритми локального пошуку 

5.2.1. Простий випадковий пошук 

Розглядається задача пошуку екстремуму функції з обмеженнями. Необхідно вирішити задачу мінімізації функції 
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Рис. Простий випадковий пошук
В даній області за рівномірним законом вибираємо випадкову точку 
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 і обчислюємо в ній значення функції 
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. Потім таким же чином вибираємо випадкову точку 
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 і обчислюємо 
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. Запам'ятовуємо мінімальне з цих значень і відповідну точку.  Далі генеруємо нову точку. Робимо N експериментів після чого кращу точку беремо в якості рішення задачі (точку в якій функція має мінімальне значення серед всіх «випадково» генерованих).

Оцінимо число експериментів необхідне для знаходження рішення (точки мінімуму) із заданою точністю. Нехай n-розмірність вектору змінних. Об'єм n-мірного прямокутника в якому ведеться пошук мінімуму:
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Якщо необхідно знайти рішення з точністю 
[image: image10.wmf]1

e

 по кожній із змінних, то ми повинні потрапити в окіл оптимальної точки з об'ємом: 
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Вірогідність влучення в цей окіл при одному випробуванні дорівнює 
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. Випробування незалежні, тому ймовірність не потрапляння за N експериментів дорівнює 
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. Ймовірність того, що ми знайдемо рішення за N випробувань: 
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. З цього рівняння ми легко можемо отримати оцінку необхідного числа випробувань для відповідного мінімуму з відповідною точністю: 
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. Закономірність між заданою точністю 
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 та кількістю експериментів наведена у табл.. 
Таблиця 

Необхідна кількість експериментів
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	0,8
	0,9
	0,95
	0,99
	0,999

	0,1
	16
	22
	29
	44
	66

	0,025
	64
	91
	119
	182
	273

	0,01
	161
	230
	229
	459
	688

	0,005
	322
	640
	598
	919
	1379

	0,001
	1609
	3203
	2995
	4603
	6905


Для екстремальних задач на областях зі складною геометрією, зазвичай, цю область вписують в n-мірний паралелепіпед в якому генерують випадкові точки по рівномірному закону, залишаючи тільки ті, які попадають в задану допустиму область (рис. ).
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Рис. Простий випадковий пошук на складній області

5.2.2. Алгоритм проб 

Алгоритм парної роби. В алгоритмі парної проби розділені пробний і робочий кроки. Нехай знайдено на k-му 
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 – кроці найменше значення мінімізуємої функції 
[image: image22.wmf](

)

x

f

. По рівномірному закону генерується випадковий одиничний вектор 
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 і по обидві сторони від вихідної точки 
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 робляться дві проби, тобто проводимо обчислення функції у точка 
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, де g - величина пробного кроку. Робочий крок робиться у напрямі найменшого значення цільової функції. Чергове наближення визначається співвідношенням (рис. ):
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Рис. Алгоритм парної проби
Особливістю цього алгоритму є його здатність до «блукання». Навіть коли знайшли екстремум, алгоритм здатен процес пошуку направити в інший бік.
Алгоритм кращої проби. Модифікацією цього алгоритму є алгоритм кращої проби. . Генерується m випадкових одиничних векторів 
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 обчислюється значення функції. Обирається той напрямок, який призводить до найбільшого зменшення функції:
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У даному напрямку робиться крок 
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 може визначатися як результат мінімізації у напрямку, який визначається найкращою пробою, або вибиратися за певним правилом. Із збільшенням числа проб обраний напрямок наближається до напряму 
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Якщо функція 
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 близька до лінійної, то є можливість прискорити пошук, роздивляючись разом із найкращою і найгіршу пробу. Тоді робочий крок можна робити або у напрямку найкращої, або у напрямку, протилежному найгіршій пробі.
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Рис. Алгоритм найкращої проби

5.2.3 Метод статичного градієнту
Це один з найбільш простих та ефективних методів випадкового пошуку.  Нехай знайдено на k-му 
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 – кроці найменше значення мінімізуємої функції 
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 обчислюється значення функції. Для кожної проби запам’ятовуємо приріст функції: 
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Після цього формуємо векторну суму:
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співпадає з напрямом градієнта цільової функції. При скінченному m вектор 
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 являє собою статичну оцінку напряму градієнта. В напрямі 
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При виборі оптимального значення λ, яке мінімізує функцію в заданому напрямі, ми отримуємо статистичний варіант методу найшвидшого спуску. Суттєва перевага перед детермінованими алгоритмами полягає в можливості прийняття рішення про напрям робочого кроку при 
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 и невипадкових ортогональних робочих кроках, напрямлених вздовж осей координат, алгоритм вироджується в градієнтний метод (рис. ).
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Рис. Метод статичного градієнту
5.2.4 Метод глобального пошуку
Випадковий пошук набуває вирішального значення при рішенні багатьох екстремальних задач і оптимізації складних об’єктів. В загальному випадку рішення багатьох екстремальних задач майже неможливе без елементу випадковості. Розглянемо деякі варіанти пошуку глобального екстремуму. 
Варіант 1. В допустимій області D випадковим чином обирають точку 
[image: image53.wmf]D

x

Î

1

. Прийнявши цю точку за початкову та використовуючи деякий детермінований метод чи алгоритм направленого випадкового пошуку, виконується спуск в точку локального мінімуму 
[image: image54.wmf]D

x

Î

*

1

, в області тяжіння якого опинилась точка 
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Рис. Варіант 1
Пошук припиняється, як тільки за задане число m раз не вдається знайти точку локального екстремуму зі значенням функції, меншим попередніх.

Варіант 2. Нехай отримана деяка точка локального екстремуму 
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 за допомогою детермінованого алгоритму чи направленого випадкового пошуку отримаємо точку локального екстремуму 
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[image: image65.wmf]3

x

, для якої справедлива нерівність 
[image: image66.wmf](

)

(

)

*

2

3

x

f

x

f

<

, і знову спуск у точку локального екстремуму 
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, і т.д. Пошук припиняється, якщо при генерації деякого числа нових випадкових точок не вдається знайти кращу, ніж попередній локальний екстремум, який тоді і використовується в якості рішення.
Варіант 3. Нехай 
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 – деяка початкова точка пошуку в області D, з якої виконується спуск в точку локального екстремуму 
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 рухаємось або у випадковому напрямі, або у напрямі 
[image: image72.wmf]0
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 доти, доки функція знову не почне зменшуватись (виходимо з області тяжіння 
[image: image73.wmf]*
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). Отримана точка 
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 приймається за початок наступного спуска. В результаті знаходимо новий локальний екстремум 
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 зі значенням функції 
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 забувається і її місце займає точка 
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, то повертаємось в точку 
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 і рухаємось з неї у випадковому напрямку (рис. ).
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Рис. Варіант 3

Процес зупиняється, якщо не вдається знайти кращий локальний мінімум після заданої кількості спроб або не вдається знайти «випадкового» напряму, в якому функція починає спадати. Такий підхід дозволяє знайти глобальний екстремум у випадку зв’язних допустимих областей.
Варіант 4. В допустимій області D розташовуємо m випадкових точок і обираємо з них найкращу, тобто ту, в якій значення функції є мінімальним. З обраної точки виконуємо локальний спуск. А далі навколо траєкторії спуску утворюємо заборонену область. В залишеній області випадковим чином розташовуємо точки і з кращої з них виконуємо спуск в точку локального екстремуму. Навколо нової траєкторій також будуємо заборонену область і так далі (рис. ).

[image: image83.png]x1





Рис. Варіант 4

Пошук зупиняється, якщо не вдається знайти найкращого локального екстремуму за задану кількість спроб. 

Зауваження: Комбінація випадкового пошуку з детермінованими методами застосовується не тільки для рішення задач з багатьма екстремумами. Часто до такої комбінації звертаються в ситуаціях, коли детерміновані методи стикаються з тими чи іншими причинами (застрягають на дні вузького яру, у сідловій точці, тощо). Крок у випадковому напрямку часом дозволяє долати таку ситуацію, тупикову для детермінованого алгоритму.

5.3 Статистичні моделі
В статистичних моделях присутня випадкова величина, закон розподілу якої відомий і може бути заданий варіаційним рядом а основі чого можна знайти статистичні оцінки цієї величини. Розглянемо декілька прикладів статистичних моделей.

Азартна гра. Розглянемо гру у рулетку на яку нанесено послідовно n чисел. Відома ймовірність 
[image: image84.wmf]i
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 того, що колесо зупиниться на i-й цифрі. Гравець сплачує 
[image: image85.wmf]x

 гривень за можливість зробити 
[image: image86.wmf]m

 обертів. За правилами гри гравець отримує суму рівну подвоєному числу, яке випало при останньому повороті рулетки. Гра може повторюватись велику кількість разів. Необхідно розробити оптимальну стратегію гравця, щоб очікує мий прибуток був максимальним. 

Задачу можна розглядати як задачу динамічного програмування. Для цього введемо наступні позначення.
1. Етап і відповідає і-му оберту колеса 
[image: image87.wmf]m
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2. Альтернативи у стратегії полягають у наступному – продовжити гру чи припинити.
3. Стан системи j на кожному етапі i представляється одним з чисел 1…n яке випало при останньому оберті.
Нехай 
[image: image88.wmf](
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 – максимальний очікуємий прибуток на 
[image: image89.wmf]i

-му етапі і остання випавши цифра  дорівнює 
[image: image90.wmf]j
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Очікуваний прибуток = 
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, якщо гра закінчується або = 
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, якщо гра продовжується. Тоді цільову функцію можна записати наступним чином:
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При першому оберті колеса 
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 стан системи відповідає 
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 так як гра тільки почалась, отже:
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. Після виконання останнього оберту колеса 
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 залишається лише один вибір закінчити гру незалежно від результату 
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 обертання. Отже, 
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. Рекурентні обчислення починаються з 
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 і зводяться в таким чином до 
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 обчислювального етапу. Оскільки 
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 є очікуваним прибутком від усіх m обертань колеса, а гра обходиться гравцеві в х доларів, отримуємо наступне:
Очікуваний прибуток = 
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Приклад. Припустимо, що по периметру колеса рулетки розставлені числа від 1 до 5. Імовірності 
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 зупинки колеса на числі i відповідно дорівнюють наступному: 
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Гравець платить 5 грн.. за можливість зробити не більше чотирьох обертів колеса. Визначимо оптимальну стратегію гравця для кожного з чотирьох обертань і знайдемо відповідний очікуваний виграш.

Етап 5. 
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	Результат 4-го оберту
	Оптимальне рішення
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	завершити

	2
	4
	завершити

	3
	6
	завершити

	4
	8
	завершити

	5
	10
	завершити


Етап 4. 
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	Результат 3-го оберту
	          Очікуваний прибуток       Оптимальне рішення

	
	Завершити
	Продовжити
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	    Розв’язок
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	продовжити

	2
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	продовжити

	3
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	10
	завершити


Етап 3. 
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	Результат 2-го оберту
	          Очікуваний прибуток       Оптимальне рішення

	
	Завершити
	Продовжити
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	    Розв’язок

	1
	2
	6,15
	6,15
	продовжити
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	4
	6,15
	6,15
	продовжити
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	6,15
	продовжити
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	завершити

	5
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	6,15
	10
	завершити


Етап 2. 
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	Результат 1-го оберту
	          Очікуваний прибуток       Оптимальне рішення

	
	Завершити
	Продовжити
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	    Розв’язок

	1
	2
	6,8125
	6,8125
	продовжити

	2
	4
	6,8125
	6,8125
	продовжити

	3
	6
	6,8125
	6,8125
	продовжити

	4
	8
	6,8125
	8
	завершити

	5
	10
	6,8125
	10
	завершити


Етап 1. 
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На початку гри єдиним вибором є обертання колеса. З попередніх таблиць випливає, що оптимальним рішенням буде наступна послідовність дій.
	Номер оберту
	Оптимальна стратегія

	1
	Початок гри – обертати

	2
	Продовжити гру, якщо при 1, 2, 3, інакше завершити

	3
	Продовжити гру, якщо при 1, 2, 3, інакше завершити

	4
	Продовжити гру, якщо при 1, 2, інакше завершити

	Очікуваний прибуток від гри 7,31-5=2,31


11.6 Задачі прийняття рішень на основі марківських процесів
Марківські процеси застосовуються при вирішенні стохастичних завдань, де зміни в системі можна представити у вигляді низки її станів, що чергуються. Перехідні ймовірності між станами описують Марківський ланцюг. Структура даних у цьому процесі представляється у вигляді матриць, елементи яких можуть у загальному вигляді змінюватися при переході з одного стану до іншого. У цьому випадку розглядаються стаціонарні дані, представлені в матриці перехідних ймовірностей P та матриці доходів R.

Розглянемо задачу прийняття рішень в умовах ризику з трьома альтернативами. Нехай задана матриця перехідних ймовірностей:

	
	
	Стан системи на наступному етапі

	
	Поточний стан системи
	
	1)
	2)
	3)

	
[image: image122.wmf]=
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	1)
	0,3
	0,6
	0,1

	
	
	2)
	0,1
	0,5
	0,4

	
	
	3)
	0
	0,6
	0,4


Матриця перехідних ймовірностей відображає ймовірності переходу системи з одного стану до іншого. Так, якщо в даний момент система перебуває в стані 2), то ймовірність того, що на наступному етапі вона перейде в стан 3) дорівнює 0,4.

Перехідні ймовірності можуть бути змінені шляхом організації будь-яких заходів. Так, наприклад, якщо представлена вище матриця перехідних ймовірностей характеризує попит, то при застосуванні різних заходів щодо стимулювання попиту (організація рекламної компанії) ця матриця може набути наступного вигляду:

	
	
	Стан системи на наступному етапі

	
	Поточний 
стан 
системи
	
	1)
	2)
	3)

	
[image: image123.wmf]=

2

P


	
	1)
	0,1
	0,6
	0,3

	
	
	2)
	0,05
	0,2
	0,75

	
	
	3)
	0,1
	0,2
	0,7


З кожною матрицею перехідних ймовірностей P пов'язують матрицю доходів R, яка визначає прибуток або збиток в залежності від станів, між якими здійснюється перехід. Нехай матриці R1 і R2 відповідають матрицям перехідних ймовірностей P1 і P2.

	
[image: image124.wmf]=

2

R


	
	1)
	2)
	3)
	
	
[image: image125.wmf]=
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	1)
	2)
	3)

	
	1)
	4
	3
	1
	
	
	1)
	1
	4
	6

	
	2)
	0
	2
	5
	
	
	2)
	-1
	2
	6

	
	3)
	-2
	-1
	2
	
	
	3)
	-2
	-1
	0


Елементи матриць враховують витрати, пов'язані із проведенням рекламної компанії. Відповідно, дохід чи збиток змінюватиметься залежно від ухваленого рішення. Особа, яка приймає рішення, може також цікавити оцінка очікуваного доходу за певної стратегії поведінки у разі того чи іншого стану системи. При цьому кажуть, що прийняття рішень описується стаціонарною стратегією.

Метою вирішення завдання є знаходження оптимальної стратегії, що максимізує очікуваний дохід. Слід зазначити, що структура марківського процесу дозволяє моделювати його з урахуванням моделі динамічного програмування. Причому період прогнозування може мати кінцеве чи нескінченне число етапів.

Модель динамічного програмування з кінцевим числом етапів

Нехай число станів кожного етапу дорівнює m. Позначимо через оптимальний очікуваний дохід, отриманий на етапах від n до N включно, за умови, що система знаходилася на початку етапу n у стані i.

Зворотне рекурентне рівняння, що зв'язує 
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 запишемо у вигляді:
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 – альтернативи, 
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– ймовірності переходу системи з i до j при альтернативі k, 
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 – елемент матриці доходів R при переході системи з i до j при альтернативі k, 
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 – дохід, який був отриманий на етапі n+1, коли система була в стані j.

Наведене рівняння базується на тому, що дохід 
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, що накопичується, виходить в результаті переходу зі стану i на етапі n в стан j етапі n+1 з ймовірністю 
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рекурентне рівняння динамічного програмування можна записати наступним чином:
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Для проміжних значень функція стану:
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Модель динамічного програмування з нескінченним числом етапів

Поведінка марківського процесу на довгостроковому горизонті характеризується його незалежності від початкового стану. У цьому випадку кажуть, що система досягла стану. Існує два методи вирішення таких завдань.

Перший метод (метод повного перебору) заснований на переборі всіх можливих стаціонарних стратегій завдання прийняття рішення. Цей підхід можна використовувати лише тоді, коли загальна кількість стаціонарних стратегій з погляду практичних обчислень є досить малою.

Другий метод (метод ітерації за стратегіями), як правило, ефективніший, оскільки визначає оптимальну стратегію ітераційним шляхом.

Метод повного перебору

Припустимо, що завдання прийняття рішень має S стаціонарних стратегій. Нехай PS і RS – матриці перехідних (однокрокових) ймовірностей і доходів, відповідні стратегії, що застосовуються, 
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. Метод перебору включає чотири кроки:

Крок 1. Обчислюємо 
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 – очікуваний дохід, що отримується за один етап при стратегії для заданого стану i, 
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Крок 2. Обчислюємо 
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 – довгострокові стаціонарні ймовірності матриці перехідних ймовірностей PS, що відповідають стратегії s. Ці ймовірності (якщо вони існують) визначають з рівнянь:
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Крок 3. Обчислюємо ES – очікуваний дохід за один крок (етап) за обраної стратегії s:
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Крок 4. Оптимальна стратегія s* визначається за умови, що
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Метод ітерації стратегій без дисконту

При збільшенні числа стаціонарних стратегій кількість комбінацій може бути неприпустимо великою. Тому використання методу повного перебору найчастіше невиправдано, оскільки потребує великих витрат машинного часу. Метод ітерацій стратегій позбавлений цього недоліку.

Метод ітерацій стратегій ґрунтується на наступному. Для будь-якої конкретної стратегії очікуваний сумарний дохід за n-тий етап визначається рекурентним рівнянням.
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Покладемо, що 
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, то очікуваний дохід за один етап буде визначатись із системи 
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лінійних рівнянь:
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 невідомими 
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Так як є m рівнянь з 
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 невідомими, оптимальне значення 
[image: image155.wmf]Е

 не можна визначити за один крок. У зв'язку з цим використовується ітеративна процедура, що починається з довільної стратегії, а потім визначається нова стратегія, що дає краще значення Е. Ітеративний процес закінчується, якщо дві послідовні стратегії збігаються.

Ітеративний процес складається з двох основних кроків.

Крок 1.Оцінка параметрів.

Вибираємо довільну стратегію s. Використовуючи відповідні матриці PS і RS покладаючи 
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,щодо невідомих 
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Крок 2. Покращення стратегії.
Для кожного стану визначаємо альтернативу k, що забезпечує
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Тут використовуються значення 
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, визначені на етапі оцінювання параметрів. Результуючі оптимальні рішення станів 1, 2, …, m формують нову стратегію t. Якщо s і t ідентичні, алгоритм закінчується і t – оптимальна стратегія. В іншому випадку вважаємо s = t і повертаємось до кроку оцінювання параметрів.

Приклад 11.4. Завдання із скінченним числом етапів.
Меблевий магазин планує свою роботу на три місяці, при цьому директору магазину необхідно вирішити: які заходи щодо стимулювання попиту, залежно від стану справ, слід вжити для збільшення обсягу продажу. Розглядаються наступні варіанти стимулювання попиту:

· 3% знижка при наступній покупці;

· безкоштовна доставка;

· не робити нічого.

Крім того, фірма оцінює місячний обсяг продажів за 3-бальною шкалою як:

- відмінний;    - гарний;      - задовільний.

Відомі перехідні ймовірності та відповідні місячні доходи за кожним із трьох варіантів:
	3% знижка при наступній покупці

	P1 =
	 
	1
	2
	3
	
	R1 =
	 
	1
	2
	3

	
	1
	0,4
	0,5
	0,1
	
	
	1
	110
	100
	70

	
	2
	0,1
	0,6
	0,3
	
	
	2
	105
	90
	65

	
	3
	0
	0,2
	0,8
	
	
	3
	100
	85
	60


	Безкоштовна доставка

	P1 =
	 
	1
	2
	3
	
	R1 =
	 
	1
	2
	3

	
	1
	0,3
	0,6
	0,1
	
	
	1
	130
	110
	90

	
	2
	0
	0,4
	0,6
	
	
	2
	130
	100
	85

	
	3
	0
	0,2
	0,8
	
	
	3
	125
	98
	80


	Не робити нічого

	P3 =
	 
	1
	2
	3
	
	R3 =
	 
	1
	2
	3

	
	1
	0,3
	0,3
	0,4
	
	
	1
	100
	90
	70

	
	2
	0,1
	0,7
	0,2
	
	
	2
	110
	95
	65

	
	3
	0,05
	0,2
	0,75
	
	
	3
	100
	85
	60


Знайти оптимальну стратегію стимуляції попиту наступних 3 місяців.
Розв’язок. У даному випадку число етапів – 3 (місяця), число станів на кожному етапі m = 3 (попит відмінний, хороший, задовільний).

Обчислимо значення 
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Складемо матрицю доходу:

	i
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	1
	101
	114
	85

	       2
	84
	91
	90,5

	3
	65
	83,6
	67


Будемо враховувати витрати на кожну стратегію (10, 20, 0):
	Етап 3:
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	Оптимальне рішення

	i
	k = 1
	k = 2
	k = 3
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	1
	101
	114
	85
	114
	2

	2
	84
	91
	90,5
	91
	2

	3
	65
	83,6
	67
	83,6
	2

	Етап 2:
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	Оптимальне рішення

	i
	k = 1
	k = 2
	k = 3
	
[image: image182.wmf](
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	1
	101 + 0,4·114 + 0,5·91 + 0,1·83,6 = 200,46
	211,16
	179,94
	211,16
	2

	2
	84 + 0,1·114 + 0,6·91 + 0,3·83,6 = 175,08
	177,56
	182,32
	182,32
	3

	3
	65 + 0·114 + 0,2·91+ 0,8·83,6 = 150,8
	168,68
	153,6
	168,68
	2

	Етап 1:
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	Оптимальне рішення

	i
	k = 1
	k = 2
	k = 3
	
[image: image185.wmf](
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[image: image186.wmf]*

k



	1
	101 + 0,4·211,16 + 0,5·182,32 + 0,1·168,68 = 293,49
	303,61
	270,52
	303,61
	2

	2
	84 + 0,1·211,16 + 0,6·182,32 + 0,3·168,68 = 265,11
	265,14
	272,98
	272,98
	3

	3
	65 + 0·211,16 + 0,2·

·182,32 + 0,8·168,68 = 236,41
	255,01
	240,53
	255,01
	2


Оптимальне рішення показує, що у 1-ий і другий місяці підприємству слід стимулювати попит шляхом організації безкоштовної доставки, за умови, що рівень 
[image: image187]попиту перебуває або у відмінному, або у задовільному стані. Якщо ж рівень попиту добрий, то не слід нічого робити. У 3-му місяці магазину слід організувати безкоштовну доставку меблів незалежно від стану системи. Сумарний очікуваний дохід за 3 місяці становитиме при хорошому рівні продажів у перший місяць,- при оптимальному рівні і 
[image: image188.wmf](
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 – при задовільному рівні продажів у перший місяць.
5.3 Фільтр Калмана

Фільтр Калмана – алгоритм адаптивного покрокового управління. Для роботи фільтра Калмана потрібно:
- модель системи. Модель має бути лінійною.

- вибрати змінні, що описуватимуть стан системи (“вектор стану”).

- модель спостереження. Ми будемо проводити вимірювання та обчислення в дискретні моменти часу (наприклад, 10 разів на секунду). 

- для роботи фільтра достатньо даних вимірювань у поточний час і результатів обчислень з попереднього часу.
Алгоритм працює ітеративно. На кожному кроці алгоритм бере дані датчиків (з шумом та іншими проблемами) вектор стану з попереднього кроку і за цими даними оцінює стан системи на поточному кроці. Крім того, він ще відстежує, наскільки ми можемо бути впевнені, що наш поточний вектор станів відповідає справжньому стану справ (розкид значень для кожної змінної у векторі).
Введемо наступні позначення:

[image: image189.wmf]x

 – вектор стану;

[image: image190.wmf]P

 – міра невизначеності вектора стану. Являє собою коваріаційну матрицю.

Вміст вектора стану залежить від задачі, що розв'язується. Наприклад, ми можемо відстежувати координати об'єкта, а також його швидкість та прискорення. В цьому випадку виходить вектор із трьох змінних: {позиція, швидкість, прискорення} (для одновимірного випадку; для 3D світу буде по одному такому набору для кожної осі, тобто 9 значень у векторі)
Модель стану зручно представляти як різницевого матричного рівняння:
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перший доданок 
[image: image192.wmf]1
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 – це якраз модель еволюції процесу. А матриця F (також зустрічаються позначення 
[image: image193.wmf]F

, A) – називається матрицею процесу (state transition matrix). Вона визначає систему лінійних рівнянь, що описують, як виходить новий стан системи з попереднього.

Наприклад, для рівноприскореного руху матриця виглядатиме
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Перший рядок матриці – добре знайоме рівняння 
[image: image195.wmf](
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. Аналогічно, другий рядок матриці визначає зміну швидкості. Третій рядок визначає зміну прискорення.

Не завжди можна виміряти необхідні для нас параметри безпосередньо (наприклад, ми вимірюємо швидкість обертання колеса, хоча нас цікавить швидкість автомобіля). Модель спостереження описує зв'язок між змінними станами та вимірюваними величинами:
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[image: image197.wmf]z

 – вектор виміру/спостереження. Це значення, що отримуються з датчиків системи. Перший доданок 
[image: image198.wmf]k
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 – модель, що зв'язує вектор стану 
[image: image199.wmf]x

 з відповідними показаннями датчиків. (Такий вибір моделі може здатися дивним, адже наше завдання — отримати 
[image: image200.wmf]x

 з 
[image: image201.wmf]z

, а ця модель отримує 
[image: image202.wmf]z

 з 
[image: image203.wmf]x

. Але це дійсно так. Зокрема, це необхідно тому, що деякі змінні стану 
[image: image204.wmf]x

 можуть бути відсутні в 
[image: image205.wmf]z

).

Другий доданок 
[image: image206.wmf]v

 – це вектор помилок вимірювання. Як і у випадку з попередніми помилками, передбачається, що вона має нормальний розподіл із нульовим математичним очікуванням. R – коварійна матриця, що відповідає вектору 
[image: image207.wmf]v

.

Нехай на роботі встановлений один єдиний датчик – приймач GPS ( "вимірює" положення). У цьому випадку матриця H виглядатиме так:
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Рядки матриці відповідають змінним у векторі стану, стовпці – елементам вектора вимірів. У першому рядку матриці знаходиться значення "1" так як одиниця виміру положення у векторі стану збігається з одиницею вимірювання значення у векторі вимірів. Інші рядки містять "0" тому що змінні стану відповідні цим рядкам не вимірюються датчиком.

Для налаштування фільтра нам потрібно буде заповнити кілька коваріаційних матриць: P, R та Q (матриці залежності між декількома випадковими величинами).


[image: image209.wmf]P

 – коварійна матриця стану. Квадратна матриця, порядок матриці дорівнює розміру вектора стану

Ця матриця визначає “впевненість” фільтра щодо оцінки змінних стану. Алгоритм самостійно оновлює цю матрицю у процесі роботи. Однак потрібно встановити початковий стан разом з вихідним припущенням про вектор стану.

У багатьох випадках нам невідомі значення коваріації між змінними для початкового стану (елементи матриці, розташовані поза головною діагоналлю). Тому можна проігнорувати їх, встановивши рівними 0. Фільтр самостійно оновить значення у процесі роботи. Якщо ж значення коваріації відомі, то, звичайно, варто їх використовувати.

Дисперсію ж проігнорувати не вийде. Необхідно встановити значення дисперсії в залежності від нашої впевненості у вихідному векторі стану. Для цього можна скористатися правилом трьох сигм: значення випадкової величини потрапляє в діапазон 
[image: image210.wmf]s
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 з ймовірністю 99.7%.

Приклад. Допустимо, нам потрібно встановити дисперсію для змінного стану – швидкості робота. Ми знаємо, що максимальна швидкість пересування робота — 10 м/с. Але початкове значення швидкості нам невідоме. Тому ми виберемо початкове значення змінної — 0 м/с, а середньоквадратичне відхилення 
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. Відповідно, дисперсія 
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[image: image214.wmf]R

 – коварійна матриця шуму вимірювань. Квадратна матриця, порядок матриці дорівнює розміру вектора спостереження (кількості вимірюваних параметрів).

У багатьох випадках вважатимуться, що виміри не корелюють друг з одним. У цьому випадку матриця 
[image: image215.wmf]R

 буде діагональною матрицею, де всі елементи поза головною діагоналі дорівнюють нулю. Достатньо встановити значення дисперсії для кожного вимірюваного параметра. Іноді ці дані можна знайти в документації до датчика, що використовується. Однак, якщо довідкової інформації немає, можна оцінити дисперсію, вимірюючи датчиком заздалегідь відоме еталонне значення, або скористатися правилом трьох сигм.


[image: image216.wmf]Q

 – коварійна матриця помилки моделі. Квадратна матриця, порядок матриці дорівнює розміру вектора стану.

З цією матрицею зазвичай виникає найбільше запитань. Що означає помилка моделі? Який сенс цієї матриці та за що вона відповідає? Як заповнювати цю матрицю? Розгляньмо все по порядку.

Щоразу, коли фільтр передбачає стан системи, використовуючи модель процесу, він збільшує невпевненість у оцінці вектора стану. Для одновимірного випадку формула виглядає приблизно так:

[image: image217.wmf]Q
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Якщо встановити дуже маленьке значення 
[image: image218.wmf]Q

, то етап прогнозування буде слабо збільшувати невизначеність оцінки. Це означає, що ми вважаємо, що наша модель точно описує процес. Якщо ж встановити велике значення 
[image: image219.wmf]Q

, то етап прогнозування сильно збільшуватиме невизначеність оцінки. Таким чином, ми показуємо, що модель може містити неточності або невраховані фактори.

Для багатовимірного випадку формула виглядає дещо складніше, але схожо. Однак, є важлива відмінність: ця матриця вказує, на які змінні стани в першу чергу впливатимуть помилки моделі та невраховані фактори.

Допустимо, ми відслідковуємо переміщення робота, використовуючи модель рівноприскореного руху, і вектор стану містить такі змінні: положення x, швидкість і прискорення a. Однак наша модель не враховує, що на дорозі зустрічаються нерівності.

Коли робот проходить нерівність, показання датчиків і прогноз моделі почнуть розходитися. Структура матриці 
[image: image220.wmf]Q

 визначатиме, як фільтр відреагує на цю розбіжність.

Можна висунути різні припущення щодо шуму. Для нашого прикладу з рівноприскореним рухом було б логічно припустити, що невраховані чинники (нерівність дороги) насамперед впливають на прискорення. Цей підхід застосовується до багатьох структур моделі, де у векторі стану є змінна і кілька її похідних за часом (наприклад, положення і похідні: швидкість і прискорення). Матриця 
[image: image221.wmf]Q

 вибирається таким чином, щоб найбільше значення відповідало найвищому порядку похідної.

Як заповнюється матриця 
[image: image222.wmf]Q

? Зазвичай використовують модель-наближення. Розглянемо з прикладу моделі рівноприскореного руху:
Модель неперервного білого шуму. Припускаємо, що прискорення постійне на кожному кроці. Але через нерівності дороги прискорення насправді постійно змінюється. Ми можемо припустити, що зміна прискорення відбувається під впливом незперервного білого шуму з нульовим математичним очікуванням (тобто усереднівши всі невеликі зміни прискорення за час руху робота ми отримуємо 0).
У цій моделі матриця 
[image: image223.wmf]Q

 розраховується так:
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Ми формуємо матрицю 
[image: image225.wmf]c

Q

 відповідно до структури вектора стану. Найвищому порядку похідної відповідає нижній правий елемент матриці. Якщо у векторі стану декілька таких змінних, то кожна з них враховується в матриці. Для нашої моделі рівноприскореного руху матриця виглядатиме так:
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[image: image227.wmf]s

F

 – спектральна щільність потужності білого шуму.

Підставляємо матрицю процесу, що відповідає нашій моделі:
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Після перемноження та інтегрування отримуємо:
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Найпростіший підхід. У деяких випадках вдаються до грубого спрощення: встановлюють всі елементи матриці 
[image: image230.wmf]Q

 рівними нулю, крім елементів, відповідних максимальним порядкам похідних змінних стану.

Дійсно, якщо розрахувати 
[image: image231.wmf]Q

 за одним із наведених вище методів, при досить малих значеннях 
[image: image232.wmf]t
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 значення елементів матриці
[image: image233.wmf]Q

  виявляються дуже близькими до нуля.

Тобто, для нашої моделі рівноприскореного руху можна взяти матрицю 
[image: image234.wmf]Q

 наступного виду:
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І хоча такий підхід не зовсім коректний, його можна використовувати як перший наближення або для експериментів. Без сумніву, не варто вибирати матрицю 
[image: image236.wmf]Q

 таким чином для будь-яких важливих завдань без вагомих причин.

Важливе зауваження. У всіх прикладах вище використовується вектор стану 
[image: image237.wmf]x
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 і може здатися, що у всіх випадках дисперсія, що відповідає найвищому порядку похідної, знаходиться в нижньому правому куті матриці. Це не так. Розглянемо вектор стану 
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Матриця
[image: image239.wmf]Q

 буде представляти собою блочну матрицю, де окремі блоки 3х3 елементів будуть відповідати групам 
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 та 
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. Інші елементи матриці дорівнюватимуть нулю.
Дисперсія, що відповідає найвищим порядкам похідних 
[image: image242.wmf]x
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 перебуватиме на 3-й і 5-й позиціях на головній діагоналі матриці.


[image: image244.wmf]R
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Метод К-середніх
Маємо масив спостережень (об'єктів), кожен з яких має певні значення за рядом ознак. Відповідно до цих значень об'єкт розташовується у багатовимірному просторі.

1. Дослідник визначає кількість кластерів k
[image: image246.wmf]k

, що необхідно утворити

2. Випадковим чином обирається k
[image: image247.wmf]k

 спостережень, які на цьому кроці вважаються центрами кластерів

3. Кожне спостереження «приписується» до одного з k 
[image: image248.wmf]k

 кластерів — того, відстань до якого найкоротша

4. Розраховується новий центр кожного кластера як елемент, ознаки якого розраховуються як середнє арифметичне ознак об'єктів, що входять у цей кластер

5. Відбувається така кількість ітерацій (повторюються кроки 3-4), поки кластерні центри стануть стійкими (тобто при кожній ітерації в кожен кластер потрапляють одні й ті самі об'єкти), дисперсія всередині кластера буде мінімізована, а між кластерами — максимізована

Вибір кількості кластерів робиться на основі дослідницької гіпотези. Якщо її немає, то рекомендують спочатку створити 2 кластери, далі 3, 4, 5, порівнюючи отримані результати.

https://habr.com/ru/companies/singularis/articles/516798/ приклад python
https://habr.com/ru/articles/166693/
https://habr.com/ru/articles/594249/ фільтр калмана у картинках

https://sohabr.net/habr/post/358868/
https://pure.iiasa.ac.at/id/eprint/523/1/Stochastic%20programming%20methods.pdf стохастическая оптимизация уч
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