Лекція 4
3.3 Нелінійні методи оптимізації

Завдання нелінійного програмування практично виникають досить часто, коли, наприклад, витрати зростають не пропорційно кількості закуплених чи вироблених товарів. Загальних способів рішення, аналогічних симплекс-методу лінійного програмування, для нелінійного програмування немає. У кожному даному випадку спосіб вибирається в залежності від виду функції 
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Багато завдань нелінійного програмування можуть бути наближені до завдань лінійного програмування, і знайдено близьке до оптимального рішення.
З курсу вищої математики Вам відомий метод знаходження локального екстремуму – метод множників Лагранжа.

У випадку, коли екстремальна точка 
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х

 лежить на границі допустимої множини, вона не обов’язково є стаціонарною.  Але за деякої додаткової умови, якщо замінити цільову функцію 
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 так званою функцією Лагранжа:
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 – ліві частини всіх граничних умов), можна дістати того, щоб граничні екстремальні точки функції 
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 були стаціонарними точками функції Лагранжа 
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 при відповідних значеннях параметрів 
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. При цьому повинна виконуватись умова регулярності, яка полягає в лінійній незалежності граничних обмеженнях 
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в точці 
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 для яких 
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. Виконання цієї умови забезпечується умовами Куна-Таккера:
1) 
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 належить допустимі множині;
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 – деякі дійсні числа (множники Лагранжа), довільні для всіх умов типу рівності і невід’ємні для всіх умов типу нерівності .

Метод оптимізації, який використовує умови Куна-Таккера, на практиці застосовується відносно рідко через велику складність аналізу системи співвідношень, що виникає.
Загалом завдання нелінійного програмування відносяться до важких обчислювальних завдань. Для їх вирішення часто доводиться вдаватися до наближених методів оптимізації.
Потужним засобом вирішення завдань нелінійного програмування є чисельні методи. Вони дозволяють знайти розв’язання задачі із заданим ступенем точності. Для одновимірних задач застосовують методи виключення інтервалів. На застосування методів виключення інтервалів накладається єдина вимога на досліджувану функцію: вона повинна бути унімодальною. Отже, вказані методи можна використовувати для аналізу як неперервних, так і розривних функцій, а також у випадках, коли змінні приймають значення із дискретної множини. То таких методів відносяться методи дихотомії, «золотого перерізу», чисел Фібоначчі.
Для квадратичної функції застосовують метод Коггінса або метод пошуку з використанням кубічної апроксимації, для квадратичної цільової функції, метод сканування, який полягає у послідовному перегляді значень функції мети у ряді точок, які належать області зміни незалежних змінних і знаходження серед них мінімального (максимального) значення функції мети. Точність методу визначається тим, наскільки щільно розташовуються обрані точки у припустимій області зміни незалежних змінних. Переваги методу – при використанні щільного розташування досліджуваних точок гарантується відшукування оптимуму, а також незалежність пошуку від вигляду функції, що оптимізується. Недолік методу – обчислення значень цільової функції для великої кількості точок. Найбільш простий алгоритм пошуку оптимуму методом сканування, який називається пошуком на сітці змінних, полягає у приростах, які дають у відповідному порядку по кожній з незалежних змінних і забезпечують заповнення всієї області зміни рівномірною і достатньо щільною сіткою.
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Рис. 2.1. Пошук оптимуму для випадку двох змінних.
Також, для нелінійної задачі розроблений симплекс метод (метод деформованого багатогранника, який представляє область допустимих рішень). Перераховані вище методи не використовують похідних і відносяться до прямих методів. Головним недоліком таких методів є необхідність виконання великої кількості обчислень.

Серед методів 1-го порядку найбільш поширеним аналітичним методом є метод множників Лагранжа. 

До чисельних методів відносяться градієнтні методи – метод релаксації, метод градієнтів, метод найшвидшого спуску. Ці методи базуються на використанні градієнту цільової функції, які ґрунтуються на ітераційній процедурі, яка реалізується в відповідності з формулою:
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 – поточне наближення до розв’язку, 
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 – вектор переходу з точки 
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 в точку 
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 – параметр, який характеризує довжину кроку; 
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 – напрямок пошуку в n – мірному просторі керованих змінних Х. Спосіб визначення значень 
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 на кожній ітерації пов’язаний з особливостями методу, який застосовується.

Метод релаксації. Алгоритм методу полягає в знаходженні осьового напрямку, уздовж якого цільова функція зменшується найбільш суттєво. Для цього в початковій точці пошуку визначаються похідні функції цілі за всіма незалежними змінними. Осьовому напрямку з найшвидшим убуванням цільової функції, очевидно, відповідає найбільша за модулем похідна. Якщо знак похідної від’ємний, то цільова функція убуватиме в напрямку осі, якщо – додатній, то в зворотному напрямку. В напрямку убування функції рухаються до тих пір, поки не буде отримано мінімальне значення за обраним напрямком в відповідності з формулою:
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 – вектор точки , в якій останній раз проводились обчислення похідних цільової функції. Тоді знов визначаються похідні по всім напрямкам за виключенням тієї, по якій здійснюється спуск і знов знаходиться осьовий напрямок найшвидшого убування функції цілі, проводяться подальші кроки. Графік руху від початкового стану до оптимуму показаний на рис. 3.1.
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Рис. 3.1. Залежність часу пошуку оптимуму методом релаксації від орієнтації системи координат

Суттєвою особливістю методу релаксації є залежність часу пошуку від орієнтації системи координат. Якщо в випадку (а) для досягнення мінімуму цільової функції необхідно тільки два циклу руху вздовж осьового напрямку, то для випадку (б) число таких циклів суттєво збільшується. Якщо у цільової функції є яри, напрямок яких не співпадає з осьовими, тоді пошук призупиняється в будь-якій точці дна яру. Швидкість руху до мінімуму залежить від того, на скільки вдало підібрано крок 
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 зміни незалежних змінних, який повинен зменшуватись при наближенні до точки мінімуму. Коли величина кроку 
[image: image31.wmf]k

l

  стане меншою від заданої точності визначення мінімуму 
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 в осьовому напрямку, пошук мінімуму можна закінчити.

Метод градієнта. На відміну від методу релаксації в простому градієнтному методі кроки здійснюються у напрямку найшвидшого зменшення цільової функції, що прискорює процес пошуку. Градієнт цільової функції 
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 в будь-якій точці Х є вектор у напрямку найбільшого локального збільшення 
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. Отже потрібно рухатись в напрямку, протилежному градієнту 
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, оскільки від’ємний градієнт в точці 
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 направлений в бік найбільшого зменшення 
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 по всім компонентам X і ортогональний лінії рівня 
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 . Напрям, протилежний нормованому (одиничному) градієнту 
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, який визначається в точці 
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 за формулою:
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В основі простого градієнтного методу лежить формула переходу:
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Від’ємний градієнт дає тільки напрям оптимізації, але не довжину кроку. Задача вибору стратегії зміни довжини кроку в градієнтному пошуку більш важлива, ніж в методі релаксації. Це пояснюється тим, що після кожного кроку тут визначаються похідні цільової функції, розрахунок яких зв’язаний з обчисленням значень цільової функції. Якщо, з одного боку, розмір кроку надто малий, то рух до оптимуму буде довгим через необхідність розрахунку цільової функції в багатьох точках. З іншого боку, якщо крок вибрано надто великим, в районі оптимуму можуть виникнути пошуки, які або не затихають, або затихають надто повільно. Характер пошуку оптимуму при малій і великій довжині кроку показано на рис. 3.2.
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Рис. 3.2. Характер руху до оптимуму в методі градієнта з малою (а) і великою (б) довжиною кроку.

В точці мінімуму всі складові вектора градієнта дорівнюють нулю. Тип стаціонарної точки може бути перевірений шляхом дослідження матриці Гессе (якщо її можливо отримати) цільової функції, взятої в даній стаціонарній точці. Якщо ця матриця не являється додатною визначеною, тоді стаціонарна точка – сідлова. Як критерій закінчення послідовної процедури під час руху в напрямку найшвидшого спуску застосовуються різні правила, які основуються на значенні 
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 і значеннях 
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. Схема алгоритму закінчується, коли модуль градієнта або модуль вектора 
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 стає достатньо малим.
Метод найшвидшого спуску. Застосування методу градієнту потребує на кожному кроці визначення значення всіх приватних похідних оптимізованої функції по всім незалежним змінним. Якщо розрахунок одного значення даної функції потребує значного об’єму обчислень, тоді час пошуку оптимуму, особливо при великій кількості незалежних змінних, може бути довгим. Метод релаксації має переваги, тому-що під час спускання вздовж вибраного осьового напрямку не потребує обчислення похідних. Однак рух здійснюється не в оптимальному напрямку, оскільки градієнт в загальному випадку не співпадає з осьовим напрямком. Поєднання методів релаксації і градієнту дає метод найшвидшого спуску, який полягає в наступному. Після того як в початковій точці знайдено градієнт функції, що оптимізуємо і тим самим визначено напрям її найшвидшого убування, в даному напрямку робиться крок спуску. Якщо значення функції в результаті цього кроку зменшилось, тоді робиться наступний крок в тому ж напрямку до тих пір, поки в цьому напрямку не буде знайдено мінімум, після чого обчислюються градієнт і визначається новий напрям найшвидшого убування цільової функції. В порівнянні з методом градієнту метод найшвидшого спуску більш зручний, бо скорочується об’єм обчислень. Крім того, він вигідно відрізняється від методу релаксації тим, що перші кроки після визначення градієнту здійснюються в оптимальному напрямку. При визначенні розміру кроку застосовують два загальних методи. В першому методі при переході з точки 
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 цільова функція мінімізується за кроком λ, в другому методі довжина кроку λ вибирається або змінюється від кроку до кроку.

До методів, що застосовують другі похідні відносяться метод Ньютона, метод спряженого градієнта. Цікавим напрямком в розвитку методів нелінійної оптимізації є методи зміни метрики (метод Бройдена, метод Девідона-Флетчера-Пауелла, алгоритм Пірсона)
Важливий клас задач нелінійної оптимізації становлять задачі автоматизованого управління – завдання проектування системи, що забезпечує для заданого об'єкта управління або процесу закон управління або керуючу послідовність впливів, що забезпечують максимум або мінімум заданої сукупності критеріїв якості системи. Найбільш широко під час проектування систем управління детермінованими об'єктами з зосередженими параметрами, описуваними звичайними диференціальними рівняннями, застосовуються такі методи: варіаційне обчислення, принцип максимуму Понтрягіна і динамічне програмування Беллмана. 

Сформулюємо задачу оптимального управління:
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 – цільова функція,
де 
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-вимірні вектори множників Лагранжа.
Необхідні умови екстремуму, відповідно до цієї теореми, мають вигляд:
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3) трансверсальність по x:
Необхідні умови (1-3) становлять основу визначення оптимальних траєкторій. Написавши ці рівняння, отримуємо двоточкове граничне завдання, де частина граничних умов задана в початковий момент часу, а решта – в кінцевий момент (задача Діріхле). Методи вирішення подібних завдань розглядаються в дисципліні «Чисельні методи». Складність задачі залежить від вигляду граничних умов.
Якщо неможливо задовольнити необхідній умові 1), то застосовується принцип максимуму Понтрягіна, де ця умова замінюється на умову:
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У цьому випадку згідно з принципом максимуму Понтрягіна величина оптимального управління дорівнює величині управління на одному з кінців допустимого діапазону. Рівняння Понтрягіна записуються за допомогою функції Гамільтона H:
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функція Гамільтона H пов'язана з функцією Лагранжа L наступним чином: 
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Підставляючи L з останнього рівняння в рівняння 1)-3) отримуємо необхідні умови, виражені через функцію Гамільтона:
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Необхідні умови, записані у такій формі, називаються рівняннями Понтрягіна.

В задачах оптимального автоматизованого управління виділяють декілька типів задач:

- коли кінці (граничні значення) закріплені і час фіксований;

- кінці рухомі і час не фіксований;

- задача з ізопараметричними обмеженнями.
Розглянемо приклади вирішення таких задач.

Приклад 1. Задача Ейлера-Лагранжа з фіксованими кінцями. Нехай задано:
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Розв’язок. Складемо гамільтоніан:
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Складемо рівняння Ейлера –Лагранжа:
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Запишемо умову стаціонарності:
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Підставимо 
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 в рівняння руху та рівняння Ейлера-Лагранжа:
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Виконавши інтегрування знайдемо розв’язок системи:
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Для відшукання постійних інтегрування 
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 підставимо в отримані рівняння граничні умови:
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Підставивши знайдені константи у вирази 
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Графіки залежностей управління 
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Рис. Графіки залежностей управління 
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Приклад 2. Задача Ейлера-Лагранжа з рухомим кінцем. Нехай задано:
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 – критерій оптимальності у разі мінімальної витрати енергії керуючого впливу 
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Розв’язок. Складемо гамільтоніан:
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Складемо рівняння Ейлера –Лагранжа:
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Запишемо умову стаціонарності:
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Підставимо 
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 в рівняння руху та рівняння Ейлера-Лагранжа:
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Виконавши інтегрування знайдемо розв’язок системи і підставимо в отримані рівняння граничні умови:
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Для відшукання постійної 
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Підставивши знайдені константи у вирази 
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Графіки залежгостей управління 
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Рис. Графіки залежгостей управління 
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Приклад 3. Задача Ейлера-Лагранжа з ізоперимтричними обмеженнями. Розв'яжіть задачу оптимального управління: перевести об'єкт управління, рівняння руху якого задані, в задане положення за мінімальний час при ізопериметричному обмеженні:
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Нехай задано:
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Розв’язок. Для обліку ізопериметричного обмеження введемо додаткову змінну стану:
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Таким чином, рівняння руху та граничні умови набудуть вигляду:
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Складемо гамільтоніан:
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Складемо рівняння Ейлера –Лагранжа:
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Запишемо умову стаціонарності:
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Підставимо 
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 в рівняння руху та рівняння Ейлера-Лагранжа:
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Виконавши інтегрування знайдемо розв’язок системи і підставимо в отримані рівняння початкові граничні умови:


[image: image176.wmf](

)

(

)

(

)

8

7

9

2

8

7

9

2

1

4

2

12

2

3

C

t

C

C

t

C

t

C

C

t

t

x

-

-

-

=

,


[image: image177.wmf](

)

(

)

8

7

9

2

4

2

C

t

C

C

t

t

x

-

-

=

,


[image: image178.wmf](

)

(

)

2

8

2

9

9

7

2

2

7

3

12

3

3

C

t

C

t

C

C

t

C

t

t

x

+

-

-

=

,


[image: image179.wmf](

)

7

1

C

t

=

y

, 
[image: image180.wmf](

)

9

7

2

C

t

C

t

+

-

=

y

, 
[image: image181.wmf](

)

8

3

C

t

=

y

.
Управляюча змінна буде дорівнювати: 
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Використовуючи граничні умови в кінцевий момент часу:
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отримаємо: 
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Так як кінцевий час невідомий, запишемо умову трансверсальності:
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Підставивши 
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Складемо систему рівнянь з умови трансверсальності та трьох граничних умов:
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Розв’язавши цю систему і лишивши лише дійсний додатній корінь отримаємо:
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Підставивши знайдені константи у вирази 
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Графіки залежгостей управління 
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Рис. Графіки залежгостей управління 
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Приклад 4. Принцип максимуму Понтрягіна з фіксованими кінцями. 
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Розв’язок. Складемо гамільтоніан:


[image: image223.wmf]å

=

+

=

+

+

=

=

n

i

i

i

u

x

f

f

f

f

H

0

2

2

1

2

2

1

1

0

0

y

y

y

y

y

y

.
Складемо рівняння Ейлера –Лагранжа:
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Розв’язок даної системи рівнянь з точністю до постійних інтегрування:
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Запишемо умову максимуму Понтрягіна:
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Далі необхідно повністю виконати рішення обох гіпотез і вибрати ту з них, на яку відповідь вийде оптимальною. Для початку розглянемо першу гіпотезу:
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Знайдемо рішення системи рівнянь руху для двох ділянок

а) Перша ділянка: 
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З урахуванням граничних умов у початковий момент часу 
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 розв'язання даної системи диференціальних рівнянь буде наступним: 
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а) Друга ділянка: 
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З урахуванням граничних умов у кінцувий момент часу 
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Для визначення постійної C та часу перемикання 
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Розв'язавши цю систему рівнянь, отримаємо: 
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Таким чином, оптимальні керуюча змінна та змінні стани будуть дорівнювати:
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Підставивши знайдені константи у вирази 
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Графіки залежностей управління 
[image: image256.wmf](

)

t

u

 та змінних стану 
[image: image257.wmf](

)

t

x

1

, 
[image: image258.wmf](

)

t

x

2

 від часу наведені на рис.

[image: image259.png]o

10




[image: image260.png]



[image: image261.png]15

10

10




Рис. Графіки залежностей управління 
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Задачі на принцип максимуму Понтрягіна можна розглядати і для випадків з вільним кінцем та для ізоперитетричної задачі.

3.3 Ітераційні та адаптивні методи

3.3.1 Принцип оптимальності Беллмана

Сенс підходу, реалізованого в динамічному програмуванні, полягає у заміні рішення вихідної багатовимірної задачі послідовністю завдань меншої розмірності. Основні вимоги до завдань:

1. об'єктом дослідження повинна бути керована система (об'єкт) із заданими допустимими станами та допустимими управліннями;

2. завдання має дозволяти інтерпретацію як багатокроковий процес, кожен крок якого складається з прийняття рішення про вибір одного з допустимих управлінь, що призводять до зміни стану системи;

3. завдання має залежати від кількості кроків і бути визначеною кожному з них;

4. стан системи кожному кроці має описуватися однаковим (за складом) набором параметрів;

5. Подальший стан системи після вибору рішення на k-му етапі, залежить тільки від цього рішення і вихідного стану до початкового кроку. Ця властивість є основною з погляду ідеології динамічного програмування і називається відсутністю наслідку.
Нехай стоїть завдання управління деяким абстрактним об'єктом, який може перебувати у різних станах. Поточний стан об'єкта ототожнюється з деяким набором параметрів, який позначимо S і назвемо вектором стану. Передбачається, що задано множину усіх можливих станів. Для об'єкта визначено також множину допустимих управлінь (керуючих впливів) X, яку, не применшуючи спільності, будемо вважати числовою множиною. Керівні впливу можуть здійснюватися в дискретні моменти часу, причому управлінське рішення полягає у виборі одного з управлінь. Планом завдання чи стратегією управління називається вектор 
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, компонентами якого є управління, обрані на кожному кроці процесу. Зважаючи на передбачувану відсутність післядії між кожними двома послідовними станами об'єкта 
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 і 
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 існує відома функціональна залежність, що включає також обране управління: 
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[image: image269.wmf]n
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 – кінцевий стан. Тим самим завдання початкового стану об'єкта 
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та вибір плану х однозначно визначають траєкторію поведінки об'єкта.

Ефективність керування на кожному кроці k залежить від поточного стану 
[image: image271.wmf]k
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, вибраного керування 
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 і кількісно оцінюється за допомогою функцій 
[image: image273.wmf](

)

k

k

k

s

x

f

,

, що є складовими адитивної цільової функції, що характеризує загальну ефективність керування об'єктом. (Зазначимо, що визначення функції 
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 включається область допустимих значень 
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, і ця область, зазвичай, залежить від поточного стану ). Оптимальне управління, при заданому початковому стані зводиться до вибору такого оптимального плану 
[image: image276.wmf]*
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, при якому досягається максимум суми значень 
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 на відповідній траєкторії.

Основний принцип динамічного програмування полягає у тому, що на кожному кроці слід прагнути не до ізольованої оптимізації функції 
[image: image278.wmf]k
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, а вибирати оптимальне управління 
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 у припущенні оптимальності всіх наступних кроків. Формально зазначений принцип реалізується шляхом відшукання на кожному кроці k умовних раціональних управлінь 
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, які забезпечують максимальну сумарну ефективність починаючи з цього кроку, у припущенні, що поточним є стан 
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Позначимо 
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 максимальне значення суми функцій протягом кроків від k до n (отримане при оптимальному управлінні на даному відрізку процесу), за умови, що об'єкт на початку кроку k перебуває у стані 
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. Тоді функції 
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 повинні задовольняти рекурентне співвідношення:
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Це співвідношення називають основним рекурентним співвідношенням (основним функціональним рівнянням) динамічного програмування. Воно реалізує базовий принцип динамічного програмування, відомий також як принцип оптимальності Беллмана:

Оптимальна стратегія управління повинна задовольняти наступній умові: який би не був початковий стан на k-му кроці і обраний на цьому кроці управління 
[image: image286.wmf]k
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, наступні управління (управлінські рішення) повинні бути оптимальними по відношенню до стану 
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, що отримується в результаті рішення, прийнятого на кроці k.

Основне співвідношення дозволяє знайти функції лише у поєднанні з початковою умовою, якою у нашому випадку є рівність .
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Знаючи рівняння станів і користуючись рівняннями Беллмана, можна отримати послідовність умовних максимумів цільової функції на останньому, двох останніх, …n кроках:
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та послідовність умовних оптимальних управлінь на n-му, -1 -му, …, 1- му кроках:
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Максимум цільової функції за n кроків:
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Далі, використовуючи послідовність умовних оптимальних управлінь і рівняння станів, знаходимо оптимальний розв’язок задачі ДП. При фіксованому 
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 однозначно визначаємо оптимальне управління на першому кроці: 
З рівнянь станів знаходимо: 
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Знаючи 
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, визначаємо оптимальне управління на другому кроці: 
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)

1

*

2

*

2

s

x

x

=

 і так далі;


[image: image300.wmf](

)

1

*

,

-

=

k

k

k

s

x

s

j

, 
[image: image301.wmf](

)

k

k

k

s

x

x

*

1

*

1

+

+

=

,   , 
[image: image302.wmf](

)

n

n

n

s

x

s

,

*

1

1

-

-

=

j

, 
[image: image303.wmf](

)

1

*

*

-

=

n

n

n

s

x

x

.

В результаті отримали оптимальний розв’язок задачі динамічного програмування: 
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Таким чином, обчислювальна процедура методу ДП розпадається на два етапи: умовну і безумовну оптимізацію. 
На етапі умовної оптимізації відповідно до функціонального рівнянням визначаються умовні оптимальні управління для всіх можливих станів на кожному кроці, починаючи з останнього. 

На етапі безумовної оптимізації кроки розглядаються, починаючи з першого. Оскільки початковий 
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 стан відомий, вибирається оптимальне управління з множини 
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. Обранe оптимальне управління 
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 приводить систему в цілком визначений стан 
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. Завдяки тому, що початковий стан на початку другого кроку відомий, стає можливим вибрати оптимальне управління на другому кроці і т.д.

Приклад. Виробниче об'єднання складається з чотирьох підприємств 
[image: image309.wmf]4
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. Загальна сума річних інвестицій в виробничому об'єднанні дорівнює 50 ум. од. 
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. Розмір інвестицій в кожне окреме підприємство кратний 10 ум. од. Якщо 
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-те підприємство на початку року отримує інвестиції в обсязі 
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 ум. од., то в кінці року прибуток підприємства зростає на 
[image: image313.wmf](

)

k

k

x

f

 ум. од. Вихідні дані та 
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 наведені в таблиці 2. Передбачається, що: 
1) збільшення прибутку кожним підприємством не залежить від вкладених коштів в інші підприємства; 
2) прибутки всіх підприємств виражені в одних умовних одиницях; 
3) сумарне збільшення прибутку виробничого об’єднання дорівнює сумі збільшень прибутків підприємств.

Необхідно визначити, яку кількість інвестицій необхідно вкласти в кожне підприємство, щоб сумарний приріст прибутку в виробничому об'єднанні був найбільшим. 
Таблиця 2
Збільшення прибутку підприємств в залежності від вкладених коштів
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Розв’язок. Особливості моделі: обмеження лінійні, шукані значення цілочисельні, а функції 
[image: image317.wmf](
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 задані таблично. Тому не можна застосувати методи цілочисельного лінійного програмування. Застосуємо до сформульованої задачі схему динамічного програмування. Процес розподілу коштів 
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 будемо розглядати як 4-ох кроковий. При цьому номер кроку збігається з номером підприємства. Позначимо через 
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 управління на першому, другому, третьому і четвертому кроках (виділення коштів відповідним підприємствам), а через 
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 – стани після першого, другого, третього і четвертого кроків (кількість коштів, що залишилися після виділення відповідно першому, другому, третьому та четвертому підприємствам). Початковий стан 
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. Так як всі кошти повинні бути вкладені, то кінцевий стан має дорівнювати нулю, 
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. Схема розподілу коштів представлена на рисунку 2.
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Рівняння станів в цій задачі мають вигляд:
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 – кошти перед 
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-м кроком, 
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 – кошти, виділені 
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-му підприємству, 
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 – кошти, що залишилися після -го кроку. 
Під величиною доходу на 
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-му кроці будемо розуміти задані функції доходу 
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 причому сумарний прибуток:
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Початковий і кінцевий стани жорстко закріплені, а саме:
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Отримали задачу динамічного програмування, для розв’язання якої необхідно знайти оптимальний набір управлінь на кожному кроці, тобто такий набір 
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 управлінь , на якому 
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Вводимо в розгляд умовні максимуми цільової функції 
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 та умовно-оптимальні управління 
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-ому кроці, Використовуючи обернену схему Беллмана, проведемо умовну оптимізацію.

Розглянемо останній четвертий крок. Умовне оптимальне значення цільової функції на 4-му кроці дорівнює:
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Так як всі кошти, що залишилися до четвертого кроку, повинні бути вкладені в четверте підприємство, то попереднє співвідношення набуде вигляду: 
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. Умовне оптимальне керування на 4-му кроці дорівнюватиме: 
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Розглянемо два останні кроки (третій і четвертий). Умовне оптимальне значення цільової функції на третьому та четвертому кроках дорівнює: 
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і умовне оптимальне керування на 3-му кроці дорівнюватиме 
[image: image351.wmf](

)

2

*

3

s

x

.

Для кожного значення 
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 обчислюються свої величини 
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. Результати обчислень на двох останніх кроках представлені в таблиці 3. Кошти на два останніх підприємства представлені в стовпці 1, управління на третьому кроці відображено в стовпці 2, кошти на останнє четверте підприємство представлені в стовпці 3. Умовне оптимальне значення цільової функції на двох останніх кроках і умовне оптимальне управління на 3 кроці відображені в стовпцях 5 і 6 відповідно.

Таблиця 3

Умовні оптимальні значення цільової функції на двох останніх кроках і умовні оптимальні управління на третьому кроці
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Розглянемо другий, третій і четвертий кроки. Умовне оптимальне значення цільової функції на трьох останніх кроках дорівнює:
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і умовне оптимальне управління на 2-му кроці дорівнюватиме 
[image: image357.wmf](
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Для кожного значення 
[image: image358.wmf]1
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 обчислюються свої величини 
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. Результати обчислень на трьох останніх кроках представлені в таблиці 4. Кошти на три останніх підприємства представлені в стовпці 1, управління на другому кроці відображено в стовпці 2, кошти на третє і четверте підприємства представлені в стовпці 3. Умовне оптимальне значення цільової функції на трьох останніх кроках і умовне оптимальне управління на 2 кроці відображені в стовпцях 5 і 6 відповідно.
Таблиця 4 

Умовні оптимальні значення цільової функції на трьох останніх кроках і умовні оптимальні управлінння на другому кроці
[image: image361.png]Sy X, S; Lo0)25(5;) 2;(8) 23(5)
1 2 3 4 5 6
0 0 0 0+0=0 0 0
0 0 10 0+2=2 2 0,10
10 0 2+0=2
20 0 20 0+3=3 4 10
10 10 2+2=4
20 0 3+0=3
30 0 30 0+5=5 6 30
10 20 2+3=5
20 10 3+2=5
30 0 6+0=6
40 0 40 0+8=8 B 0,30
10 30 2+5=7
20 20 3+3=6
30 10 6+2=8
40 0 7+0=17
50 0 50 0+10=10 10 0,10
10 40 2+8=10
20 30 3+5=8
30 20 6+3=9
40 10 7+2=9
50 0 9+0=9





Розглянемо всі чотири кроки. Умовне оптимальне значення цільової функції на чотирьох кроках дорівнює:
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і умовне оптимальне управління на 2-му кроці дорівнюватиме 
[image: image363.wmf](
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Для кожного значення 
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 обчислюються свої величини 
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Сформульований вище принцип оптимальності застосуємо лише управління об'єктами, які мають вибір оптимального управління залежить від передісторії керованого процесу, т. е. від цього, яким шляхом система прийшла у поточний стан. Саме ця обставина дозволяє здійснити декомпозицію завдання та уможливити її практичне рішення.

Для кожної конкретної задачі функціональне рівняння має свій специфічний вигляд, але в ньому неодмінно має зберігатися рекурентний характер. Результати обчислень на чотирьох кроках представлені в таблиці 5. Кошти на чотири підприємства представлені в стовпці 1, управління на першому кроці відображено в стовпці 2, кошти на друге, третє і четверте підприємства представлені в стовпці 3. Умовне оптимальне значення цільової функції на чотирьох кроках і умовне оптимальне управління на 1-му кроці відображені в стовпцях 5 і 6 відповідно. 
Таблиця 5 

Умовні оптимальні значення цільової функції на чотирьох кроках і умовні оптимальні управлінння на першому кроці
[image: image367.png]So X S, LG)+Z5(S) Z1(So) 21 (So)
1 2 3 4 5 3
0 0 0 0 0 0
10 0 10 0+2-2 3 0
10 0 3+0-3
20 0 20 0+4-4 3 0
10 10 3+2-5
20 0 4+0-4
30 0 30 0+6-6 7 0
10 20 3+4=7
20 10 4+2=6
30 0 6+0-6
0 0 0 0+8-8 B 0
10 30 3+6=9
20 20 4+4-8
30 10 6+2-8
40 0 8+0-8
50 0 50 0+10=10 [ 0
10 40 3+8=11
20 30 4+6=10
30 20 6+4=10
40 10 8+2-10
50 0 9+0=9





У таблиці 5 умовної оптимізації достатньо заповнити рядок таблиці, який відповідає 
[image: image368.wmf]50
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, тому що всі виділені кошти повинні бути вкладені (за умовою задачі зі збільшенням кількості вкладених коштів зростає і прибуток). Максимальне збільшення сумарного прибутку знаходимо з таблиці 5 в п'ятому стовпці: 
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З цієї ж таблиці отримуємо, що в цьому випадку першому підприємств необхідно виділити 
[image: image370.wmf](
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. Тоді на останні 3 підприємства залишається 
[image: image371.wmf]40
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 умовних одиниць грошей. З таблиці 4 маємо, що якщо на три останніх підприємства припадає 40 умовних одиниць грошей, то максимальне збільшення сумарного прибутку в п'ятому стовпці: 
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 буде досягатися при 
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Так як для другого підприємства є два оптимальних розв'язки, то на інші два підприємства залишається в першому випадку 
[image: image375.wmf]40
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 умовних одиниць коштів. З таблиці 3 маємо, що якщо на два останніх підприємства припадає 40 умовних одиниць коштів, то максимальне збільшення сумарного прибутку в п'ятому стовпці: 
[image: image376.wmf](
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. З цієї ж таблиці отримуємо, що в цьому випадку третьому підприємству необхідно виділити 
[image: image377.wmf](
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. Тоді четвертому підприємству залишиться: 
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 умовних одиниць коштів.

Перше оптимальне управління дорівнюватиме: 
[image: image379.wmf](
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Якщо ж для другого підприємства вибрати оптимальний розв'язок 
[image: image380.wmf](

)

30

40

*

2

=

x

, то на інші підприємства в цьому випадку залишається 
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умовних одиниць коштів.

З таблиці 3 маємо, що якщо на два останніх підприємства припадає 10 умовних одиниць коштів, то максимальне збільшення сумарного прибутку в п'ятому стовпці: 
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. З цієї ж таблиці отримуємо, що в цьому випадку третьому підприємству необхідно виділити 
[image: image383.wmf](
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Тоді четвертому підприємству залишиться: 
[image: image384.wmf]10
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умовних одиниць коштів. Друге оптимальне управління дорівнюватиме: 
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Таким чином, замість вирішення чотиривимірної задачі вирішували чотири одновимірних задачі, тобто на кожному кроці визначали одну змінну.
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