Лекція 3 Методи оптимізації
3.1 Класифікація методів оптимізації

Методи оптимізації (МО) мають складну класифікацію, за різними факторами. Вибір методу оптимізації значною мірою залежить від типу поставленої задачі. В загальному випадку класичні методи оптимізації поділяють на декілька великих груп:
· детерміновані – застосовуються для детермінованих задач і завжди повертають одне і теж значення;

· стохастичні – застосовуються коли задача містить стохастичні величини і в розрахунках використовують методи статистичного аналізу;

· комбіновані – застосовуються коли деякі елементи детерміновані, а деякі мають стохастичну складову.

За способом отримання розв’язку МО поділяють на:
· аналітичні;

· чисельні (наближені);

· алгоритмічні;

· графічні.

В залежності від типу задач виділяють:

- методи глобальної оптимізації (задача без обмежень) – мають справу з багато екстремальними цільовими функціями. При глобальному пошуку основним завданням є виявлення тенденцій глобальної поведінки цільової функції.
- методи локальної оптимізації (задача з обмеженнями) – у разі унімодальної цільової функції цей екстремум є єдиним і буде глобальним максимумом/мінімумом.
За кількістю параметрів виділять:

· методи одновимірної оптимізації;

· методи багатовимірної оптимізації.

За обчислювальними можливостями виділяють:
· прямі методи – вимагають обчислення лише цільової функції у точках наближення;

· методи першого порядку – базуються на обчисленні перших похідних через які визначається напрямок прямування до оптимуму;

· методи другого порядку – базуються на обчисленні других похідних (гессіана цільової функції – матриці частинних похідних 2-го порядку), що дозволяє проводити більш глибокий аналіз поведінки цільової функції в точках наближення.

За виглядом цільової функції розрізняють:
· методи лінійного програмування – цільова функція і обмеження лінійні, застосовуються прямі методи;

· методи нелінійного програмування – цільова функція і/або обмеження нелінійні.

Для складних систем більшість існуючих класичних методів оптимізації не дають результату у зв’язку з чим сьогодні активно розробляються сучасні методи оптимізації:
· теоретико-ігрові;

· на основі теорії нечітких множин та нечіткої логіки;

· на основі нейромереж;

· евристичні методи – логічні прийоми та методичні правила наукового дослідження і винахідницької творчості, які здатні призводити до мети в умовах неповноти вихідної інформації та відсутності чіткої програми управління процесом вирішення завдання.
· методи штучного інтелекту.
Можна виділити і інші класифікаційні ознаки і продовжувати класифікатор методів, але зупинимось на класифікації, наведеній на рис. 
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Рис. Класифікація методів оптимізації за математичним апаратом

З урахуванням кількості параметрів та критеріїв класифікація МО наведена на рис.
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Рис. Класифікація розрахунково-експериментальних методів
Ефективність алгоритмів оптимізації залежить:

- від властивостей оптимізованої функції;

- розмірності та топології простору незалежних змінних;

- точності розв'язання задачі оптимізації.

Говорячи про складні системи необхідно згадати типи складності, які розглядались у дисциплінах «Системний аналіз» та «Моделювання систем».

Перший тип складності – структурна складність, пов'язаний з розмірністю задачі. В інших дисциплінах ми вже розглядали проблеми, пов’язані з розмірністю задачі. Якщо, наприклад, розглядати транспортну задачу або задачу пошуку, то для розмірності більше 60 вже класичні методи не застосовуються в силу того, що не вистачає потужності сучасних комп’ютерів. 

Другий тип складності – функціональний приводить до математичної моделі, що описується складними функціями дослідження і розв’язок яких є проблематичним.

Третій тип складності пов'язаний із задачами, які важко формалізувати, а отже виконати постановку оптимізаційної задачі.

Для таких систем можна розглянути наступні компроміси:

- використовувати ефективніший алгоритм;
- використовувати ефективнішу структуру даних;
- використовувати більш низькорівневу систему;
- прийняти менш чітке рішення.

3.2 Методи лінійного програмування

Лінійне програмування (ЛП) – один із перших та найбільш докладно вивчених розділів математичного програмування. Часом народження лінійного програмування прийнято вважати 1939 р., коли було надруковано брошуру Л. В. Канторовича «Математичні методи організації та планування виробництва». У 50-ті роки. ХХ століття незалежно від Канторовича метод розв'язання задачі лінійного програмування (так званий симплекс-метод) був розвинений американським математиком Дж. Данцигом, який у 1951 р. і запровадив термін «лінійне програмування». Своє друге народження лінійне програмування отримало з появою електронно-обчислювальних машин (ЕОМ).
Лінійне програмування знаходить широке застосування у різних галузях практичної діяльності: з організацією роботи транспортних систем, під управлінням промисловими підприємствами, під час упорядкування проектів складних систем. Незважаючи на різні області застосування, ці завдання мають єдину постановку.

До завдань лінійного програмування можна віднести задачі:

1) раціонального використання сировини та матеріалів, завдання оптимізації розкрою;

2) оптимізації виробничої програми підприємств;

3) оптимального розміщення та концентрації виробництва;

4) складання оптимального плану перевезень, роботи транспорту;

5) управління виробничими запасами та багато інших, що належать сфері оптимального планування.

Так, за оцінками американських експертів, близько 75% від загальної кількості оптимізаційних методів, що застосовуються, припадає на лінійне програмування. 
Найбільш відомими є задачі: управління підприємством; задача про призначення; транспортна задача; задача максимального потоку; гра з нульовою сумою.

Для задач лінійного програмування розроблені аналітичні та графічні методи. Методи де виконується перебір всіх можливих варіантів ще називають NP-повними, вони є експоненціально складними. Друий клас алгоритмів називають Р-складними, вони мають поліноміальну складність.
Найбільш поширеним методом лінійного програмування є симплекс-метод, який відноситься до аналітичних і дає точне рішення (дисципліна «Дослідження операцій»). Він є алгоритмом із експоненційною складністю. Причина цього полягає в комбінаторному характері симплекс-метода, що послідовно перебирає вершини багатогранника допустимих рішень при пошуку оптимального рішення. 
У курсі дисципліни «Дослідження операцій» розглядались методи спрямованого пошуку, метод потенціалів для транспортної задачі. Метод Гоморі, метод «гілок та границь» для задач цілочисельного програмування.

Перший поліноміальний алгоритм, метод еліпсоїдів, був запропонований у 1979 році Л. Хачіяном. Метод еліпсоїдів має некомбінаторну природу. Однак у обчислювальному плані цей метод виявився неперспективним. Проте сам факт поліноміальної складності завдань призвів до створення цілого класу ефективних алгоритмів ЛП — методів внутрішньої точки, першим із яких був алгоритм М. Кармаркара, запропонований 1984 року. Ці алгоритми використовують неперервне трактування завдання ЛП, коли замість перебору вершин багатогранника здійснюється пошук вздовж траєкторій у просторі змінних завдання, які проходять через вершини багатогранника. Метод внутрішніх точок, який, на відміну від симплекс-метода, обходить точки із внутрішньої частини області допустимих значень, використовує методи логарифмічних бар'єрних функцій нелінійного програмування, розроблені у 1960-х роках Фіако (Fiacco) та Маккорміком (McCormick).

Ще один метод вирішення ЛП – використання алгоритму Зейделя:

Дана ЛП у канонічній формі з 
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, виводиться оптимальне базове рішення 
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Інакше обирається випадкове обмеження 
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Інакше розраховується перетин поліедра ЛП з гіперплощиною ℎ і рекурсивно розв'язується ЛП з 
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Цей метод має асимптотичну складність 
[image: image13.wmf](

)

!

d

m

O

×

.

Для задач великої розмірності зазначені методи можуть давати не єдиний розв’язок, вимагати виконання великої кількості операцій.
Для задач цілочисельної оптимізації використовують метод Гоморі ті «гілок та границь».
Для транспортної задачі розроблений метод потенціалів. 

Для комбінаторних задач (пошук оптимального шляху, задача про призначення, задача про «рюкзак») широко застосовую методи на графах, але їх застосування обмежується розмірністю задачі. До таких відомих методів відносяться метод Дейкстри, жадібний алгоритм, пошук гамільтонівських шляхів (дисципліна «Теорія алгоритмів»).

Методи для комбінаторних задач поділяють на точні, наближені та евристичні (будуть розглянуті далі). 
Точні алгоритми можна поділити на загальні методи та спеціальні алгоритми. 

Загальні методи: повний перебір (вичерпний пошук); метод гілок і меж (МГіМ); метод гілок і відтинань; послідовний аналіз варіантів (ПАВ, "київський віник"); динамічне програмування (метод Беллмана). 

Спеціальні алгоритми будуються на основі врахування специфіки конкретної задачі оптимізації, що розв'язується, тому мають вузький спектр застосування. Приклад – метод Балаша (угорський метод) для розв'язання лінійної задачі про призначення.

Необхідність розробки ефективних наближених АКО, які застосовуються у переважній більшості випадків на практиці, визначається низкою обставин: 
1) практично всі важливі задачі належать до NP-складних, тож точне їх розв'язання дуже проблематичне навіть із використанням сучасних і перспективних комп'ютерів; 
2) їх цільові функції мають зазвичай велику кількість локальних екстремумів; 
3) у багатьох прикладних проблемах дані задаються з певними похибками, що робить недоцільними ті істотні обчислювальні затрати, які необхідні для знаходження їх точного розв'язку; 
4) покладені в основу розробки наближених обчислювальних схем ідеї (метаевристики) дозволяють створювати алгоритми, які можуть розв'язувати не одну, а цілий клас близьких за постановкою оптимізаційних задач; 
5) важливий клас оптимізаційних задач породжується проблемами з директивним терміном, тобто їх розв'язок має бути знайдений до зазначеного апріорі строку; 
6) у деяких задачах значення цільової функції можуть бути доступними лише в процесі розв'язання задачі або змінюватися з часом – цей клас утворюють динамічні, або on-line задачі.
Серед наближених оптимізаційних методів розв’язування ЗКО окремий клас утворюють метаевристики. За своєю природою метаевристики об'єднують простіші евристичні алгоритми в межах обчислювальних схем більш високого рівня, які спрямовані на ефективне вивчення простору пошуку. Саме метаевристичні методи дозволяють обійти «прокляття» розмірності. 
https://web.posibnyky.vntu.edu.ua/fksa/2kvetnyj_komp'yuterne_modelyuvannya_system_procesiv/t2/zm2..htm підручник обр зображень оптим.
Математичні методи оптимізації





Аналітичні:


лінійні;


комбінаторні;


диференціальні;


варіаційні;


стохастичні


теоретико-ігрові





Чисельні:


лінійні;


градієнтні;


штрафні функції;


відтинання та деформації простору;








Пошукові:


- регулярні;


- стохастичні.





Інтелектуальні:


нечітка логіка;


нейромережі;


евристичні;


штучний інтелект
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