Лекція 2. Постановка оптимізаційної задачі.

2.1 Формалізація оптимізаційної задачі. Моделювання проблемної ситуації.

2.2 Формування обмежень. Класифікація оптимізаційних задач за обмеженнями.
2.3 Формулювання критерію оптимальності. Класифікація оптимізаційних задач за критерієм.
2.4 Параметрична оптимізація та поняття метрики.

2.5   Топологічна оптимізація.
2.1 Формалізація оптимізаційної задачі. 

2.1.1 Моделювання проблемної ситуації.
Перш ніж приступати до розв'язування оптимізаційної задачі, потрібно описати її в математичному вигляді, тобто побудувати її математичну модель. Модель оптимізаційної задачі складається з таких елементів:

· параметри – величини, які однозначно визначають цільову функцію. Параметри поділяють на вхідні та вихідні, вони можуть бути константами, дискретними або неперервними змінними величинами. Вхідні (внутрішні) параметри, значення яких можуть змінюватися в процесі оптимізації та які є аргументами цільової функції називають керованими (або проектними) параметрами. Значення деяких вхідних параметрів призначаються та не підлягають зміні. До таких параметрів, наприклад, можна віднести параметри уніфікованих елементів або з них, значення яких обумовлені в ТЗ. Вихідні параметри – невідомі змінні величини знайти в результаті розв'язання задачі. Вони називаються керованими (або проектними) параметрами. Параметри можуть бути як кількісними, так і якісними. В задачах параметричної оптимізації управляємі параметри належать до метричного простору, тому при виборі напрямів і величин кроків пошуку слід вводити ту чи іншу норму, що ототожнюється з відстанню між двома точками (виконувати нормування). Останнє передбачає, що керовані параметри мають однакову розмірність чи є безрозмірними;
· цільова функція – величина, яка залежить від змінних і значення якої потрібно максимізувати чи мінімізувати;

· критерій – вимога мінімізації чи максимізації цільової функції Критерій може бути як якісним, так і кількісним. Зазвичай, кількісний критерій може приймати два значення 0 або 1 і застосовується у задачах, пов’язаних з ймовірністю настання події;
· простір проектування – область, що визначається всіма проектними параметрами і визначається умовами, яким мають задовольняти змінні. Цей простір зазвичай в практичних завданнях обмежено низкою умов, пов'язаних із фізичною сутністю завдання (це можуть бути закони природи, механіки, економіки, права, наявність необхідних матеріалів та ресурсів тощо). Вирази, що описують ці умови, називаються обмеженнями завдання.
Загалом алгоритм розв'язання оптимізаційної задачі складається з наступних кроків:
1. Постановка задачі
2. Складання математичної моделі:
 - визначення змінних та введення позначень. Потрібно визначити, яка змінна яку величину позначатиме;
 - створення цільової функції та критерію. Слід визначити, яка величина максимізуватиметься чи мінімізуватиметься, та записати формулу залежності цієї величини від змінних, тобто формулу цільової функції. Нею може бути вартість продукції, обсяг прибутку, обсяг витрат на виробництво та перевезення;
 - складання системи обмежень. Обмеження – це нерівності або рівності, яким мають задовольняти значення змінних.

3. Розв'язання задачі. Деякі оптимізаційні задачі можна розв’язати аналітично, без використання комп'ютера, проте цей спосіб надто трудомісткий. 
4. Аналіз отриманого результату і корегування моделі у разі необхідності.

В залежності від типу оптимізаційної задачі модель може варіюватись. Основою математичної моделі оптимізаційної задачі буде математична модель системи, яка в свою чергу, визначається типом системи, стосовно якої ставиться задача. В дисципліні «моделювання систем» розглядалось шість основних схем представлення математичних моделей об’єктів різного типу (F, D, P, Q, A ,N - схеми).
2.1.2 Формування обмежень. Класифікація оптимізаційних задач за обмеженнями.

Як було зазначено вище, оптимізаційна задача може не містити обмежень, тоді це задача пошуку глобального екстремуму, а може містити обмеження у вигляді рівностей та нерівностей (обмеження 1-го та 2-го роду), тоді це задача пошуку локального екстремуму.

Обмеження об'єктивно з'являються при проектуванні технічних об'єктів та об'єктів управління та випливають з конкретної фізичної та технологічної реалізованості внутрішніх параметрів елементів, обмеженості ресурсів та ін..
При постановці завдання оптимізації врахування обмежень іноді буває необхідний. Так, якщо цільова функція має вигляд 
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 і не накладено обмеження на параметр х, то завдання пошуку екстремального значення 
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 стає некоректним. Обмеження звужують область рішень, і екстремум, що шукається, стає умовним.
Розрізняють прямі та функціональні обмеження.

Прямі обмеження задаються як:
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 – мінімально та максимально допустимі значення 
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-го управляє мого параметра, 
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 – кількість параметрів (розмірність простору). Наприклад, такі параметри, як геометричні розміри, маса, не можуть приймати від’ємних значень.
Функціональні обмеження, як правило, є умовами працездатності вихідних параметрів, що не увійшли в цільову функцію. Вони є математичним описом вимог, що забезпечують функціонування об'єкта на всіх етапах його існування і встановлюють основні взаємозв'язки параметрів, що оптимізуються. Наприклад, це можуть бути обмеження наступних типів:
- економічні, що включають обмеження ресурсів, вимоги до збуту, торгівлі, організаційної системи;

- міцнісні, що забезпечують працездатність конструкції в цілому, окремих її вузлів із умов міцності, жорсткості, стійкості, довговічності; умови рівноваги, спільності деформацій, формула Мора для визначення прогину тощо;

- конструктивно-технологічні, що описують спеціальні конструктивні чи технологічні вимоги;

- геометричні, що дозволяють за отриманими значеннями шуканих оптимізованих параметрів 
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, а також за сукупністю параметрів 
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, заданих в якості вихідної інформації, відтворити об'єкт з тим ступенем деталізації, яка необхідна досліднику при вирішенні конкретного завдання;

- механічні, що описують кінематичні та динамічні характеристики об'єкта (взаємне розташування вузлів та елементів конструкції, зовнішні зусилля, інерційні сили, масу конструкції тощо).
Функціональні обмеження можуть мати вигляд:

1) рівностей та (або)

2) нерівностей.

Прямі та функціональні обмеження формують допустиму область пошуку. Якщо обмеження збігаються з умовами працездатності, допустиму область називають також областю працездатності.
Функціональні обмеження можуть бути лінійними та нелінійними.
Приклад лінійних обмежень
Приклад нелінійних обмежень
Як вже було зазначено, обмеження формують область допустимих значень (ОДЗ) важливою характеристикою якої є опуклість або не опуклість. Причому це стосується як випадку лінійних так і нелінійних обмежень. на сьогодні розроблені методи розв’язання оптимізаційних задач в основному для випадку опуклої ОДЗ.
Опукла область допустимих рішень – це множина рішень, в якому відрізок, що з'єднує два допустимі рішення, містить тільки допустимі точки і не проходить через якусь неприпустиму точку (рис. ).
Границя опуклої множини завжди є опуклою кривою.

Нехай 
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 – афінний простір (над полем дійсних чисел 
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 або його розширенням). Безліч 
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 називається опуклим, якщо разом із будь-якими двома точками 
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 належать всі точки відрізка 
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, що з'єднує в просторі 
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. Цей відрізок можна представити як 
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Рис. Приклад опуклої (а) та не опуклої (б) області

Прикладами опуклих підмножин у двовимірному Евклідовому просторі 
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 є правильні багатокутники? у тривимірному Евклідовому просторі 
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 є Архімедові тіла і правильні багатогранники.

Тіла Кепплера-Пуансо (правильні зіркоподібні багатогранники) є прикладами неопуклих множин.

Якщо ОДЗ є опуклою множиною і цільова функція лінійна, то задача спрощується і розв’язок шукають на границі ОДЗ, у випадку нелінійної цільової функції застосовують градієнтні методи. 
Якщо ОДЗ є не опуклою множиною, то часто застосовують метод «гілок та границь», застосування якого обмежується розмірністю задачі (прокляття розмірності).
Також, необхідно зазначити, що обмеження можуть задавати як замкнену область допустимих значень так і відкриту. Наприклад, якщо ставиться задача автоматизованого управління стосовно того які необхідні мінімальні енергетичні витрати, щоб із заданої точки пройти необхідну відстань (задана кінцева точка), то ми маємо справу із замкненою областю обмежень. Якщо задача ставиться відносно того, яку максимальну відстань пройде тіло при заданих енергетичних витратах, то область допустимих значень буде відкритою (рис. ).


[image: image23]
Рис. Задачі автоматизованого управління: а) – замкнена область обмежень;
б) – відкрита область обмежень

2.1.3 Формулювання критерію оптимальності. Класифікація оптимізаційних задач за критерієм.

https://studfile.net/preview/16727063/page:67/ 
Цільова функція [target function] в екстремальних завданнях – функція, мінімум чи максимум якої потрібно знайти. Це ключове поняття оптимального програмування. Знайшовши екстремум цільової функції. і, отже, визначивши значення керованих змінних, які йому відповідають, знаходимо оптимальне рішення задачі. Отже, цільова функція постає як критерій оптимальності розв'язання задачі. Як було зазначено раніше, при зміні знака цільової функції на протилежний задача на мінімум, перетворює її на задачу на максимум (рис. ).
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Рис.  Зміна знаку цільової функції 

Прикладами цільової функції, які часто зустрічаються в інженерній практиці, є вартість, вага, міцність, габарити, ККД.

Формування цільової функції завжди виконується з урахуванням вихідних параметрів об'єкта, що проектується. Цільова функція кількісно виражає якість об'єкта, тому її іноді називають також функцією якості або критерієм оптимальності. Всі наступні дії спрямовані на пошук об'єкта, найближчого до оптимального за вибраним критерієм.

Цільова функція має бути одна (принцип однозначності). Однак у більшості реальних завдань переслідується, як правило, не одна, а кілька цілей (багатокритеріальність), які часто мають суперечливий характер, поліпшення одного з них призводить до погіршення іншого, оскільки всі вони є функціями одних і тих же керованих параметрів, і не можуть змінюватися незалежно один від одного. В залежності від кількості критеріїв розрізняють одно- та багатокритеріальні задачі. Якщо критеріїв багато, то їх приводять до одного узагальненого критерію – виконують згортку критеріїв (тема розглядалась в дисципліні «Теорія прийняття рішень»). Згадаємо, що при приведенні до узагальненого критерію всі частинні критерії повинні бути однорідними.
Теоретично багатокритеріальних рішень прийнято такі вимоги до критеріїв:
- повнота. Сукупність критеріїв 
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 забезпечує об'єктивність оцінки множини рішень 
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, зокрема відображення особистих інтересів ОПР.

- незалежність. Критерії одного рівня ортогональні (це перевіряється шляхом розрахунку коефіцієнта попарної кореляції).

- несуперечливість. Критерії суперечливі, якщо вони близькі за змістом, але їх напрями оптимізації протилежні (максимізувати площу кімнат та мінімізувати загальну площу).

- ненадмірність. Критерій надлишковий, якщо він не забезпечує розрізнення рішень.

Слід також виділити термін цільовий функціонал він застосовується зазвичай, якщо цільова функція є функцією від деяких функцій-обмежень.
Цільова функція може залежати від одного або багатьох аргументів. Якщо розглядається випадок функції від багатьох аргументів, то скорочено задачу оптимізації записують наступним чином:
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Цей вираз означає, що 
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 максимальне значення за всіма аргументами.
Якщо цільова функція залежить від одного аргументу то її можна представити у вигляді графіка на Декартовій площині, якщо два – то у вигляді поверхні у просторі (рис. ).
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                                              а)                                                     б)

Рис. Графічне представлення цільової функції: а) – одновимірної, б) – двовимірної

У широкому значенні цільова функція є математичним виразом деякого критерію якості одного об'єкта (рішення, моделі, процесу тощо) порівняно з іншим. Виходячи з цього при формуванні цільової функції необхідно дотримуватись того, що вона повинна задовольняти поняттю міри. Міра – це узагальнення поняття довжини відрізка.
Мірою називають функціональне відображення від двох змінних 
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 що задовольняє наступним властивостям:
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 – нерівність трикутника.
Прикладом міри є, наприклад, середньоквадратичний критерій точності апроксимації. 
Розрізняється ряд видів цільової функції: лінійна, нелінійна, опукла, квадратична та інші відповідно до форми математичної залежності, яку вони відображають. 
Для завдання цільової функції іноді може бути потрібна таблиця технічних даних (наприклад, таблиця стану водяної пари) або може знадобитися провести експеримент. У ряді випадків проектні параметри набувають лише цілі значення. Прикладом може бути число зубів у зубчастій передачі чи число болтів у фланці. Іноді проектні параметри мають лише два значення - так чи ні. Якісні параметри, такі як задоволення, яке відчуває покупець, що набув виріб, надійність, естетичність, важко враховувати в процесі оптимізації, тому що їх практично неможливо охарактеризувати кількісно. Однак у якому б вигляді не було представлено цільову функцію, вона має бути однозначною функцією проектних параметрів.

Лінійна цільова функція:
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Для лінійних задач можна завжди знайти оптимальний розв’язок універсальним методом — симплексним. При цьому не існує проблеми стосовно доведення існування такого розв’язку, тобто в результаті застосування алгоритму симплексного методу завжди отримують один з таких варіантів відповіді:

а) отримали оптимальний розв’язок;

б) умови задачі суперечливі, тобто розв’язку не існує;

в) цільова функція необмежена, тобто розв’язку також не існує.

Приклад. Визначити оптимальну кількість кожного виду продукції, що необхідно випускати для отримання максимального прибутку (табл. 1).
Таблиця 1
	Тип сировини
	Норми витрат сировини на од. продукції
	Запаси ресурсів

	
	А
	Б
	В
	Г
	

	1
	2
	1
	0,5
	4
	2400

	2
	1
	5
	3
	0
	1200

	3
	3
	0
	6
	1
	3000

	Питомий прибуток
	7,5
	3
	6
	12
	 


 
Якщо позначити 
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 – кількість продукції кожного виду, то цільова функція максимізації прибутку виглядає:
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Накладені обмеження на кількість кожного ресурсу:
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Нелінійна цільова функція:
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 – нелінійна функція. Вона може бути опуклою догори або донизу, бути неперервною, мати розриви.
Опукле програмування розглядає методи розв’язування задач нелінійного програмування, математичні моделі яких містять опуклі або угнуті функції.
Нехай задано n-вимірний лінійний простір Rn. Функція 
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, називається опуклою, якщо для будь-яких двох точок 
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 виконується співвідношення:
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Якщо нерівність строга і виконується для 
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 називається строго опуклою.
Функція 
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 виконується співвідношення:
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Якщо нерівність строга і виконується для 
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 називається строго угнутою.
Розглянемо загальний вигляд задачі опуклого програмування.
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 – угнуті функції.
Якщо позначити 
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 і маємо еквівалентну задачу для опуклих функцій:
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 – опуклі функції.
Оскільки задачі еквівалентні, далі розглядатимемо задачу (1).
Множина допустимих планів, що визначається системою (1), є опуклою. Точка локального максимуму (мінімуму) задачі опуклого програмування (1) є одночасно її глобальним максимумом (мінімумом).
Таким чином, якщо визначено точку локального екстремуму задачі опуклого програмування, це означає, що знайдено точку глобального максимуму (мінімуму).
Квадратичне програмування. Окремим випадком задач опуклого програмування є задачі квадратичного програмування.
До задач квадратичного програмування відносять задачі, які мають лінійні обмеження, а цільова функція являє собою суму лінійної і квадратичної функції:
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Квадратична функція n змінних називається квадратичною формою і може бути подана у матричному вигляді:
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Приналежність квадратичної форми до одного із зазначених видів можна встановити за знаками визначників матриць, складених з коефіцієнтів 
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Якщо всі визначники є позитивними, то квадратична форма буде позитивно визначеною і задача буде опуклою.

Якщо знаки визначників чергуються, то квадратична форма буде негативно визначеною.

3. Якщо 
[image: image83.wmf]n
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, то квадратична форма буде позитивно напіввизначеною, якщо значення визначників позитивні, а інші дорівнюють нулю.

4. Якщо 
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, а знаки визначників відмінних від 0 чергуються, то квадратична форма буде негативно полуопределенной.
Приклад. Попит на продукцію, що виготовляється на двох видах обладнання, становить 120 одиниць. Собівартість, тис. грн., виробництва одиниці продукції на обладнанні кожної групи залежить від обсягу такого виробництва – відповідно х1 і х2 — та подається у вигляді для першої групи: 
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. Знайти оптимальний план виробництва продукції на кожній групі обладнання, який за умови задоволення попиту потребує найменших витрат, пов’язаних із собівартістю продукції.
Математична модель задачі: 
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за умов: 
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Якщо цільова функція неперервна, а допустима множина розв’язків замкнена, непуста і обмежена, то глобальний максимум (мінімум) задачі існує.

Найпростішими для розв’язування є задачі нелінійного програмування, що містять систему лінійних обмежень та нелінійну цільову функцію. В цьому разі область допустимих розв’язків є опуклою, непустою, замкненою, тобто обмеженою.

Для задач нелінійного програмування не існує універсального методу розв’язання, що зумовило розроблення значної кількості різних методів розв’язування окремих типів задач нелінійного програмування. Для кожного специфічного методу необхідно доводити існування розв’язку задачі та його єдиність, що також є досить складною математичною задачею.

Відомі точні методи розв’язування нелінійних задач, але в такому разі існують труднощі обчислювального характеру, тобто навіть для сучасних ЕОМ такі алгоритми є досить трудомісткими, тому здебільшого для розв’язування нелінійних задач виправ​даним є застосування наближених методів.
Комбінаторні задачі. Типовим прикладом комбінаторної цільової функції є цільова функція завдання комівояжера. Ця функція дорівнює довжині гамільтонового циклу на графі. Вона задана на множині перестановок 
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 вершини графа та визначається матрицею довжин ребер графа. Точне вирішення подібних завдань часто зводиться до вибору варіантів.
Приклад. Дано множину з N міст, відстані між якими відомі. Необхідно знайти найвигідніший замкнутий маршрут, що проходить через задані міста рівно по одному разу. Математична постановка задачі є такою: Нехай дано граф 
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(, де V множина вершин, E – множина ребер, 
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 – вага ребра. Необхідно знайти Гамільтонів цикл мінімальної ваги, тобто замкнутий цикл у графі, що містить усі вершини та передбачає відвідування кожної вершини лише один раз.
Дано n виконавців та n робіт. Будь-який виконавець може бути призначений до виконанняя будь-якої роботи. Виконання виконавцем роботи пов’язане з витратами, які залежать від того який виконавець виконує роботу. Необхідно виконати всі роботи, призначивши для кожної роботи лише одного виконавця, тобто, знайти таке призначення робіт для виконавців, так, щоб загальні витати були мінімальними.

Математична постановка задачі може бути виконана таким чином: оптимізувати задану цільову функцію з врахуванням обмежень:
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 – – вартість призначення і-го виконавця на j-ту роботу,
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