Лекція 1. Основні поняття, принципи та класи задач оптимізації.
1.1 Сфери виникнення та застосування оптимізаційних задач.

1.2    Особливості та структура оптимізаційної задачі.
1.2.1 поняття оптимізаційної задачі;

1.2.2 структура оптимізаційної задачі;

1.2.3 етапи розв’язання оптимізаційних задач

1.2.4 класи задач оптимізації.

1.1 Сфери виникнення та застосування оптимізаційних задач.

1.1.1 Поняття оптимізації

Оптимізація (в математиці, інформатиці та дослідженні операцій) – це завдання знаходження екстремуму (мінімуму або максимуму) цільової функції в деякій області кінцевого векторного простору, обмеженої набором лінійних та/або нелінійних рівностей та/або нерівностей.

Очевидно чи неявно задачі оптимізації виникають постійно у будь-якій сфері діяльності. Економічне планування, управління, розподіл ресурсів, аналіз виробничих процесів, проектування складних об'єктів завжди пов'язані з пошуком найкращого варіанта. Вирішення таких завдань дозволяє проектувати та створювати оптимальні складні системи з мінімальною витратою ресурсів. Такі завдання ставилися і вирішувалися ще до нашої ери. Інтенсивність досліджень у галузі оптимізації сильно зросла у другій половині минулого століття. Наступний поштовх розвитку досліджень у поточний час був ініційований створенням систем штучного інтелекту.
Теорію та методи вирішення задачі оптимізації вивчає математичне програмування.

Математичне програмування – це розділ математики, що розробляє теорію, чисельні методи вирішення багатовимірних завдань оптимізації з обмеженнями.

Присутність у назві дисципліни терміна "програмування" пояснюється тим, що перші дослідження та перші додатки лінійних оптимізаційних завдань були у сфері економіки, тому що в англійській мові слово "programming" означає планування, складання планів або програм. Цілком природно, що термінологія відбиває тісний зв'язок, що існує між математичною постановкою задачі та її економічною інтерпретацією (вивчення оптимальної економічної програми).

Одним з найважливіших попередніх етапів науково дослідження є визначення мети відносно якої оптимізаційна задача може виникати стосовно безпосередньо самої системи – її оптимальної структури, оптимального функціонування. Якщо задача розглядається у консервативних системах, її можна назвати внутрішньою оптимізаційною задачею. 
Наприклад, задача знаходження оптимальної траєкторії у консервативному полі, розподіл популяції за статусом в межах певного ареалу.
Задачі, які розглядались в дисципліні «Дослідження операцій » в межах симплекс-методу відносяться до внутрішніх задач (всі елементи задачі належать до одного замкненого простору).
Система може залежати від зовнішніх факторів або бути з ними тісно пов’язана, тоді таку задачу можна віднести до зовнішніх оптимізаційних задач. 
Наприклад, пристосування системи до впливу зовнішніх факторів, розподіл популяції за статусом в період міграції.
Для зовнішніх оптимізаційних розглядається задача адаптації – знаходження оптимального рішення під впливом зовнішніх факторів.

В попередніх курсах вже розглядались оптимізаційні задачі різного призначення:

- дослідження операцій – оптимальне планування, розподіл ресурсів, оптимальний шлях;

- теорія прийняття рішень – задачі оптимального прийняття рішень в умовах визначеності, ризиків та невизначеності;
- аналіз даних – задачі оптимального пошуку.

1.1.2 Параметрична та структурна оптимізація

Зазвичай ставиться завдання визначення або найкращої структури або найкращих значень параметрів об'єктів. Якщо оптимізація пов'язана з розрахунком оптимальних значень параметрів при заданій структурі об'єкта, вона називається параметричною оптимізацією. Завдання вибору оптимальної структури – структурною оптимізацією.
Параметрична оптимізація передбачає зміну параметрів об'єкта, і знаходження екстремуму цільової функції, яка залежить від цих параметрів при відомій структурі системи.
До перших відомих задач параметричної оптимізації відносяться задачі з сфери економіки: планування, складання планів або програм, розподіл ресурсів.  В основі таких задач найчастіше лежить балансова макроекономічна модель input-output В. Леонтьєва. До відомих задач параметричної оптимізації також належать задачі про призначення, транспортні задачі в основі яких лежать сітьові моделі.
В межах параметричної оптимізації виділяють комбінаторну оптимізацію – розділ теорії оптимізації, який розглядає задачі оптимізації, у яких множина розв'язків є дискретною або може бути зведена до дискретної. Як правило, для знаходження оптимального рішення виконується перебір всіх можливих варіантів розв’язків. Такі задачі ще називають NP-повного перебору. Основною проблемою у розв’язанні таких задач є розмірність. Так, наприклад, розв’язання транспортної задачі традиційними методами вже при розмірності більше 60 практично неможливо навіть із застосуванням сучасних комп’ютерів.

Наприклад, комбінаторна оптимізація використовується для:

- визначення оптимальної мережі аерофлоту;

- визначення, яка машина з парку таксі підбере пасажирів;

- визначення оптимального шляху доставки посилок;

- визначення правильних атрибутів перед тестуванням концепцій.
Структурна оптимізація – це метод побудови такої структури, як способу з'єднання елементів у систему, яка буде максимально ефективною з погляду заздалегідь поставленої практичної мети та за заданих і завжди обмежених ресурсів. Методи та алгоритми структурної оптимізації вивчаються у розділі загальної теорії систем, який називається субстратним підходом. В основі алгоритму структурної оптимізації лежить процес знаходження субстрату (ключового моменту ефективності).
До задач структурної оптимізації відносяться задачі пошуку оптимальної структури технічних та організаційних об’єктів, управлінських та технологічних процесів.
До складу структурної оптимізації входять також топологічна та геометрична оптимізація, оптимізація форми, топографічна оптимізація та ін.
Топологічна оптимізація – це оптимізація, що дозволяє оптимальним з погляду ресурсу та фізико-механічних параметрів змінити конструкцію: структуру системи, взаємне розташування елементів з метою покращення її функціоналу.
Топологія, як наука, вивчає:

• у найзагальнішому вигляді – явище неперервності;

• зокрема – властивості просторів, які залишаються незмінними при неперервних деформаціях. Наприклад, зв'язність, орієнтованість.
Суть топології полягає у вивченні властивостей предмета, які не змінюються за його деформації. На відміну від геометрії, у топології не розглядаються метричні властивості об'єктів (наприклад, відстань між парою точок). 
Дуже важливими для топології є поняття гомеоморфізму та гомотопії (грубо кажучи, це типи деформації, що відбуваються без розривів та склеювань).

Гомеоморфізм, топологічний ізоморфізм або неперервна в обох напрямках функція – це неперервна функція між топологічними просторами, яка має неперервну обернену функцію. Грубо кажучи, топологічний простір – це геометричний об'єкт, а гомеоморфізм – це неперервне розтягування і вигинання об'єкта в нову форму. Таким чином, квадрат і коло гомеоморфні один одному, а сфера і тор – ні.
Часто повторюваний математичний жарт полягає в тому, що топологи не можуть відрізнити чашку кави від пончика, оскільки досить пластичному пончику можна надати форму чашки для кави, створивши ямку та поступово збільшуючи її, зберігаючи при цьому отвір для пончика в ручці чашки.
Гомотопія – в математиці поняття алгебричної топології, що формалізує поняття неперервної деформації одного об'єкта в інший. За допомогою гомотопії визначаються гомотопічні групи, що є важливими інваріантами в алгебричній топології.
Оптимізація топології – це математичний метод, який оптимізує розміщення матеріалів у заданому просторі проектування для заданого набору навантажень, граничних умов та обмежень з метою максимізації продуктивності системи. Оптимізація топології відрізняється від оптимізації геометрії (форми та розмірів) у тому сенсі, що проект може досягти будь-якої форми у просторі проектування, замість того, щоб мати справу з визначеними конфігураціями.
Традиційне формулювання оптимізації топології використовує метод кінцевих елементів (МКЕ) з метою оцінки характеристик конструкції. Конструкція оптимізується з використанням методів математичного програмування на основі градієнта, таких як алгоритм критеріїв оптимальності і метод переміщення асимптот, або алгоритмів, не заснованих на градієнті, таких як генетичні алгоритми .
Оптимізація топології має широкий спектр застосувань в аерокосмічній, механічній, біохімічній та цивільній інженерії. Нині інженери переважно використовують оптимізацію топології на концептуальному рівні процесу проектування. Через вільні форми, що зустрічаються в природі, об’єкт часто складно виготовити. З цієї причини об’єкт, який отримується в результаті оптимізації топології, часто коригується з урахуванням технологічності. Додавання обмежень до рецептури з метою підвищення технологічності є активною областю досліджень. У деяких випадках результати оптимізації топології можуть бути отримані безпосередньо з використанням адитивного виробництва; Таким чином, оптимізація топології є ключовою частиною проектування адитивного виробництва. Адитивне виробництво (англ. Add - додавати) – узагальнена назва технологій, які передбачають виготовлення виробу за даними тривимірної цифрової моделі методом пошарового додавання  матеріалів. Сьогодні топологічна оптимізація тісно пов’язана з так званими адитивними технологіями (виготовлення деталей за допомогою 3Д принтерів).
Алгоритм топологічної оптимізації знаходить найкращий розподіл матеріалу в межах заданої мети та системи обмежень. Він бере цілісний обсяг матеріалу довільної форми і поступово видаляє його частину, при цьому максимізуючи або мінімізуючи такі цільові параметри, як маса, переміщення або податливість, і забезпечуючи одночасну відповідність заданим вимогам і задоволення системи обмежень на максимальну напругу або переміщення. Так, наприклад, можна вирішити задачу про зниження маси випробувального стенду з умовою того, щоб конструкція не заходила у небезпечний діапазон за власними частотами. Як ви можете уявити, такий тип оптимізації може видати в результаті принципово нові і складні форми конструкції. Раніше їх часто було неможливо відтворити насправді через обмеження традиційних методів виробництва. Однак, сучасні методи, такі як адитивне виробництво, зробили доступним для виготовлення складних геометричних форм.

Розглянемо приклад на топологічну оптимізацію: необхідно знизити масу важеля системи керування без перевищення заданих обмежень щодо переміщень. Допустимі габарити важеля обмежені об'ємом, зображеним на рис. 1 а). Там же промальовані вузли та умови закріплення: нижній вузол навантажений зусиллями по 33 кН у горизонтальному та вертикальному напрямках, два верхні вузли жорстко закріплені. На рис. 1 б) наведено результат топологічної оптимізації конструкції шляхом видалення з тіла «зайвого» матеріалу з такими умовами: мінімізація маси при обмеженні горизонтальних переміщень до 107 мм і вертикальних до 12 мм. 
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Рис. 1 Топологічна оптимізація важеля

До задач оптимізації форми можна віднести багато різних задач. Це можуть бути задачі визначення оптимальної лінії, фігури, тіла для зменшення навантажень та напруг, пошуку оптимальної траєкторії, оптимального покриття. 
Відомо, що трикутник є дуже жорсткою фігурою на площині, ця його властивість використовується в споруджені опор високовольтних ліній передачі струму, які мають сітчасту структуру в основі якої лежить трикутник. Для закріплення конструкцій використовують підпори у формі трикутника.
В 1696 році Йоганн Бернуллі поставив наступну задачу: серед плоских кривих, що з'єднують дві дані точки А та В, що лежать в одній вертикальній  площині (В нижче А), знайти ту, рухаючись по якій під впливом лише сили тяжкості, спів направленою негативній півосі OY, матеріальна точка з А досягне точки В за найкоротший час. На статтю Йоганна Бернуллі відгукнулися Ісаак Ньютон, Якоб Бернуллі, Г. В. Лейбніц, Г. Ф. Лопіталь, Е. В. Чирнхаус. Всі вони, як і сам Йоган Бернуллі, вирішили завдання різними способами. Метод рішення, отриманого 26 січня 1697 Ісаком Ньютоном, ліг в основу найважливішої галузі природознавства – варіаційного обчислення, що має широке застосування в теорії оптимізації. Розв'язанням задачі є дуга циклоїди з горизонтальною основою, точка повернення якої знаходиться в точці A, або іншими словами, що має вертикальну дотичну в точці A. Ця крива отримала назву брахістохрона (рис. 2).
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Рис. 2 Брахістохрона
Для зменшення навантажень в спорудах роблять арки. Арка може мати різну форму – дуга кола, парабола і т.д. Але з математичних розрахунків відомо, що кращою буде форма у вигляді ланцюгової кривої – лінії, форму якої набуває гнучка однорідна нерозтяжна важка нитка або ланцюг (звідси назва) із закріпленими кінцями в однорідному гравітаційному полі (рис. 3). Вона є плоскою трансцендентною кривою. Рівняння в прямокутних координатах:
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Ланцюгова крива має властивість, що її маса є рівномірно розподіленою.
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Рис. 3 Форми арки
В будівництві для зменшення впливу горизонтальних вітрових навантажень при зведенні веж застосовують архітектурний елемент, який називається гепар. В його основі закладена форма гіперболи. Як відомо, гіпербола – крива, що має властивість розсіювання. У 1890-ті роки В. Шухов винайшов перші у світі гіперболоїдні конструкції та металеві сітчасті оболонки будівельних конструкцій, ця ідея була запозичена зі структури плетених селянських корзин. У книзі «Крокви» 1897 року він довів, що трикутна форма на 20—25% важча арочної з променевою решіткою. Перша сітчаста вежа була побудована для промислової та художньої виставки у Нижньому Новгороді у 1896 році. Сьогодні ця ідея втілена у таких спорудах як Ейфелева вежа, вежа в японському місті Кобе (рис. 4).
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             Вежа Шухова                        Ейфелева вежа                      Вежа в м. Кобе

Рис. 4 Приклади застосування гіперболічної форми

Можна навести багато прикладів, де за рахунок вибору оптимальної форми були вирішені різноманітні проблеми:
· для забезпечення стійкості до качки днища сучасних суден має форму напівкубічної параболи;

· на авіаносцях для трампліну для зльоту використовують криву 3-го порядку «локон Аньєзі» (найбільш плавна крива, що огинає коло);

· при проектуванні форми куполів у вигляді цибулини використовують евольвенту кола – крива, що описується кінцем гнучкої нерозтяжної нитки закріпленої в деякій точці, що змотується з плоскої кривої. 

Наступний приклад демонструє як за рахунок зміни форми можна зменшити концентрацію напруг, які виникають як наслідок кривизни поверхні конструкції (рис. 5).
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Рис. 5 Оптимізація форми
В практичних задачах топографічна оптимізація застосовується для проектування рельєфу. Такі задачі часто виникають при проектуванні оболончастих структур (рис. 5)
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Рис. 5 Топографічна оптимізація
1.2    Особливості та структура оптимізаційної задачі.

1.2.1 Поняття оптимізаційної задачі
Математичні задачі, мета яких полягає у знаходженні найкращого (оптимального) варіанту з усіх можливих називаються оптимізаційними. З погляду інженерних розрахунків методи оптимізації дозволяють вибрати найкращий варіант конструкції, найкращий розподіл ресурсів тощо.
У загальному вигляді оптимізація може бути як процес, що складається з трьох етапів (рис. 6).

Етапи процесу оптимізації.

• Аналіз системи: вивчається функціонування системи за умов, максимально наближених до умов реального світу.

• Перетворення системи: на основі отриманої інформації про функціонування системи проводиться її зміна з метою покращення характеристик.

• Аналіз нової системи: проводиться аналіз системи, синтезованої на попередньому кроці, та здійснює її порівняння з вихідною системою.
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Рис. 6 IDEF0-діаграма процесу оптимізації складної системи
Для постановки задачі оптимізації необхідно визначити об'єкт оптимізації, критерії оптимальності та обмеження на отримані рішення. У системі виділяються класи елементів, що мають властивості функціональної ідентичності та взаємозамінності. Таким чином, якщо в системі присутні елементи, що не задовольняють вимогам функціональної ідентичності та взаємозамінності, то експерту необхідно розділити їх на блоки, що поєднують у собі елементи одного класу (тобто мають зазначені властивості).

Для кожної підсистеми, що утворюється елементами одного класу, виділяють три групи параметрів: вхідні параметри, вихідні параметри, управляючі параметри.

У процесі розв'язання задачі оптимізації зазвичай необхідно знайти оптимальні значення деяких вхідних параметрів, що визначають це завдання. При вирішенні інженерних завдань їх називають проектними параметрами, а в економічних завданнях їх зазвичай називають параметрами плану. В якості проектних параметрів можуть бути, зокрема, значення лінійних розмірів об'єкта, маси, температури тощо. Число n проектних параметрів 
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 характеризує розмірність (і ступінь складності) задачі оптимізації. В якості параметрів плану виступають ресурси, ціна виробничі одиниці.
Вибір оптимального рішення або порівняння двох альтернативних рішень проводиться за допомогою деякої залежної величини (функції), що визначається проектними параметрами. Ця величина називається цільовою функцією (або критерієм якості). У процесі розв'язання задачі оптимізації мають бути знайдені такі значення проектних параметрів, за яких цільова функція має мінімум (або максимум). Причому, задачу відшукання максимуму можна замінити на протилежну (відшукання мінімуму) і навпаки, якщо змінити знак цільвої функціх на протилежний. 

Отже, цільова функція – це глобальний критерій оптимальності в математичних моделях, з допомогою яких описуються інженерні чи економічні завдання.
Класична постановка задачі: в деякому просторі 
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 тим чи іншим засобом виділяється деяка непуста множина 
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 точок цього простору, яку називають припустимою множиною. Далі фіксується деяка дійсна функція 
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, що задана в усіх точках 
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 допустимої множини. Вона називається цільовою функцією. Задача оптимізації полягає в тому, щоб знайти точку 
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 в множині 
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, для якої функція 
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 приймає екстремальне (максимальне або мінімальне) значення. В першому випадку для всіх точок 
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 множини 
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 задовольняється нерівність 
[image: image21.wmf](

)

(

)

x

f

x

f

³

0

, в другому випадку – нерівність 
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В практичних задачах можливі дві основні постановки оптимізаційних задач. В першому випадку задача розглядається в звичайному (евклідовому) просторі скінченної розмірності. Точками 
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 допустимої множини будуть кортежі 
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 дійсних чисел, цільовою ж функцією 
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 буде звичайна дійсна функція від 
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 дійсних аргументів. Таку задачу називають задачею оптимізації функцій. В другому випадку постановки оптимізаційної задачі в якості припустимої множини виступає деяка множина 
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 функцій дійсних змінних 
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, а цільовою функцією є деякий функціонал 
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, який ставить у відповідність кожній функції 
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 деяке дійсне число 
[image: image31.wmf](

)

y

F

. Цю задачу ми будемо називати задачею оптимізації функціоналів або варіаційною задачею.

1.2.2 Структура оптимізаційної задачі
Параметрична оптимізація. Незважаючи на різні змістовні постановки задачі, структура оптимізаційної задачі є однотипною і містить наступні компоненти.

1. Цільова функція 
[image: image32.wmf](

)

x

F

 n-вимірного векторного аргументу 
[image: image33.wmf](

)

n

x

x

x

x

,...,

,

2

1

=

, тобто 
[image: image34.wmf](

)

n

R

x

F

Î

.
2. Критерій оптимізації: 
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2. Обмеження (умови) як нерівностей 
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. Причому нерівності можуть бути як нестрогими так і строгими.
3. Обмеження (умови) у вигляді рівностей 
[image: image38.wmf]0

=

k

h

.

4. Область допустимих значень 
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Оптимізаційна задача в загальному вигляді представляється наступною математичною моделлю:
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 – обмеження 1-го роду;
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 – обмеження 2-го роду;
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Тоді завдання вирішити задачу 
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 означає:

- показати, що розв’язку існує;

- показати, що цільова функція 
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 не обмежена знизу / зверху;

- знайти таке 
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- якщо 
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Способи та методи розв’язання задачі залежать від типу задачі. Для побудови математичної моделі потрібно виконати 4 етапи:

- визначення межі системи оптимізації. Відкидаємо ті зв'язки об'єкта оптимізації із зовнішнім світом, які не можуть сильно вплинути на результат оптимізації, а точніше ті, без яких рішення спрощується;
- вибір керованих змінних. "Заморожуємо" значення деяких змінних (некеровані змінні). Інші залишаємо приймати будь-які значення в якості допустимих рішень (керовані змінні);
- визначення обмежень на керовані змінні (рівності та/або нерівності);
- вибір числового критерію оптимізації (наприклад, показника ефективності). Створюємо цільову функцію.
Комбінаторна оптимізація. Зазвичай об’єктами задач комбінаторної оптимізації є розміщення, перестановки, підмножини, графи, цілі числа та інші структури, які описуються як узагальнений комбінаторний об’єкт. Нехай задані множина 
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 – зліченна множина, яка є базовою, 
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 – гомоморфізм, 
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, що задовольняє обмеженням, заданим деяким предикатом 
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Визначення. Під комбінаторним об’єктом 
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 розуміють тріаду 
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, а під його розмірністю – потужність нумерованої множини 
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Для визначення задачі комбінаторної оптимізації необхідно ввести поняття локально скінченного простору. Нехай 
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 деякий простір з метрикою 
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Визначення. Метричний простір 
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 з метрикою 
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 є локально-скінченним, якщо 
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 виконується умова 
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Задачею комбінаторної оптимізації називається проблема знаходження такого 
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де 
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 – локально-скінченний простір розв’язків задачі, елементами якого є комбінаторні об’єкти, 
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 – простір допустимих рішень, які визначаються заданим предикатом 
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 – цільова функція.
Структурна оптимізація. Задачі оптимізації структури системи прийнято розглядати як дискретні, що задані на множині з елементів структури.
У процесі проектування технічну систему S можна у вигляді сукупності деяких елементів множини 
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 і взаємозв'язків між цими елементами з множини 
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, тобто: 
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 – i-та підмножина взаємозамінних елементів множини G (
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 – підмножина взаємозамінних зв'язків i-го елемента з іншими j-ми елементами множини G (
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Відсутність зв'язків 
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 говорить про неможливість впливу на функціонування будь-якого елемента множини G цього елемента. Взаємозамінність означає, що з підмножини 
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 можна застосувати будь-який з елементів, а з підмножини 
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 будь-який зв'язок, що реалізується на практиці при створенні системи. При цьому будь-який з елементів множини G, як і будь-який зв'язок з множини R, може бути відсутнім у проектованій системі S.

Для певності вважаємо, що зв'язки стаціонарні. Вплив зв'язків на функціонування системи S, як правило, описується конструктивними параметрами та характеристиками, що включаються до множини параметрів і характеристик елементів множини G. Отже, кожному елементу множини 
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 відповідає множина конструктивних параметрів 
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 та характеристик 
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, а зв'язки з множини R будуть визначати тільки структуру технічної системи S: 
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Математичні моделі 
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M

 функціонування технічної системи S у різних умовах експлуатації, складність, інваріантність, повнота та адекватність моделей багато в чому визначаються множинами G та R, тобто:
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У загальному випадку процес структурно-параметричної оптимізації багатокритеріальний та базується на векторному критерії експлуатаційних показників та характеристик 
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 технічної системи S, в основу розрахунку якого покладено математичні моделі. Отже,
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Відповідно до викладеного визначення оптимального технічного рішення 
[image: image94.wmf]опт
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 для заданої сукупності елементів множини G і взаємозв'язків між цими елементами з множини R для технічної системи зводиться до визначення оптимуму векторного критерію за множинами конструктивних параметрів 
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 і характеристик 
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Для вирішення задачі структурно-параметричної оптимізації загалом пропонується принцип дискретної зміни складових елементів 
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 технічної системи S з множини G та зв'язків 
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R

, тобто. принцип перебору різних структурних схем та визначення оптимального параметричного рішення для кожного можливого виконання технічної системи.
Топологічна оптимізація. 
Класична постановка задачі. Основна ідея топологічної оптимізації конструкцій полягає у отриманні оптимального розподілу матеріалу в наперед визначеній області. Причому суть класичної постановки задачі – мінімізації піддатливості (максимізації жорсткості) конструкції при обмеженнях на її об’єм або вагу.
Розглянемо деяку область проектування Ω (рис. 1) у просторі 
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 або 
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, що є частиною твердого деформованого тіла. У розрахунковій області визначимо масові (об’ємні) сили f , розподілені навантаження t і граничні умови на ділянці 
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 . Задачу оптимального проектування визначимо як задачу оптимального пошуку (вибору) тензора жорсткості 
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, який є змінним у межах області Ω.
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Рис. Узагальнена задача проектування форми у вигляді пошуку оптимального розподілу матеріалу у двовимірній області: 1 – точка проектування; 2 – точка з відсутнім матеріалом; 3 – точка із закріпленим матеріалом
Подаючи енергетичну білінійну форму (можливу роботу внутрішніх силових факторів для пружного тіла у стані рівноваги u , а також для довільного можливого переміщення v ) у вигляді:
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 – лінеаризовані деформації і силову лінійну форму у вигляді: 
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, задача мінімізації піддатливості (максимізації жорсткості) буде мати такий вигляд:
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за умови 
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 – рівняння рівноваги, записане у варіаційній формі, де U – простір кінематично допустимих полів переміщень; t – розподілені навантаження за ділянкою 
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 границі області; 
[image: image113.wmf]ad
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 – множина допустимих тензорів жорсткості для даної задачі проектування. Індекс E вказує на те, що білінійна форма 
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 залежить від змінних проектування.
Скінченно-елементна постановка задачі. Область проектування Ω поділяється на N скінченних елементів. Кожному скінченному елементу відповідає змінна проектування 
[image: image115.wmf](

)

[

]

1

,

0

Î

x

e

r

, для представлення так званої відносної густини матеріалу. Ці змінні проектування створюють вектор 
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R

Î

r

. Глобальна матриця жорсткості конструкції 
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 залежить від змінних проектування, де d – число степенів свободи. Якщо вектор зовнішніх навантажень 
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, вектор переміщень 
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, то основне рівняння рівноваги матиме вигляд:
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Вважаючи, що матеріал має лінійні пружні властивості, тензори деформацій і напружень можуть бути записані через кінематичне рівняння й рівняння стану відповідно: 
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 – матриця стану, що залежить від коефіцієнта Пуассона µ і модуля Юнга 
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На відміну від класичної задачі мінімізації піддатливості конструкції при обмеженнях на її об’єм або вагу, більш реальною постановкою задачі топологічної оптимізації слід вважати задачу мінімізації маси конструкції з урахуванням обмежень на напруження.
В залежності від типу системи та мети дослідження, постановка оптимізаційної задачі може мати свої особливості і відмінності від розглянутих типових постановок задач.
Зауваження. тензор – це математичний об'єкт, який як об'єкт не залежить від зміни системи координат, та його компоненти за зміни системи координат перетворюються за певним математичним законом. У тривимірному просторі тензор другого рангу найпростіше уявити як матрицю, задану в кожній точці простору, яка описує неоднорідність цього простору і діє вхідний вектор, змінюючи його напрямок і масштаб. Простими словами, тензор — це контейнер, у якому можуть зберігатися N-вимірні дані, тензори є узагальнення матриць на N-вимірний простір.
1.2.3 Етапи розв’язання оптимізаційних задач

Як правило, постановка та розв'язання оптимізаційної задачі розпадається на такі етапи:

· аналіз ситуації та формулювання завдання;

· визначення параметрів рішення, що підлягають оптимізації (тобто тих, що можуть бути змінені в ході рішення);

· встановлення допустимої сфери існування параметрів, тобто обмежень, що накладаються на параметри та їх поєднання;

· вибір та оцінка впливу зовнішніх факторів, що враховуються в ході рішення;

· вибір критеріїв оптимальності;

· побудова цільової функції (математичної моделі), яка б видавала показники, відповідні обраним критеріям;

· вибір математичного методу оптимізаційних розрахунків;

· проведення розрахунків та оцінка отриманих рішень за обраними критеріями;

· остаточне ухвалення рішення з урахуванням необхідних факторів.

Слід підкреслити, що оптимізація на відміну звичайного порівняння варіантів передбачає розгляд всіх рішень, які у область допустимих значень параметрів. Ті рішення, у процесі пошуку яких проводився повний перегляд можливих варіантів, зазвичай називають «раціональними».
1.2.4 Класи задач оптимізації.

Існує декілька різних підходів до класифікації задач оптимізації. Найбільш поширеним загальним є підхід на основі класифікацій ознак наведених на рис. 1.1.

[image: image125]
Рис. Класифікація оптимізаційних задач
На сьогодні, краще дослідженими ї задачі параметричної оптимізації. Залежно від виду цільової функції та співвідношення обмежень виділяють різні завдання параметричної оптимізації, класифікація яких наведена на рис. 1.2.
1. За типом параметрів завдання оптимізації. Розрізняють безперервні завдання оптимізації (continues optimization), дискретні (discrete) та цілочисленні (integer optimization).

2. За критерієм розмірності допустимої множини параметрів D. Завдання оптимізації за цим критерієм поділяються на завдання одновимірної та багатовимірної оптимізації.

3. За критерієм наявності або відсутності обмежень на допустиму множину D. Розрізняють завдання умовної (constrained) та безумовної (unconstrained) оптимізації. Цей ознака класифікації має місце як одномірних, так багатовимірних завдань оптимізації.

4. За характером обмежень. Розрізняють детерміновану оптимізацію та стохастичну. Якщо безліч допустимих значень включає випадкові компоненти, має місце стохастичне програмування. При цьому стохастична оптимізація може ставитись і до дискретного завдання.

5. За видом цільової функції та видом обмежень. Розрізняють лінійне та нелінійне програмування.


[image: image126]
Рис. 1.2 Класифікація задач параметричної оптимізації
6. За видом області допустимих рішень, яка визначається обмеженнями розрізняють опукле та не опукле програмування.

Завдання лінійного програмування містить лінійну цільову функцію, обмеження завдання також лінійні. Найбільш відомі класичні завдання лінійного програмування: транспортне завдання, задача про дієту та інші.

У задачах цілого програмування компоненти вектора {х} приймають лише цілі значення. Відомі класичні завдання цілісного програмування: завдання про комівояжера, розмальовки графів, теорію розкладу.

За порушення лінійності цільової функції чи обмежень має місце нелінійне завдання оптимізації. Величезна кількість завдань такого роду виникає при автоматизації проектування та оптимізації технологічних процесів. Класифікація завдань нелінійного програмування переважно визначена видом цільової функції. Багато завдань нелінійного програмування можуть бути наближені до завдань лінійного програмування, і знайдено близьке до оптимального рішення. Зустрічаються завдання квадратичного програмування, коли функція 
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 є поліномом другого ступеня щодо змінних, а обмеження лінійні. У ряді випадків може бути застосований метод штрафних функцій, що зводить завдання пошуку екстремуму за наявності обмежень до аналогічної задачі за відсутності обмежень, що зазвичай вирішується простіше. Але загалом завдання нелінійного програмування ставляться до важким обчислювальним завданням. 
https://habr.com/ru/articles/328198/ нелінійне прогр
https://core.ac.uk/download/pdf/287483025.pdf Гладун нелін опт
Для вирішення завдань оптимізації було розроблено велику кількість різних методів.
Основные применения разработанного инструментария:

— идентификация параметров теоретической модели по исходным (экспериментальным или вычисленным) данным;

· аппроксимация данных, это та же идентификация только не модели, а параметров подходящей (в общем случае абстрактной) формулы, для целей сглаживания/аппроксимации, интерполяции и экстраполяции;

· — численное решение систем произвольных (!) уравнений.
https://studfile.net/preview/10090749/ -классификация задач опт

https://studfile.net/preview/16467819/  общий случай ЗО

https://studfile.net/preview/1081412/ задачи опт
Задачі оптимізації
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