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Функції кількох змінних

§ 25. Повний диференціал. Похідна за заданим напрямом. Градієнт.

25.1 . Повний диференціал функції

Припустимо, що f(x, y) в точці (x, y), яку ми розглядаємо, має неперервні частинні похідні.  Повний приріст цієї функції z=f(x, y) має вигляд:
                                          (z=f(x+(x, y+(y)-f(x, y)                                           (25.1)
Зробимо перетворення і запишемо (z у вигляді
                     (z=[f(x+(x, y+(y)-f(x, y+(y)] + [f(x, y+(y)-f(x,  y)]                   (25.2)
Застосуємо до кожної з різниць в квадратних дужках теорему Лагранжа (теорему про скінченні прирости). Маємо
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            (y<y*<y+(y);                  (25.3)
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       (x<x*<x+(x).        (25.4)
Вирази (25.3) і (25.4) підставимо у (25.2) і отримаємо:
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Оскільки ми припустили, що частинні похідні неперервні і x<x*<x+(x,  y<y*<y+(y, то при (x(0  i  (y(0  x*   і  y* прямують до x і y відповідно. Тобто
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Тоді рівності (25.6) можна переписати у вигляді
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де (1, (2 є нескінченно малі величини, що прямують до нуля, коли (x  i  (y  прямують до нуля (або, коли 
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Коли ми врахуємо (25.7), рівність (25.5) буде мати вигляд:
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Сума двох останніх доданків правої частини (25.8) є величиною  нескінченно  малою вищого порядку відносно 
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Сума перших 2-х доданків в (25.8) лінійна відносно (x  i  (y  і є головною частиною приросту функції,  яка відрізняється від (z на нескінченно малу величину відносно 
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Повний приріст функції (z в даній точці (x, y) може бути представлений в вигляді суми двох доданків: виразу, який лінійний відносно (x  i  (y і величини, нескінченно малої вищого порядку відносно ((. 
Означення 1.  Лінійна частина повного приросту називається повним диференціалом  і позначається dz, або df, тобто:
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Прирости незалежних змінних (x  i  (y будемо називати диференціалами незалежних змінних x i y  і позначати відповідно через dx  i  dy. Тоді вираз для повного диференціалу набуде вигляду
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Висновок:  Якщо функція z=f(x, y) має неперервні  частинні похідні, то вона диференційовна в точці (x, y) і її повний диференціал дорівнює сумі добутків частинних похідних на диференціали відповідних незалежних змінних.

Приріст функції тепер можна переписати у вигляді
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і з точністю до нескінченно малих величин вищого порядку малості відносно (( можна записати наближену рівність: 

                                                          (z ( dz.                                                     (25.12)

Приклад 1.  Нехай z=xy. Знайти dz та  (z в точці A(2; 3),  якщо  (x=0,1,   (y=0,2.

Розв’язання.
Маємо  (z=(x+(x)(y+(y)-xy=y(x+x(y+(x(y,
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(z=3(0,1+2(0,2+0,1(0,2=0,72,    dz=3(0,1+2(0,2=0,7.
Отже, при малих приростах (x  i  (y приріст функції 
                                    (f(x, y)=f(x+(x, y+(y)-f(x, y)
наближено можна замінити диференціалом df(x, y) цієї функції
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І тоді (25.12) можна записати у вигляді              
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Ця наближена рівність буде тим точніше, чим менше |(x|  i  |(y| .

Приклад 2.  Дано прямокутник зі сторонами x=6м і у=8м. На скільки зміниться діагональ цього прямокутника, якщо сторона  x збільшиться на 5см, а сторона у зменшиться на 10см. 

Розв’язання.

Діагональ z прямокутника є функція двох змінних  
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Тоді маємо
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Замінимо приріст діагоналі (z повним диференціалом dz.

Наближено знаходимо:
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Покладемо х=6м,  (х=0,05м,  у=8м,  (у=-0,10м. Тоді отримаємо 
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Таким чином, діагональ прямокутника зменшиться  приблизно на 5см.


Всі наші міркування і означення відповідним чином можна узагальнити на функції будь-якого числа аргументів. Наприклад, якщо маємо функцію w=f(x, y, z, u,…, t), причому всі частинні похідні 
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 неперервні в точці (x, y, z,…, t), то вираз             
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є головною частиною повного приросту функції і називається повним диференціалом функції w.

Приклад 3. Знайти диференціал функції      
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Розв”язок:       

Маємо    
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25.2.  Похідна за напрямом
Диференційовні функції можна диференціювати по будь-якому іншому напряму.  
Розглянемо в області D  функцію u=u(x, y, z). Будемо вважати, що функція  u=u(x, y, z) неперервна і має  неперервні похідні по всім своїм аргументам в області D. Проведемо з точки М0(x0, y0, z0)  вектор 
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, який має напрямні косинуси 
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                                                      Рис.25.1

На векторі 
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 на відстані (s (
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де (1, (2, (3 прямують до нуля, коли (s(0.

Поділимо всі члени рівності (25.14) на (s:
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Оскільки  
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Означення 2.  Границя відношення 
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 при (s(0 називається похідною від функції u=u(x, y, z) в точці (x0, y0, z0) за напрямом вектора 
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Якщо перейти до границі в рівності (25.16), отримаємо:
                                     
[image: image46.wmf]g

b

a

cos

cos

cos

z

u

y

u

x

u

s

u

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

=

¶

¶

.                            (25.18)
Тепер самі  частинні похідні будемо розглядати як частинні випадки похідної за напрямом. Наприклад, при 
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 співпадає з ортом 
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 на вісі Ох.  Дійсно маємо        
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Приклад 4. Дана функція u=x2+y2+z2. Знайти 
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Розв’язання.

а) знайдемо напрямні косинуси вектора 
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Тоді  
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. Частинні похідні  
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  в  точці  M0 (1;1;1) дорівнюють  
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25.3.  Градієнт скалярного поля

Означення 3. В даній області D визначено скалярне поле, якщо для кожної точки M(D задано скаляр (тобто число) u=f(M). 
Таким чином, u  є числова функція точки. Для простору ми будемо мати скалярне поле u=f(x, y, z),  ((x, y, z) ( D), а для площини - u=f(x, y)  ((x, y) ( D).
Означення 4. В даній області D визначено векторне поле, якщо для кожної точки M(D  задано вектор 
[image: image67.wmf])
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Нехай u=f(x, y, z) визначає скалярне поле, де f(x, y, z) - диференційовна функція трьох змінних.  

Означення 5.  Вектор 
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 називається  градієнтом скалярного  поля  (тобто 
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Таким чином, скалярне поле породжує векторне поле градієнтів. 

Теорема 1.  Нехай задане скалярне поле u=u(x, y, z) визначає поле градієнтів.
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Обчислимо  скалярний добуток  
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Вираз в правій частині є похідною від функції u(x, y, z) за напрямом вектора 
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що і необхідно було довести.

Зазначимо такі властивості градієнта:

1. Похідна в даній точці за напрямом вектора 
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 має найбільше значення, якщо напрям вектора 
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Справедливість цього твердження випливає з рівності 
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2. Похідна за напрямом вектора, перпендикулярного до вектора grad u, дорівнює нулю.

Дійсно, якщо 
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3. Напрям градієнта є напрямом найбільшого зростання функції, а напрям, протилежний градієнту, є напрямом найбільшого його спадання. Модуль градієнта дає найбільшу швидкість зростання, або спадання функції.

Зауваження.  Нехай u=u(x, y), тоді 
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Приклад 5.  Визначити 
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Розв’язання.

Маємо   
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Значення функції u в точці М0  дорівнює u(M0)=
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§ 26.  Формула Тейлора для функції двох змінних. 

Екстремуми функції.

26.1.  Формула Тейлора для функції двох змінних

Як було показано в § 19, функція 
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Останній доданок є залишковий член у формі Лагранжа. Цю формулу можна записати через диференціали таким чином:
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Зауваження 1.  Величина 
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При цьому диференціали 
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 в різних степенях справа дорівнюють приростам 
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 незалежних змінних, яким відповідає повний приріст функції зліва.


Введемо нову незалежну змінну 
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Підставимо (26.4) в функцію 
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Тоді замість повного приросту функції двох змінних
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ми можемо розглядати приріст допоміжної функції однієї змінної
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За формулою (26.2) маємо
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При цьому диференціал 
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Отже, ми довели справедливість формули (26.3).


Зауваження 2.  Хоча в диференціальній формі формула Тейлора має такий же простий вигляд, як і для функції однієї змінної, в розгорнутому вигляді вона значно складніша. Наприклад, перші її чотири члени виглядають так:
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Приклад 1: Знайти розклад функції z=ex(ln(1+y) за формулою Тейлора при n=3 в околі точки M0(0; 0).
Розв’язання.  

Оскільки за умовою x0=0  i  y0=0, то в формулі (4.7) покладемо x-x0=x;   y-y0=y.
Маємо:
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Тоді   
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26.2 Максимуми і мінімуми функції двох змінних

Нехай функція z=f(x, y) визначена у відкритій області G і точка M0(x0, y0) належить області G.


Означення 1.  Функція f(x, y) має в точці M0(x0, y0) (тобто при x=x0  i  y=y0)  максимум, якщо f(x0, y0)>f(x, y) для  всіх точок (x, y) достатньо близьких до точки (x0, y0) і які відмінні від неї.


Означення 2. Функція  z=f(x, y)  має в точці  M0(x0, y0)  мінімум,  якщо     f(x0, y0)<f(x, y) для  всіх точок (x, y) достатньо близьких до точки (x0, y0) і які відмінні від неї.


Означення 3.   Максимум і мінімум  називаються екстремумами функції. Тобто кажуть, що функція має екстремум в даній точці, якщо ця функція має максимум або мінімум в цій точці. 

Нехай x=x0+(x;  y=y0+(y, тоді можна записати
                          f(x, y) - f(x0, y0) = f(x0+(x,   y0+(y) - f(x0, y0) = (f .

Очевидно що: 

якщо (f<0 при всіх достатньо малих приростах незалежних змінних, то функція f(x, y) досягає максимуму в точці M0(x0, y0);
якщо (f>0  при всіх достатньо малих приростах незалежних змінних, то функція f(x, y) досягає мінімуму в точці M0(x0, y0).
Таким чином ми дали інше трактування наших попередніх означень максимуму і мінімуму функції.

Теорема 1 (необхідні умови екстремуму). Якщо функція z=f(x, y) досягає екстремуму при x=x0,  y=y0, то кожна частинна похідна 1-го порядку від функції z дорівнює нуль при цих значеннях аргументів, або не існує.          

Доведення.  Дійсно, надамо змінній у певне значення y=y0. Тоді функція u= f(x, y0) буде функцією однієї змінної х. Так як при x=x0 функція має екстремуми (максимум або мінімум), то за теорією екстремуму функції однієї змінної отримаємо 
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Аналогічно, якщо зафіксуємо х=х0, то 
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Теорема доведена.

Ця теорема  визначає тільки необхідні умови існування екстремуму. Вона дозволяє знаходити  екстремальні  значення функції в тих випадках, коли ми впевнені, що існує максимум або мінімум.


Наприклад, функція f(x, y)=x2-y2 має похідні 
[image: image161.wmf]x
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=-2y, які дорівнюють нуль при x=0 i y=0. Але ця функція при x=0 i y=0 не має максимуму або мінімуму.
Зауваження. У точці екстремуму 
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 диференційовної функції 
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Означення 4.  Точки, в яких 
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=0 називаються стаціонарними точками функції z=f(x, y). 


Означення 5.   Стаціонарні точки та точки, де  
[image: image168.wmf]x

z

¶

¶

  і 
[image: image169.wmf]у

z

¶

¶

 не існують, називаються критичними точками функції z=f(x, y). 

Якщо функція досягає екстремуму в якій-небудь точці, то це може бути  (за теоремою 1) тільки в критичній точці.


Введемо позначення:
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Теорема 2 (достатні умови екстремуму). Нехай функція 
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 визначена, неперервна і має неперервні перші і другі похідні в околі точки 
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Тоді якщо:

1) 
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4) 
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Доведення.

Розкладемо функцію 
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Представимо другі похідні у вигляді
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При цьому, оскільки другі похідні є неперервними, маємо 
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Для спрощення викладок введемо „локальні полярні координати” з полюсом в точці 
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 (рис. 26.1).
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                                                              Рис. 26.1


Тоді 
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Проаналізуємо праву частину рівності (26.8).

1. Розглянемо випадок, коли 
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, і на знак всього виразу в квадратних дужках не впливає. Чисельник дробу додатний. Тоді знак приросту 
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 визначається знаком знаменника 
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2. Розглянемо тепер випадок, коли 
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 має значення протилежних значень. Отже, в цій точці екстремуму бути не може. Нехай 
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Оскільки 
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 вираз в квадратних дужках буде мати протилежні знаки. Отже, в цій точці екстремуму бути не може.

3. Якщо 
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, то для дослідження треба залучати похідні вищих порядків.

Приклад 2.   Дослідити на екстремум функцію z=x3+y3-3xy.

Розв’язання.
Знаходимо частинні похідні 1-го порядку і складаємо систему рівнянь
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Розв’яжемо цю систему і отримаємо дві стаціонарні точки M1(0; 0);  M2(1; 1).

Знайдемо частинні похідні 2-го порядку
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Складемо дискримінант D=AC-B2 для кожної критичної точки:

1)  Для точки M1 маємо 
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Отож, екстремуму в точці M1 немає.
2) Для точки M2 маємо 
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Отож,  в точці M2 функція 
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26.3.  Найбільше та найменше значення функції двох змінних в замкненій області
Нехай необхідно знайти найбільше і найменше значення функції z=f(x, y) в деякій замкненій області G. Якщо будь-яке з цих значень досягається фунцією в середині області, то воно буде екстремальним. Але може трапитися так, що найбільше або найменше значення приймається функцією  в деякій точці, яка лежить на межі області.

Правило:  Для того, щоб знайти найбільше або найменше значення неперервної функції z=f(x, y) в обмеженій замкненій області необхідно знайти критичні точки, які належать області G, обчислити всі значення функції в цих точках і півпрямих їх зі значеннями функції на межі області G. Найбільше з усіх цих чисел і буде – найбільшим значенням, а найменше – найменшим значенням.
Приклад 3.   Знайти найбільше і найменше значення функції z=x3+y3-3xy в області G={0( x (2;   -1( y  (2}.

Розв’язання.

В прикладі 2 знайдено дві стаціонарні точки  M1(0; 0)  i   M2(1; 1). Значення функції в цих точках z1=f(M1)=0;     z2=f(M2)=-1. 

1) Проведемо  дослідження функції на границі області G:

а) при х=0 функція z набуває вигляду  z=y3. Ця функція монотонно зростає  на кінцях відрізка   [-1; 2] і приймає значення: 
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б) при х=2 функція z набуває вигляду z=8+y3-6y. Знайдемо значення цієї функції в стаціонарній точці (тобто де 
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Маємо 
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).  Обчислюємо значення функції z в точці М3 : 
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. Обчислюємо значення функції z на кінцях відрізка [-1; 2]:     
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в) при у=-1 функція набуває вигляду z=x3-1+3x. Знаходимо першу похідну 
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, це означає, що функція z=x3-1+3x монотонно зростає на відрізку  [0; 2]  від 
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г) при у=2 функція набуває вигляду  z=x3+8-6x. Знайдемо значення цієї функції в стаціонарній точці і на кінцях відрізка  [0; 2]. Маємо  
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; 2). Обчислюємо значення функції z в точці М4:     
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.  Обчислюємо значення функції z на кінцях відрізка   [0; 2]:    
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2) Порівнюємо всі знайдені значення  функції z, робимо висновок, що zнайбільше=13 в точці (2;  -1);   zнайменше=-1 в точках (0; -1);   (1; 1). 
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