Функції багатьох змінних
Повторення. Що називаться функцією одної дійсної змінної? Способи задання функції. Основні властивості функцій. Означення похідної функції одної змінної. Геометричний та механічний зміст похідної. Диференціал.Таблиця та правила знаходження похідної функції одної змінної.
Для зручності будемо вивчати функції багатьох змінних на прикладі функції двох змінних (всі важливі факти теорії добре просліджуються на прикладі функцій двох змінних та узагальнюються на іипадок більшого числа змінних)
Лекція 1 
Диференціальне числення функції багатьох змінних
Запитання.
1. Що називається функцією двох змінних? Наведіть приклади.
2. Способи завдання функції двох змінних.
3. Область визначення функції двох змінних. Вправи на знаходження області визначення. 
4. Графік функції двох змінних.
5. Лінії рівня.
6. Окіл точки. Границя та неперервність функції в точці.
7. Повний приріст функції двох змінних. Структура повного приросту.
8. Частинні похідні.
9. В чому полягає геометричний зміст частинних похідних функції двох змінних?
10. Що називається повним диференціалом функції двох змінних?
11. Яка функція називається диференційовною в точці?
12. Теореми про диференційовні функції.
13. Застосування повного диференціала до наближених обчислень.
Контроль. Домашні завдання, відповіді на запитання, порівняльна таблиця, тест, розрахункова робота.
Функції багатьох змінних
Порівняльна таблиця
	
	Функція одної змінної

 том 1
	Функція двох змінних

 том2, с.4

	Означення 
	
	

	Графік
	
	

	Область визначення
	
	

	Приріст функції
	
	+повний приріст і прирости за напрямками

		Границя



	
	+

	Неперервність
	
	+

		Похідна



	
	+частинні похідні
Повна похідна функції, що задано явно

	Геометричний зміст похідної
	
	

	Механічний зміст похідної
	
	

	Диференціал
	
	+

	Формула Тейлора 
	
	+

	Зростання
	
	

	Спадання
	
	

	Екстремуми
	
	+

	Найбільше та найменше значення функції
	На відрізку 
	В області
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Способи завдання: аналітично (рівнянням), графічно, табличним способом.
При аналітичному завданні частіше будемо зустрічатися з такими випадками:


 - функцію задано явно (- параболоїд обертання)  


 неявно ( - сфера)


Область визначення . Вправи на знаходження області визначення функції 

Область в  - множина точок площини, що має властивості відкритості (кожна точка належить області разом деяким околом цієї точки) і зв’язності (будь які дві точки області можна з’єднати відрізком, який повністю лежить в цій області). 

Природні обмеження на область визначення функції одної змінної.


Яким би способом не було задано функцію, ми завжди маємо справу з двома множинами: областю визначення  та областю значень функції . 

При знаходженні області визначення функції слід відповісти на запитання: які значення може приймати незалежна змінна (аргумент) ? 


Всі значення, які приймає залежна змінна (функція) при , утворюють область значень функції. Наприклад: 

,




При знаходженні області визначення функції на множині дійсних чисел враховують обмеження, що виникають, якщо функція містить:
1. 
Ділення на нуль   
2. 
Виключення кореня парного ступеня   
3. 
Логарифми   
4. 
Арксинус, арккосинус   
5. 
Нульовий степінь   
6. 
 
Аналогічні обмеження маємо і для функції двох змінних.
Вправа1. 
№1.1 с.16
Знайдіть і зобразіть на площині Oxy область визначення функції





Графік .

[image: ]
Лінії рівня. 



Окіл точки. Множина всіх точок площини, координати яких задовольняють нерівність , називаються дельта околом точки . 
Границя. 
[image: ]
[image: ]


Повний приріст функції двох змінних

Повний приріст функції двох змінних знайти нелегко (громіздко), тому часто його вигляд дають через означення. Ми спробуємо побачити структуру повного приросту за допомогою простого прикладу. 





Повний приріст даної функції двох змінних має вигляд: . Тут величина є нескінченно малою більш високого порядку в порівнянні з відстанню між точками  
Отже можна зробити припущення про структуру приросту довільної функції двох змінних. 

Припустимо, що функція визначена в точці  і в деякому околі цієї точки



[image: ]
З’ясуємо зміст множників А і В. 

















Знайти частинні похідні функції №2.1 с.36





[bookmark: _GoBack]Диференціал функції одної змінної
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®yHKuia f (x, y) HasuBaeTbes Jugpepenyiiiosnoro 8 mouyi M, sxmo it
NOBHHI IpHpicT B Hift Touni MoXXHA NMoAaTH y BHIVIAAI

Az = AAx + BAy + aAx - BAy, 3)

ne A Ta B — pificHi uyHcaa, aKi He 3amexarb Big Ax ta Ay, o = a (Ax,

B =P (Ax, Ay) — veckinuenHo Mani npu Ax—~>0 i Ay—0
cpyHKuu
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liosrum Odu@eperytarom Az IHUQEPEHIIAOBHOI B Toulll /M QyHKIIL
2 = f/M wHasuBaeTbcA JainiliHa BigHocHO Ax Ta Ay vacTHHA NOBHOrO
npupocry uiei ¢yrxuil B touui M, Ttobro
dz = AAx 4- BAy. (5)
HupepennianaMu HesaNeXHHX 3MIHHHX X Ta y Ha3BeMO NPHPOCTH
uux 3MiHEHX dx = Ax, dy = Ay. Toal 3 ypaxyBaHnaM Teopemu 2 pis-
HiCTb (5) MOMXKHA 3aMHCATH Tak:

dz oz
dz=wdx+a—y dy. (6)
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'Teope.mz 1 (nenepepsnicme ad(i;epeﬁuiiibenoi pynryii). Arxwpo ¢ynk-
yis z = f (M) Ougpepenyiiiosna ¢ mouyi M, mo eona Henepepena 8 yit
mouyi.

O fxmo ¢ynknia nudepenuifiorua B Touni M, To 3 pisHocri (3) BH-

miKBae, mo lim Az = 0. Ile o3nauae, wWo ¢yHKUis HenepepsHa B Touli
Ax—>0
Ay=->0

M. e
Teopema 2 (iCHYBAHHS HACMUHHUX NOXLOHUX Oumpenutuoenot pynr-
yit). Arwo pynryis z = f (M) 0ud]epeﬂumoeua 8 mova{t M (x; y), mo

sona mae e yith mouyi noxidni fr = fr (%, y) ma fy = f,, x, 4 i
Az = f:Ax + fyAy + alAx +BAy.
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Teopema o (Jocmamui yrosu OUPEPeHULUOBHOCL). M KWO PYHRKYLA
f (x, y) mas wacmunni noxioni ¢ deskomy oxoai mouku M i yi noxioui
nenepepeni 6 mouyi M, mo gyuryia [ (x, y) Oughepenyitiosna 6 mouyi M.
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§ 1. ®YHKIIA, II TPAHHIA TA HETEPEPBHICTH

1.1, ®Pyukuis G6ararbox smiHHHX. O3HAYEHHA Ta CHMBOJIKa

Hexali 3anano MHoxuHy D ynopsigkoBaHux map uucen (x, y). k-
mo KoXHill mapi uucesn (x, y) € D 3a neBHHM 32KOHOM BiamOBizae uHcIO
2, TO KaxyTh, 110 Ha MHOXHHI D BH3HaueHO YHKIUi0,Zz Big ZBOX 3MiH-
HHX x i y i samucyote 2 = f (x, y).

HaseneMo Taki mpuknagu: a) momy S mpaAMOKYTHHKA {3 croponamu
a ta b 3uaxozsATh 3a dopmyno S = ab. Koxuifl mapi sHauenb a i b
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Bigmosifae eauHe 3HaueHHs IJouti, To6T0 S — byHKUIA XBOX 3MiHHHX:
S =7F(a by

6) 3a 3akoHom Oma esektpopyliifina cusia E, cuna ctpyMmy [ Ta omip
R 3aMKHYTOrO eJeKTPHYHOTO KoJsia ToB’A3ani cniBBifnomennam £ = IR.
Tyt _E e dyukuieo sminnpx [ ta Rt E =f (I, R).

3MiHHY z HA3MBaOTL 3a/IeXKHOK 3MiHHOW (DyHKUiew), a 3MiHHI x
Ta y — He3aleXHAMH 3MIHHMMH (apTyMeHTaMmH).

Muoxuny nap (x, y) 3Hauedb x Ta y, M8 AKMX QyHKuia z = f (x,
) BU3HAUEHA, HA3HBAIOTL 00AACHMIO BUHAYCHHA Yicl (ynKyil i TO3HAYAIOTH
D () abo D.

MuoxkuHY 3HaueHb z no3Havaots E (f) abo E.

OckinbkH KoXHil yrmopsiakosaift nmapi umcen (x, y) sianosinae B
npsAMoKyYTHIH cucTeMi Koopaunat Oxy epuua Touka M (x; y) maowmuHH,
o Te came, TOYKA ABOMipHOro mpoctopy Ry, i, HaBNaKH, KOKHIH Touwi
M (x; y) naouuHEYM BLITOBiZae €IMHA YHOpAAKOBaHA Mapa uucesl (x, y),
To dyukuito z = f (x, y), ne (x, y) € D, Moxua posrasjaty fK QyHKuUiw
ToukH M i 3aMmicte z = f (x, y) nmucatu z = f (M). ObaacTio BH3HAUEHHSA
D < R, dyuxuil y ubOMY BHNIAJKy € AefiKa MHOMXHHA TOYOK IIOLIHHH
Oxy. 3okpema, obsacTio BU3HAaYeHHs QYHKUI] Moxe 6yTH BcA IJIOWIMHE,
afo yacTHHA IJIOUIMHH, oOMeXKeHa IMeBHUMH JiHisiMH,

3navenns Gyukuii z = f (x, y) B Touui M, (x5 Y,) NMO3HAYAOTh Zy=
= [ (x, yo) a0 zy = [ (M,), abo z = z |y,

Jliniw, mo ofMexye ofracts D, HAa3UBAIOTL Mexcerd obaacmi suanaden-
us. ToukM obnaacti, fki He nexaTb Ha i Mexi, Ha3HBAIOTbCA BHYTPill-
HiMH. O6JacTb, fKa MICTHTb OJHI BHYTDILIHI TOUKH, HA3HBAETbCHA BiOKpU-
moto. SIkimo kK Jgo ofjacTi BU3HAUEHHS HaleXaTh i BCi TOUKH Mexi, TO
Taka o0JIaCTb HA3HBAETHCA 3AMKHEHOI.

OyHkuia 1Box 3MiHHUX, AK i byHKIis oxniel smiHHOI, Moxe 6yTH 3a-
JaHa pisHuUMH chnoco6amMH. Mu  KopHCTYBaTHMeMocs, fK IIPaBHJIO,
aHaliTHYHUM criocoboM, kKo DyHKUis 3a1a€Thes 32 JOIOMOroI0 (POPMYJIH.
O6utacTio BU3HAUeHHS TaKol GYHKUT BBaXKaeThCSI MHOXKHHA BCiX THX TOUOK
IVIOIMHY, MR AKHX 3ajaHa dopmysa Mae 3MicT.
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Jlamo ekBiBajieHTHe Oo3HaueHHsA rpaHuui QyHkUii 3a Komi a6o o3na-
yeHH «Ha MoBi & — O». Uncao A HasHBaeTbCs epanuyero dynkyii z =
= f (M) 6 mouyi M,, KO L5 KOXKHOrO yucaa e > § 3HAHZETHCT YHCIO
8 > 0 Taxe, mo Ais Beix Touok M (x; y) € D, AKi 3a0BOJLHAIOTL YMOBY
0 < p(M; M) <8, BuKOHyeTbCS HepiBHicTs |f (M) — A | < e.
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Teopema. Hexail pynryii f (M) i g (M) eusnaueni na odniti i mid
camiti muoxcuni D { marome 6 mouyi M, epanuyi B i C. Todi pynxuyii
FM) g (M), F (M) g (M), EGE-. & (M) #0, wawoms o moui M,
epanuyi, aki 8idnoeidno dopientoiome B + C, B - C,—- < C=+0.

Gyuxuia z = f (M) HasuBaerbcsi HecKi4weHHO manow 8 smouyi M,
(abo npu M — M), axmo lim f (M) = 0. fIrmo ¢yuxuis z = f (M)
MM,

mae B Touli M rpanumo, fxa fopisHioe 4, To ¢pyuruig o (M) = f (M) —
— A e HeckiHueHHO Masow B Touni M, ToMmy wo lim a (M) =
MM

= lim (f (M) — A) = 0. 3siacu BunsuBae, mo dpyuxuis f (M) B_)Ol;OJ[i TOYKH
-»M,

M, BigpisusieTbcs Big rpanuui A Ha HecKiHUeHHO Maay GYHKLIIO.
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