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Передмова
Вивчення математичного моделювання сприяє фундаментальності і професійної спрямованості освіти майбутніх фахівців інженерних спеціальностей. Науковою основою для вивчення складних природних процесів є математичні моделі, отримані в результаті визначення та формалізація основних особливостей даного процесу. Побудова таких моделей – це, безсумнівно, один з найскладніших етапів процесу досліджуваного природного явища.

Друга частина конспекту лекцій присвячена побудові та дослідженню математичних та імітаційних моделей на основі різного обсягу та характеру апріорної інформації про систему, яка досліджується.

Розглянуті методи побудови математичних моделей з позиції чорного ящика на основі експериментальних даних
Наведені основні схеми представлення математичних моделей на основі результатів попереднього аналізу системи з поступовим переходом від концептуальної до математичної та імітаційної моделей. Особлива увага приділена проблемам, які виникають у процесі розробки та дослідження моделей різного типу.

Визначені основні методи оцінки якості математичних та імітаційних моделей та методика їх балансування.

Матеріал проілюстрований великою кількістю прикладів, які відображають особливості розробки та оцінки математичних моделей.

В основу конспекту лекцій покладені основні роботи і публікації вітчизняних і зарубіжних авторів, в яких викладені теоретичні основи, методи і алгоритми розробки математичних і імітаційних моделей великих систем різної фізичної природи.

Лекція 7 Аналіз експериментальних даних та побудова на їх основі математичних моделей

7.1 Загальна постановка задачі ідентифікації

При побудові математичної моделі необхідно виходити з мети моделювання та обсягу інформації про систему, що моделюється, а отже за яким принципом ми будемо складати математичну модель: «білої скриньки», «сірої скриньки» чи «чорної скриньки». Якщо інформація про об’єкт обмежена  і модель будується, наприклад, з метою ідентифікації або вивчення взаємодії системи з оточуючим середовищем, застосовують підхід на основі «чорної скриньки». Модель будується на основі результатів наукового експерименту.

Отримання математичної моделі за експериментальними даними називається ідентифікацією.

У загальній постановці завдання ідентифікації формулюється так: по реалізації вхідних і вихідних сигналів визначити оператор А, який встановлює математичний зв'язок між входами і виходами об'єкта:
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У загальному випадку вхідні і вихідні впливи можуть описуватися певними функціями (зазвичай функціями часу). Математично відповідність між вхідний і вихідний функціями можна записати у вигляді:
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 ​ вектор вихідних значень, 
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 – оператор, що залежить від збурювань (оператор вхідних впливів), 
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 – вектор управління входами.
В теорії ідентифікації визначається оптимальна оцінка оператора А за результатами обробки експериментальних даних.

Перш ніж будувати модель, необхідно з'ясувати, чи має взагалі сенс робити це на основі наявної сукупності? Може виявитися, що порушені процедури збору даних, і отримана вибіркова сукупність не відображає досліджувані властивості генеральної сукупності значень величини, яка  досліджується, в достатній мірі. 
Зокрема, може виявитися, що обсяг вибіркової сукупності малий, або самі дані мають недостатню точність, або даних досить і вони досить точні, але при цьому вони невдало згруповані і представляють властивості тільки частини генеральної сукупності. Нарешті, може виявитися, що висунута на початку дослідження гіпотеза про існування залежності між величинами невірна і встановлювати вид цієї залежності безглуздо.

Перевірка та аналіз експериментальних даних проводиться методами математичної статистики: перевірка гіпотез, оцінювання параметрів і числових характеристик випадкових величин і процесів, кореляційний і дисперсійний аналіз.
Коректність математичної моделі і можливість її застосування на практиці залежать від того, наскільки грамотно спланований експеримент, наскільки коректно з точки зору математичної статистики проведено процедури збору, обробки та аналізу результатів експерименту, і, нарешті, наскільки коректно виконана інтерпретація отриманих результатів. При цьому слід зазначити, що будь-які аналітичні моделі, які ми збираємося будувати на основі експериментальних даних, не можуть мати точність, що перевищує точність вимірювання самих даних.
Одним з найвідповідальніших моментів в експерименті є встановлення точності вимірювань і похибки. методи вимірювань повинні базуватися на законах спеціальної науки – метрології, що вивчає засоби і методи вимірювань.

При експериментальному дослідженні одного і того ж процесу повторні значення на приладах, як правило, неоднакові. Відхилення можливі через низку причин: недосконалість приладів, неоднорідність властивостей досліджуваного матеріалу і ін. Тому експеримент ніколи не обходиться одним вимірюванням, а отже, потрібно знати їх мінімальну кількість, яка змогла б забезпечити стійке середнє значення вимірюваної величини, що задовольняє заданому ступеню точності. Визначення необхідної кількості вимірювань визначається на етапі тактичного планування.

Розглянемо порядок аналізу експериментальних даних. Будемо вважати, що ми користуємось правильними приладами, експеримент проводиться коректно і ми маємо справу лише з випадковими похибками, а систематичні похибки відсутні.

7.2 Аналіз даних залежності вихідних даних від одного параметра при прямих та косвених вимірюваннях 

7.2.1.Детермінований випадок

Нехай досліджується система, яка описується одним вхідним і вихідним значеннями: 
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Як було зазначено раніше, на значення величини 
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 впливають різні зовнішні фактори і при її вимірюванні при однакових значеннях параметра 
[image: image8.wmf]х

 ці значення будуть відрізнятись.

При прями вимірюваннях при фіксованому вхідному значенні вимірювання вихідної величини 
[image: image9.wmf]у

 виконується багаторазово (проводиться серія експериментів). 

За результатами вимірювань утворюють варіаційний ряд, який заноситься у таблицю (табл. 7.1).
Таблиця 7.1

Результати вимірювань

	Значення параметрів середовища та системи при яки виконувався експеримент

	Значення вхідного параметру 
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	Значення вхідного параметру 
[image: image11.wmf]у


	
	
	
	

	Частота спостереження 
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	Статистичні оцінки

	Вибіркове математичне сподівання 
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	Вибіркова дисперсія 
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	Вибіркове середньоквадратичне відхилення 
[image: image15.wmf]s


	


В результаті вимірювань та при занесенні їх у таблицю можуть виникнути помилки, обумовлені різними чинниками: якість вимірювання, уважність дослідника і таке інше. Такі помилкові дані можуть суттєво відрізнятись від інших значень і, як правило, у варіаційному ряді будуть стояти на початку або в кінці таблиці. Перед отриманням статистичних оцінок утворений варіаційний ряд переглядається і для зменшення впливу вище зазначених помилок (промахів) з нього відсікається 5% даних на початку та в кінці варіаційного ряду. 

Для видалення промахів на практиці часто користуються критерієм Шовене (якщо очікуване число вимірювань, рівних підозрілому результату менше 1/2, то цей результат виключають).

Так як отримані у ході вимірювань значення можуть відрізнятись, то постає питання: що взяти у якості істинного значення вимірюваної величини? Очевидною відповіддю є – середнє значення (математичне сподівання). Щоб рішення було правомірним та обґрунтованим необхідно, що б отриманий варіаційний ряд мав нормальний закон розподілу, що означає, що всі значення вимірювань скупчені навколо одного значення (математичного сподівання) (рис. 7.1).
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Рис. 7.1 Графік щільності нормального закону розподілу


Якщо закон розподілу не є нормальним, то це означає, що або експеримент проведений не коректно або серію вимірювань треба продовжити.

Для перевірки нормального закону розподілу можна застосувати критерій Пірсона про рівність емпіричних та теоретичних частот (курс «Математична статистика та ймовірності процеси»).

Якщо закон розподілу нормальний то в якості істинного значення береться математичне сподівання, але якщо середньоквадратичне відхилення є значним, то взяте за основу значення буде мати велику похибку, тому, у такому випадку необхідно прийняти рішення: чи брати отримані результати за основу, чи краще продовжити серію вимірювань.

Для визначення додаткових впливів знаходять асиметрію та ексцес:
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 – центральні моменти відповідно 3-го та 4-го порядків.
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Рис. 7.2 Графіки асиметрії та ексцесу нормального закону розподілу.

Наступним кроком є визначення похибки прийнятого значення.

Похибка буде складатись з похибки результатів вимірювань 
[image: image23.wmf]екс

D

 та похибки безпосередньо приладу 
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.

Абсолютну випадкова похибка 
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 за результатами всіх 
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 вимірювань, становить:
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де 
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 – коефіцієнт Стьюдента (визначається з таблиці за заданим рівнем значущості 
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 та кількістю вимірювань 
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).
Похибка приладів визначається як:
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 – гранична похибка приладу, вказана на його шкалі або у паспорті.

При вимогах високої точності визначається похибка округлення для приладу:
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 – ціна мінімальної поділки приладу.

Сумарна похибка вимірюваної величини буде визначатись як:
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Остаточне значення вимірювань буде записуватись як 
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Цей запис означає, що значення належать довірчому інтервалу 
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 з ймовірністю 
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Після цього визначаємо відносну похибку: 
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, яка помножена на 100% дає змогу визначити відносну похибку у відсотках.

При косвених вимірюваннях, коли вихідна величина 
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 безпосередньо залежить від прямих вимірювань величин 
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Точність 
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 визначається за наступною схемою:

· оцінюються середні значення величин 
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· визначається їх абсолютна похибка 
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· визначається абсолютна похибка для 
[image: image47.wmf]y

:


[image: image48.wmf]2

1

å

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

D

¶

¶

=

D

k

i

i

i

y

x

y

.

Достовірність остаточної оцінки буде відповідати достовірності оцінок  величин 
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Об’єднання результатів вимірювань. Коли проводилось декілька серій вимірювань постає питань: чи можна їх об’єднати в одну вибірку? Перш ніж виконати таку дії необхідно перевірити ряд статистичних гіпотез на встановлення однорідності окремих вибірок, що відповідають окремим серіям.

Розглянемо деякі основні гіпотези.

Для встановлення рівноточності окремих вибірок вимірювань найчастіше застосовують критерій Фішера 
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 – порівняння дисперсій 
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 –  відповідно менша і більша дисперсії окремих вибірок.

Критерій Фішера використовується для порівняння тільки двох дисперсій, однак на практиці доводиться порівнювати між собою три і більше дисперсій.
Для порівняння дисперсій більше двох при рівних об’ємах застосовують критерій Кохрена (часто зустрічається Кочрена).

При зіставленні дисперсій ряду сукупностей нульова гіпотеза полягає в тому, що всі k сукупностей, з яких взяті вибірки, мають рівні дисперсії.
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Нехай серед кількох серій вимірювань виявлена така, вибіркова дисперсія для якої 
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 помітно більше за всі інші. Завдання полягає втому, щоб з'ясувати, чи можна вважати відміну виділеної дисперсії 
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 істотною. Іншими словами, альтернативна гіпотеза може бути сформульована як
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Статистика критерію Кохрена розраховується як 
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Для встановлення однорідності застосовують 
[image: image61.wmf]2
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-критерій, критерій Смірнова або Уілкокса.

Розглянемо критерій Уілкокса (Вілкокса). Він застосовується для вибірок невеликого об’єму. Перевага цього критерію полягає в тому, що він застосовний до випадкових величин, розподіли яких невідомі; потрібно лише, щоб величини були неперервними.

Якщо вибірки однорідні, то вважають, що вони вилучені з однієї і тієї ж генеральної сукупності і, отже, мають однакові, причому невідомі, неперервні функції розподілу  
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Таким чином, нульова гіпотеза полягає в тому, що при всіх значеннях аргументу (позначимо його через х) функції розподілу рівні між собою: 
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Нехай 
[image: image66.wmf]1

H

:
[image: image67.wmf](

)

(

)

x

F

x

F

2

1

>

.
Перевірка статистичної гіпотези виконується за наступним алгоритмом:

· розташувати варіанти обох вибірок в зростаючому порядку, тобто у вигляді одного варіаційного ряду, і знайти в цьому ряду спостережуване значення критерію 
[image: image68.wmf]сп
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 – суму порядкових номерів варіант першої вибірки;
· за таблицею критерію Уілкокса знаходять нижню критичну точку 
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 – об’єми відповідних вибірок;

· знаходять верхню критичну точку 
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· якщо 
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, то гіпотеза про однорідність приймається.

Приклад. При рівні значущості 0,05 перевірити нульову гіпотезу про однорідність двох вибірок обсягів 
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при конкуруючій гіпотезі 
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Розв’язок. Розташуємо варіанти обох вибірок у вигляді одного варіаційного ряду і перенумеруємо їх:

порядкові номери ... 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

варіанти ... 12 14 15 18 20 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Знайдемо спостережуване значення критерію Уілкокса – суму порядкових номерів (вони набрані курсивом) варіант першої вибірки:
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Знайдемо по таблиці нижню критичну точку: 
[image: image79.wmf](
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Знайдемо нижню критичну точку: 
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Отримаємо 
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, отже вибірки можна вважати однорідними.

7.2.2.Встановлення залежності між випадковими величинами

Якщо встановлюється залежність 
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, де 
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 – випадкові величини, то результати спостережень заносять у кореляційну таблицю (табл.. 7.2).

Таблиця 7.2

Кореляційна таблиця для двох випадкових величин
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За даними кореляційної таблиці знаходяться статистичні оцінки випадкових величин 
[image: image101.wmf]x

, 
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 – математичне сподівання, дисперсія, середньоквадратичне відхилення, коефіцієнт кореляції. Аналітичний вигляд функції встановлюється на основі методу найменших квадратів.
Для визначення степені впливу фактору на систему, застосовують теорію факторного аналізу, яка полягає у порівнянні факторної та залишкової дисперсій.

7.3 Побудова математичних моделей на основі експериментальних даних
7.3.1 Детермінований випадок
Для побудови математичних моделей на основі експериментальних даних застосовують методи теорії апроксимацій: інтерполяцію, сплайн-апроксимацію, методи згладжування.

Враховуючи той факт, що експериментальним даним притаманна випадкова похибка, найчастіше для побудови моделей на основі результатів вимірювань застосовують метод найменших квадратів (МНК) – метод згладжування. Сутність методу полягає в тому, що необхідно побудувати таку залежність (функцію), що б середньоквадратична похибка була мінімальною:

У загальному випадку завдання можна сформулювати наступним чином: nнехай в результаті експерименту була отримані якась експериментальна залежність 
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, представлена у табличному вигляді (табл.. 7.3).
Таблиця 7.3

Результати вимірювань
	№ 
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Причому значення 
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 повинно бути впорядковане у порядку зростання.

Необхідно побудувати аналітичну залежність 
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, яка найбільш точно описує результати експерименту. Для побудови параметрів функції будемо використовувати метод найменших квадратів. Ідея методу найменших квадратів полягає в тому, що функцію 
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 будемо будувати таким чином, що б 
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, де 
[image: image112.wmf]F

 – цільова функція.
Задача складається з двох етапів:

1. За результатами експерименту визначити зовнішній вигляд залежності.

2. Підібрати коефіцієнти залежності 
[image: image113.wmf](
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Для визначення вигляду залежності можна застосовувати різну інформацію. Наприклад, спиратись на гіпотезу про закони, які лежать в її основі. Можна точки 
[image: image114.wmf](
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 нанести на графік і висунути гіпотезу про вигляд функції за їх взаємним розташуванням, знаючи вигляд графіків основних функцій. 

Приклад. Нехай при значеннях вхідної величини 
[image: image115.wmf]x

 від 1 до 50 з кроком 5 отримали такі значення вихідної величини
[image: image116.wmf]y

:  84.6471,-1.6569, -3.5908, 6.2006, 14.4841, 15.9329, 14.1967, 15.2451, 20.1131, 24.9604. 
Результати вимірювань нанесли на графік (рис. 7.3).
[image: image117.png]100

80

60

40

20

-20

Y





Рис. 7.3 Графічне представлення результатів вимірювань

З розташування точок можна зробити припущення, що залежність між величинами має вигляд: 
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Аналізуючи вихідні значення 
[image: image119.wmf]y

, видно, що на початку інтервалу спостереження вони сильно відрізняється від значень на кінці інтервалу. З вигляду залежності та значень вихідної величини можна зробити висновок, що в роботі системи спостерігається перехідний процес, який описуються визначеною вище залежністю і при збільшенні значень вхідного параметру 
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 система прямує до стаціонарного режиму, опис якого прямую до лінійної моделі. Перехідний процес може бути спричинений різними чинниками. Після аналізу даних доцільно вивчити характер зовнішніх впливів, або структуру самого процесу системи, яка досліджується. Якщо такої можливості немає, то, перш ніж будувати модель на основі вимірювань, необхідно чітко визначити для якого діапазону вхідних даних це робиться і можливо доцільно побудувати декілька моделей для різних діапазонів вхідного параметра 
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.
Для визначення загального вигляду функції, яка буде покладена в основу моделі можна застосовувати табл. 7.4.
Таблиця 7.4

Підбір вигляду моделі за результатами вимірювань

	№ пор.
	Емпірична формула
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Умови перевіряють наступним чином. На заданому відрізку вибирають дві точки, розміщені якомога далі одна від одної, наприклад, 
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Задавшись загальним виглядом шуканої функції, визначаємо кількість параметрів, значення яких необхідно знайти, і як ці параметри входять у рівняння.
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Так як наша цільова функція є квадратичною параболою і має один екстремум, який є мінімумом і представлений вершиною параболи для визначення значень параметрів використовують необхідну умову існування екстремуму – рівність першої похідної нулю:
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Приклад. Побудувати функцію 
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Таблиця 7.5

Результати вимірювань
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Розв’язок. Перевіримо, чи підійде нам лінійна залежність: 
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Рис. 7.4 Графік лінії, побудованої  методом найменших квадратів

Знайдемо оцінку похибки моделі:
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Розглянемо більш складний випадок множинної моделі, коли на вхід системи подається декілька сигналів і необхідно побудувати функцію від багатьох змінних. 

Вхідні дані задані таблицею 7.6.

Таблиця 7.6

Вхідні дані

	
[image: image209.wmf]1

X


	
[image: image210.wmf]2

X


	…
	
[image: image211.wmf]m

X


	
[image: image212.wmf]Y



	
[image: image213.wmf]11

x


	
[image: image214.wmf]21

x


	…
	
[image: image215.wmf]1

m

x


	
[image: image216.wmf]1

y



	…
	…
	…
	…
	…

	
[image: image217.wmf]n

x

1


	
[image: image218.wmf]n

x

2


	…
	
[image: image219.wmf]mn

x


	
[image: image220.wmf]n

y




Припустимо, що функціональна структура «ящика» знову має лінійну залежність:
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Помилка F залежить від вибору параметрів 
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 невідомими, яку слід вирішити, щоб визначити коефіцієнти лінійної множинної моделі 
[image: image228.wmf]m

i

a

i

,

1

,

=

. Для знаходження коефіцієнтів представимо систему в матричному вигляді: 
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Розв’язавши цю систему лінійних рівнянь знайдемо значення параметрів 
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Приклад. Результати вимірювань представлені у таблиці 7.7:
Таблиця 7.7

Результати вимірювань
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Побудувати лінійну модель: 
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Розв’язок. 

До матриці Х додамо одиничний рядок, так як у рівняння у нас є вільний член
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Розв’яжемо матричне рівняння: 
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 і отримаємо рівняння лінії регресії:
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Аналогічно можна побудувати і нелінійні множинні моделі, але необхідно відзначити, що побудова моделей методом найменших квадратів вимагає виконання великої кількості арифметичних операцій, що впливає на похибку результату. Тому, на практиці, для побудови моделей від однієї змінної обмежуються поліномами п’ятого порядку, а для множинних моделей намагаються зменшити кількість параметрів і будують квадратичні або кубічні залежності.

Якщо чорна скринька має, наприклад, два входи, а залежність виходу від входів нагадує квадратичну, то доцільно вибрати таку гіпотезу:
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Позначимо: 
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 і підставимо ці вирази в попередню формулу лінійної залежності:
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Таким чином, дана задача зведена до лінійної множинної моделі.

В деяких випадках завдання побудови нелінійної моделі (степенева або показникові функція) зводиться до лінійної задачі або спрощується. Наприклад, якщо необхідно побудувати залежність вигляду 
[image: image274.wmf]b

ax

y

=

 або 
[image: image275.wmf]cx

ae

y

=

, логарифмуванням ці задачі приводяться до лінійного випадку:
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7.3.2 Побудова лінії регресії
У випадку побудови залежності між випадковими величинами будується лінія регресії для чого також застосовується метод найменших квадратів (дисципліна «Математична статистика та ймовірності процеси»). 

Для оцінки тісноти зв’язку між двома неперервними випадковими величинами визначається вибірковий коефіцієнт кореляції або вибіркове кореляційне відношення: 
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У випадку побудови множинної лінії регресії тіснота зв’язку оцінюється коефіцієнтом множинної кореляції 
[image: image280.wmf]R

. 

Для дискретних випадкових величин використовують коефіцієнти рангової кореляції Кендалла та Спірмена.

Величина коефіцієнта кореляції відображає силу зв'язку. При оцінці сили зв'язку коефіцієнтів кореляції використовується шкала Чеддока (табл. 7.8).
Таблиця 7.8

Аналіз сили зв'язку між змінними

	Значення
	 інтерпретація

	 від 0 до 0,3
	дуже слабкий

	 від 0,3 до 0,5
	слабкий

	 від 0, 5 до 0,7
	середній

	від 0,7 до 0, 9
	високий

	 від 0,9 до 1
	дуже високий


Зауваження. Хоча метод найменших квадратів є одним з основним засобів побудови математичної моделі за результатами спостережень, він має певні обмеженні застосування пов’язані із значною кількістю арифметичних операцій, що суттєво впливає на похибку результатів, та погано обумовленою матрицею, яку необхідно розв’язати для відшукання коефіцієнтів моделі, ступінь обумовленості якої погіршується із зростанням складності моделі. Тому, на практиці вхідні дані задачі нормують для приведення матриці до нормального гауссівського вигляду. На практиці, при побудові моделі у вигляді поліному, найчастіше обмежуються степінню не вище п’ятої.
7.4 Побудова моделей складних систем в умовах малої апріорної інформації. 
7.4.1 Фільтр Каллмана

Фільтр Каллмана широко застосовується у багатопараметричних задачах та задачах прогнозування.
Ідея фільтра Каллмана полягає в тому, що вихід системи в i-ий момент часу визначається вхідним сигналом, його передісторією і передісторією самого стану системи. 

Каллманом була доведена теорема про те, що будь-який динамічний сигнал може бути представлений у вигляді:
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Чим більше є членів ряду, тобто чим більше змінних 
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 враховується в записi моделі, тим глибше пам'ять системи. Зауважимо, що наявність члена 
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 в моделі динамічної системи відповідає наявності першої похідної, 
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 – другої похідної і т. д.
Нехай задані експериментальні дані, представлені табл. 7.9. 
Таблиця 7.9

Таблиця експериментальних даних
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Оскільки для кожної експериментальної точки 
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 треба вказати її сусідів, то зручно відліки представити в розширеній таблиці (табл. 7.10).
Таблиця 7.10 
Таблиця експериментальних даних і проміжних розрахунків
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Знаходимо похибку між значенням експериментально знятої точки і її теоретичним значенням (гіпотезою):
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Визначаємо сумарну похибку за всіма експериментальними точками і накладаємо умову її мінімізації:
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Після взяття частинних похідних від F по a1, a2, ..., b1, b2, ..., c, прирівнюємо їх до нуля і складаємо системи рівнянь. Виходить лінійна множинна регресійна модель, з якої визначаються невідомі коефіцієнти моделі – a1, a2, ..., b1, b2, ..., c.

Фільтр Каллмана – ефективний рекурсивний фільтр, що оцінює вектор стану динамічної системи, використовуючи ряд неповних і зашумлених вимірювань. Він широко використовується в інженерних і економетричних додатках: від радарів і систем технічного зору до оцінок параметрів макроекономічних моделей. Каллманівська фільтрація є важливою частиною теорії управління, відіграє велику роль в створенні систем управління.

7.4.2 Методи самоорганізації моделей (МГОА – методи групового обліку аргументів).

Похибка моделі залежить і від кількості спостережень, але часто зустрічаються випадки, коли таблиця спостережень обмежена. Виходячи з того, що кращою є модель, яка задовольняє необхідній точності і є найпростішою для побудови математичної моделі застосовують так звані індуктивні методи самоорганізації моделей. Ідея методу полягає в переборі множини варіантів моделей і відбір кращої за деяким заданим критерієм.
Теорія самоорганізації моделей спрямована на раціоналізацію перебору в такій мірі, щоб він став однозначним і реально здійсненним на сучасній ЕОМ.
Методи самоорганізації моделей на ЕОМ розширюють можливості вирішення завдань прогнозування, розпізнавання образів, ідентифікації та багатокритеріального управління. Це досягається, в першу чергу, за доцільним вибором зовнішніх доповнень – критеріїв перебору моделей. Ці методи досить ефективні у випадках побудови багатопараметричних моделей.
Вибір критерію не завжди є критичним, наприклад, цифрове зображення можна правильно віднести до того чи іншого класу (образу) за багатьма ознаками, так модель оптимальної складності можна розпізнати за багатьма критеріями майже з рівним успіхом. Однак в умовах наявності перешкод «ансамбль» критеріїв діє більш ефективно, ніж окремий критерій, що сприяє однозначності вибору. Кожний з критеріїв забезпечує певну, потрібну нам властивість моделі. Особливо важливим є управління критеріями мінімуму зміщення і балансу змінних, що дозволяють максимально відсунути межу передбачуваності процесів по експериментальним даним.
Найчастіше математичну модель будують у вигляді поліному. Методологічною основою цього є теорема, яка говорить, що в деякому околі елементарну функцію можна наблизити степеневим рядом. Завдання побудови математичної моделі зводиться до відшукання коефіцієнтів поліному на основі експериментальних даних.

Для застосування методів самоорганізації вся множина експериментальних даних 
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 розбивається на дві підмножини:

- 
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 – тестову (використовується для відбору моделей); 
- 
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 – навчаючу (використовується для відшукання параметрів поліному). Причому: 
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. Ці підмножини даних повинні однаково і рівномірно представляти параметри моделі.
Ідея методу полягає в тому, що починаючи з найпростішого поліному, їх поступово ускладнюють поки не буде досягнуто виконання заданого значення зовнішнього критерію.

Критерій називається внутрішнім, якщо він визначений на основі тієї ж інформації і тих же даних, які використовуються для побудови моделі. Необхідно зазначити, що при нарощувані складності моделі значення внутрішнього критерію падає, що вимагає використовувати для відбору зовнішній критерій.

В методі найменших квадратів внутрішнім критерієм є мінімум середньоквадратичної похибки:
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де Уі – експериментальні значення виходів системи, уі – вихідні значення, отримані з моделі.
Критерій називається зовнішнім, якщо його визначення будується на новій інформації, «свіжих» точках, які не використовуються для синтезу моделі.

Вибір зовнішнього критерію здійснюється дослідником в залежності від задачі, яка розв’язується. Досвід практичного застосування методів самоорганізації свідчить, що найбільш широке застосування мають критерій регулярності і критерій мінімуму зсуву.

Критерії регулярності і мінімуму зміщення визначають якість опису: перший дозволяє отримати модель більш точною, а другий – більш стабільною щодо експериментальних даних.
Критерій регулярності можна представити як середньоквадратичне відхилення результатів, отриманих на навчаючій множині даних та тестовій мнжині.
Критерій регулярності вимагає, щоб середньоквадратичне відхилення результатів моделювання деякої залежної змінної Y від її фактичних значень, розраховане за даними перевірочної послідовності B, було мінімальним:
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 – табличні (експериментальні) значення залежної змінної в точках 
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, що належать до перевірочної послідовності 
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, розраховані за відповідною математичною моделлю;
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 – кількість експериментальних точок перевірочної послідовності.

Критерій мінімального зміщення. Інакше критерій несуперечності моделі: модель яка має на навчальній вибірці одну нев’язку, а на контрольній – іншу, називається суперечливою. Цей критерій включає різницю між залежними змінними моделі, обчисленими на двох різних вибірках. Критерій не включає помилку моделі в явній формі. Він вимагає, щоб оцінки коефіцієнтів в оптимальній моделі, обчислені на різних множинах, розрізнялися мінімально.
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, розраховані за математичною моделлю, яка побудована на навчальній вибірці A;
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, розраховані за математичною моделлю, побудованою на перевірочній послідовності;
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 – коефіцієнт екстраполяції, 
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Математична модель формується у результаті ітеративних розрахунків, які називають рядами селекції моделі.

Сформулюємо принцип самоорганізації моделі [А. Г. Івахненко, 1985]: при поступовому збільшенні складності моделі значення зовнішніх критеріїв спочатку падає, досягає мінімуму, а потім або залишається постійним, або починає збільшуватися (рис. 7.5). 
Мінімуму зовнішнього критерію відповідає модель оптимальної складності (МОС).
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Рисунок 7.5. Залежність зовнішнього критерію від складності моделі
Розглянемо метод самоорганізації на прикладі методу групового урахування аргументів, МГУА (Group Method of Data Handling, GMDH) – метод породження і вибору регресійних моделей оптимальної складності. Під складністю моделі в МГУА розуміється число параметрів. Для породження використовується базова модель, підмножина елементів якої має входити в шукану модель. 
Алгоритми самоорганізації моделей. Алгоритми самоорганізації розрізняють:
- за ансамблем зовнішніх критеріїв, які використовуються для пошуку моделі оптимальної складності; ·

- за набором базисних функцій, що використовуються для побудови моделей претендентів; ·

- за способом перебору моделей-претендентів. 

Однорядні (комбінаторні) алгоритми самоорганізації моделей організують повний перебір множини моделей-претендентів і використовуються, коли кількість моделей-претендентів відносно невелика. Модель оптимальної складності в цьому випадку визначається мінімумом зовнішнього критерію. 

Багаторядні (порогові) алгоритми самоорганізації моделей організують неповний перебір множини моделей-претендентів і використовуються, коли кількість моделей-претендентів надто велика для того, щоб здійснити повний перебір. Модель оптимальної складності в цьому випадку знаходиться швидко, але не точно за рахунок того, що деякі моделі при переборі просто пропускаються.

Однорядний алгоритм самоорганізації моделей. Для того, щоб побудувати однорядний алгоритм потрібно: 
- визначити зовнішні критерії, за якими здійснюється вибір моделі оптимальної складності; 
- визначити опорні функції, 
- визначити спосіб розподілу таблиці даних, 
- сформувати множину моделей-претендентів, 
- для кожної моделі-претендента визначити параметри моделі і розрахувати значення зовнішнього критерію, 
- за найменшим значенням зовнішнього критерію вибрати модель оптимальної складності, 
- уточнити параметри моделі оптимальної складності з урахуванням усієї таблиці даних.
Комбінаторний (однорядний) алгоритм використовує тільки один ряд вибору. При цьому породжуються всі можливі лінійні комбінації обмеженою складності. Так як під складністю розуміється число параметрів w, що лінійно входять, то складність не перевищує задане значення 
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. Алгоритм виконує наступні кроки. Для всіх комбінацій вхідних аргументів будуються моделі-претенденти з нарощуванням складності, наприклад:
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Параметри кожної моделі налаштовуються методом найменших квадратів за навчальною вибіркою. Найкраща модель вибирається виходячи з мінімуму значення зовнішнього критерію, яке можна визначати як середньоквадратичну похибку за результатами прогону моделі за даними тренувальної вибірки (рис.7.6). Як варіант – призначається поріг і вибираються кілька моделей, значення критерію для яких не перевищує цей поріг. Кращою буде модель, яка має мінімальну складність (найпростіша).
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Рис. 7.6 Структура однорядного алгоритму самоорганізації моделей

Багаторядний алгоритм самоорганізації моделей. Багаторядні алгоритми дозволяють відійти від повного перебору моделей і скоротити шлях їх пошуку.

У першому ряду багаторядного алгоритму формуються усі можливі пари змінних з множини вхідних змінних системи і складаються моделі, що містять ці пари змінних (рис. 7.7). З усіх моделей першого ряду вибираються декілька кращих за значенням зовнішнього критерію і тільки вони допускаються до другого ряду. 

На другому ряді формуються усі можливі пари моделей першого ряду і складаються моделі другого ряду. Якість кожної моделі оцінюється за значенням зовнішнього критерію і декілька найліпших відбираються для наступного ряду і т.д. 
Нарощування рядів відбувається до тих пір, доки з переходом до наступного ряду відбувається зменшення значення зовнішнього критерію. 

Модель оптимальної складності вибирається як найліпша у найліпшому ряду. Для того, щоб побудувати багаторядний алгоритм потрібно: 

- визначити зовнішній критерій, за яким здійснюється вибір моделі оптимальної складності; 

- визначити вид моделі, використовувану для пари змінних на кожному ряду алгоритму; 

- визначити спосіб розподілу таблиці даних; 

- визначити кількість моделей, що переходять з одного ряду до наступного; 

- для кожної моделі ряду визначити параметри моделі і розрахувати значення зовнішнього критерію; 
- за значенням зовнішнього критерію вибрати найкращі моделі, що переходять до наступного ряду; 
- сформувати таблицю даних, що є вихідною таблицею для наступного ряду; 
- нарощувати кількість рядів, доки зростання складності моделі призводить до зменшення значення зовнішнього критерію; 
- визначити модель оптимальної складності як найкращу модель останнього ряду.
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Рис. 7.7 Структура багаторядного алгоритму самоорганізації моделей
Контрольні питання
1. Що таке задача ідентифікації системи і як вона вирішується?

2. Які математичні методи лежать в основі аналізу експериментальних даних?

3. Чим відрізняються прямі та косвені вимірювання?

4. Якими правилами керуються для усунення грубих помилок (промахів) результатів вимірювання?

5. Нехай досліджується детермінований випадок залежності 
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. Як встановлюється значення вихідної величини?

6. Яким вимога повинні задовольняти результати серії вимірювань?

7. Яка величина приймається у якості істинного значення досліджуваної величини 
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7.1 у випадку прямих вимірювань?

7.2 у випадку косвеих вимірювань?

8. Яким вимога повинні задовольняти результати декількох серій вимірювання для їх об’єднання в одну сукупність?

9. Що перевіряють за допомогою критерію Фішера?

10. що можна встановити на основі критерію Уілкіксона?

11. Який порядок виконання вимірювань випадкових величин?

12. Які методи застосовують для побудови математичної моделі на основі експериментальних даних:

12.1 у детермінованому випадку?

12.2 у стохастичному випадку?

13. В чому полягає сутність методу найменших квадратів? Які переваги та недоліки має цей метод?

14. З яких основних етапів складається застосування методу найменших квадратів?

15. Якими підходами користуються для визначення типу моделі?

16. До якої задачі зводиться побудова детермінованої лінійної моделі 
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17. До якої задачі зводиться побудова детермінованої моделі у вигляді поліному 
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-ї степені? Чим обмежене застосування МНК у цьому випадку?

18. Побудова яких типів залежностей зводиться до випадку лінійної задачі?

19. Як вирішується задача побудови множинної лінійної моделі?

20. Як можна звести задачу побудови множинної нелінійної моделі до лінійної?

21. Визначте порядок побудови лінії регресії двох випадкових величин.

22. Як будується нелінійна залежність між випадковими величинами?

23. Як оцінюється тіснота зв’язку між випадковими величинами?

24. Що таке фільтр Каллмана?

25. Яка ідея лежить в основі побудови фільтру Каллмана?

26. Що таке методи самоорганізації моделей?

27. Який критерій називається внутрішнім (зовнішнім)?

28. Опишіть порядок побудови математичної моделі на основі однорядного алгоритму самоорганізації?

29. Опишіть багаторядний алгоритм самоорганізації моделей?

Лекція 8 Етапи побудови моделі при наявності апріорної інформації

Розглянемо побудову моделі за принципом сірого або білого ящика, коли існує можливість більш глибокого вивчення системи, що досліджується.

8.1 Концептуальна / інформаційна модель.
8.1.1 Визначення концептуальної моделі та етапи ї побудови

На першому етапі проведення моделювання конкретного об'єкта (системи) необхідно побудувати концептуальну (змістовну) модель Мк процесу функціонування цієї системи, а потім провести формалізацію. Таким чином, основним змістом цього етапу є перехід від словесного опису об'єкта моделювання до його математичної (аналітико-імітаційної) моделі. Найбільш відповідальними моментами на цьому етапі є спрощення опису системи, а саме виділення власне системи S із зовнішнього середовища Е і вибір основного змісту моделі Мк шляхом відкидання всього другорядного з точки зору поставленої мети моделювання.
Моделі повинні відображати найбільш істотні ознаки, властивості, стану і відносини об'єктів предметного світу. Саме вони дають повну інформацію про об'єкт.
Інформації не обов'язково має бути багато. Важливо, щоб вона була «по суті питання», іншими словами, відповідала цілі, для якої використовується.

Інформаційна модель ніколи не характеризує об'єкт повністю. Для одного і того ж об'єкта можна побудувати різні інформаційні моделі.

Концептуальна (змістовна) модель – це абстрактна модель, яка визначає структуру модельованої системи, властивості її елементів і причинно-наслідкові зв'язки, властиві системі і суттєві для досягнення мети моделювання.

Побудова концептуальної моделі включає наступні етапи:

• визначення типу системи;

• опис робочого навантаження (визначення параметрів і змінних моделі);

• декомпозицію системи.
Якщо отримані результати аналізу відповідають принципам інформаційної достатності і здійсненності, то вони можуть служити основою для віднесення модельованої системи до одного з відомих типів (класів).
8.1.2 Опис робочого навантаження. 
При дослідженні ефективності операції (функціонування системи) дуже важливу роль грає коректний опис умов її протікання. Як правило, він являє собою перелік і характеристики зовнішніх факторів, що впливають на виконавчу підсистему, яка використовується ОПР для досягнення цілей операції. Якщо при порівнянні різних стратегій інші види матеріальних ресурсів не розглядаються, то завдання дослідження ефективності операції може бути сформульоване як задача оцінки ефективності виконавчої підсистеми (саме в цьому сенсі раніше поряд з поняттям «ефективність операції» використовувалося поняття «ефективність системи»). У цьому випадку замість умов проведення операції зручніше розглядати робоче навантаження відповідної системи.

Робоче навантаження – це сукупність зовнішніх впливів, що впливають на ефективність застосування даної системи в рамках проведеної операції.

Наприклад, нехай оцінюється продуктивність споруджуваної бензоколонки. Як параметри робочого навантаження такої системи доцільно розглядати потік автомобілів, що підлягають заправці, і потік відмов, що приводить до порушення ритму роботи бензоколонки.
Для розробки моделі навантаження необхідно визначити наступне:

- список операцій;

- інтенсивність виконання операцій;

залежність зміни інтенсивності виконання операцій від часу.

У список повинні увійти операції, критичні з точки зору досліджуваної системи, а також з технічної точки зору:

Критичними з точки зору системи є операції, швидкість виконання яких, реально впливає на продуктивність системи. Наприклад, збільшення тривалості обслуговування клієнтів в банку, неможливість виконання необхідної кількості операцій протягом дня і так далі.

Критичними з технічної точки зору є ресурсномісткі операції, що вимагають, наприклад, велику кількість пам’яті, серйозно задіють процесор, що створюють значний мережний трафік. 

Під ступенем критичності операції мається на увазі її вплив на процеси і працездатність системи. 

Опис робочого навантаження є не тільки важливим, але і досить складним завданням. Особливо в тих випадках, коли доводиться враховувати вплив випадкових чинників або коли мова йде про робоче навантаження принципово нової проектованої системи.

8.1.3 Декомпозиція системи 
Декомпозиція системи проводиться виходячи з обраного рівня деталізації моделі, який, в свою чергу, визначається трьома факторами:

• цілями моделювання;

• обсягом апріорної інформації про систему;

• вимогами до точності і достовірності результатів моделювання.

Рівні деталізації іноді називають стратами, а процес виділення рівнів – стратифікацією.

Деталізація системи повинна проводитися до такого рівня, щоб для кожного елемента були відомі або могли бути отримані залежності його вихідних характеристик від вхідних впливів, істотні з точки зору обраного показника ефективності (принцип абстрагування) (рис. 8.1).
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Рис. 8.1 Декомпозиція системи
Підвищення рівня деталізації опису системи дозволяє отримати більш точну її модель, але ускладнює процес моделювання і веде до зростання витрат часу на його проведення. Наприклад, якщо моделюється дискретна система, то більш детальне її опис означає збільшення числа різних станів системи, що враховуються в моделі, і, як наслідок, – неминуче зростання обсягу обчислень. Тому при виборі рівня опису системи доцільно керуватися таким правилом: в модель повинні увійти всі параметри, які забезпечують визначення характеристик системи на заданому часовому інтервалі її функціонування, що цікавлять дослідника; інші параметри по можливості з моделі слід виключити.
Операція декомпозиції є не чим іншим, як співставленням об'єкту аналізу з деякою моделлю, виділенням того, що відповідає елементам моделі, тобто питання повноти декомпозиції є питанням завершеності моделі. Декомпозиція системи може виконуватись як на етапі структурного так і функціонального аналізу.

Приклад. Декомпозиція основних процесів ВУЗу (рис. 8.2).
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Рис. 8.2 Декомпозиція основних процесів ВУЗу
При імітаційному моделюванні для оцінки обраного рівня деталізації можна використовувати спеціальні критерії.

Перший з них – ставлення реального часу функціонування системи до часу моделювання (тобто до витрат машинного часу, необхідного на проведення модельного експерименту). Наприклад, якщо при одних і тих же підходах до програмної реалізації моделі моделювання 1 год роботи системи вимагає в одному випадку 3 хв машинного часу, а в іншому – 10 хв, то в другому випадку ступінь деталізації опису вище.

Другий критерій – роздільна здатність моделі, в тому числі:

• роздільна здатність за часом – може бути визначена як найкоротший інтервал модельного часу між сусідніми подіями;

• роздільна здатність за інформацією – найменша порція інформації, яка представлена у моделі (для обчислювальних систем, наприклад, такими порціями можуть бути: слово, сторінка, програма).
Третій критерій – число різних модельованих станів системи (або типів подій). Для тих компонентів, щодо яких відомо або передбачається, що вони сильніше впливають на точність результатів, ступінь детальності може бути вище. Необхідно відзначити, що зі збільшенням детальності зростає стійкість моделі, але зростають і витрати машинного часу на проведення модельного експерименту.
Розробка концептуальної моделі завершується складанням змістовного опису, який використовується як основний документ, що характеризує результати роботи на першому етапі і є основою для побудови математичної або імітаційної моделі.
Коли передбачається комп’ютерна реалізація моделі, крім перерахованих основних пунктів реалізації моделі необхідно вирішити ще наступні питання:

- алгоритмізація моделі системи і її машинна реалізація;

- побудова логічної схеми моделі;

- визначення вимог до обчислювальних засобів;
- розробка програми, що реалізує алгоритм моделі;
- планування та проведення машинного експерименту з моделлю системи;

- проведення робочих розрахунків, представлення результатів моделювання (у вигляді графіків, діаграм, таблиць і т. д.) та аналіз результатів моделювання системи.
Останній пункт є загальним для процесу моделювання, але тут мається на увазі комп’ютерне представлення та обробка.
8.2 Морфологічний опис системи

Морфологія наука про будову і форму системи. Морфологічний опис системи має давати уявлення про будову системи, її підсистем і елементів. Він не може бути вичерпним. Глибина опису, рівень деталізації, тобто вибір елементів, всередину яких опис не проникає, визначається його призначенням. Морфологічний опис найчастіше є ієрархічним. Конкретизація морфології дається на стількох рівнях, скільки їх потрібно для створення уявлення про основні властивості системи. 
Морфологічний опис включає різні групи властивостей і може бути представлений, наприклад, наступним чином:
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 – деякий оператор морфологічного опису; 
[image: image374.wmf]S

A

 – множина елементів системи; 
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 – множина зв’язків; 
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 – множина типів зв’язків; 
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 – види композицій.
Для морфологічного опису часто застосовується теорія множин та відношень.

Концептуальна модель на теоретико-множинному рівні будується на основі відповідного опису системи (рис. 8.3)
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Рис. 8.3 Зв'язок між описом системи і концептуальною моделлю
Почнемо з формалізації на теоретико-множинному рівні інформації про систему, яка була отримана на етапі структурно-функціонального аналізу. Враховуючи цілі моделювання, в загальному вигляді систему можна представити як сукупність множин, що містять інформацію про елементи системи та процеси, що в ній протікають:
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 – система;
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 – впорядкована або частково впорядкована множина структурних елементів системи, 
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 – i-й елемент, n – кількість елементів системи. Те, що множина елементів утворює систему можна записати 
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, а всі елементи різні: 
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 – впорядкована або частково впорядкована множина процесів, що протікають у системі, 
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 – j-й процес, m – загальна кількість процесів;
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 – фактори зовнішнього середовища.

Кожний елемент і процес системи описується множиною своїх характеристик. Якщо сукупність характеристик позначити 
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 – i-й елемент.
Елементу системи 
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 можна поставити у відповідність сукупність наступних множин:
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 – множину параметрів i-го елементу, n1 – кількість параметрів;
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 – множину функцій i-го елементу, n2 – кількість функцій;
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 – множину входів i-го елементу, n3 – кількість входів;


[image: image395.wmf]{

}

4

,

1

,

,

1

n

k

k

i

i

n

i

y

Y

=

=

=

 – множину виходів i-го елементу, n3 – кількість виходів.

Множини параметрів та функцій можна розбити на класи, наприклад, геометричні параметри, фізичні параметри і т.д., основні та другорядні функції.

Кожний параметр або група параметрів описуються своїм набором характеристик:

· тип параметру (якісний або кількісний)ж

· позначення (ідентифікатор);

· шкала вимірювання та значення параметру;

· обмеження.

Кожній функції можна поставити у відповідність функцію яка залежить від параметрів елементу 
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 або обирається на підставі параметрів: 
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Процеси, що протікають у системі реалізують зв’язки між елементами системи. Процес має наступні характеристики:

· 
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 – множина процесів;

· сукупність елементів системи, між якими протікає процес:
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 – і-й процес протікає між елементами 
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 та 
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;
· тип процесів – лінійні, розгалужені, циклічні, послідовні, паралельні:
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 – лінійний процес;


[image: image404.wmf]...

...

0

12

11

22

21

i

i

i

i

P

P

P

P

i

P

p

p

p

 – розгалужений процес, де 
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 – точка розгалуження;
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 – процеси, що сходяться, де 
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 – паралельні процеси:

- час протікання і-го процесу 
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· початкові та кінцеві умови виконання процесу:
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 – умови початку процесу з моменту часу 
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 – умова зупинки процесу;

· ресурси для виконання і-го процесу 
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Процес функціонування системи протікає у часі і проявляється зміною станів. Для динамічних систем важливою характеристикою є множина станів 
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 – де 
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 – і-й стан системи, n – кількість станів, 
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 – початковий стан системи. Всі, закони функціонування є функціями від часу t.
Іноді результат взаємодії декількох елементів породжує додатковий ефект (принцип емерджентності), який називається синергетичним ефектом, який може бути кількісно оцінений у вигляді синергетичного коефіцієнту. У таких випадках для множин As та Proc необхідно визначити множину 
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 синергетичних відношень.

Після теоретико-множинної формалізації системи можна перейти до теоретико-множинного представлення математичної моделі.  Модель об'єкта (системи S) можна представити у вигляді множини величин, що описують процес функціонування реальної системи:
• сукупність вхідних впливів на систему: 
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• сукупність впливів зовнішнього середовища: 
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• сукупність внутрішніх (власних) параметрів системи: 
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• сукупність вихідних характеристик системи: 
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Вхідні впливи, впливи зовнішнього середовища Е і внутрішні параметри системи є незалежними (екзогенними) змінними, а вихідні характеристики є залежними (ендогенними) змінними.

Функціонування системи можна описати різними способами. Найчастіше функціонування описують:
- процесами, що протікають в системі, які представляються як функціональні залежності, такий підхід є кращим для неперервних систем;

- множиною станів і переходів системи з одного стану в інше, цей підхід добре підходить до дискретних систем.

Процес функціонування системи S описується в часі оператором FS, який перетворює екзогенні змінні в ендогенні відповідно до співвідношеннями виду:
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 є вектор-функцією. До внутрішніх параметрів можна віднести просторові координати та параметри управління. Залежність (1) називається законом функціонування системи FS.

Якщо математичні співвідношення описують поведінку об'єкта (системи) моделювання в часі t, тобто відбиває динамічні властивості вони називаються динамічними.

Для статичних моделей математична модель являє собою відображення між двома підмножинами властивостей модельованого об'єкта Y і {X, V, H} в певний момент, що в векторній формі може бути записано як:
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Для різних типів систем існують свої підходи до представлення моделі.
8.3 Дескриптивні моделі

Дескриптивна модель [description model] – модель, призначена для опису і пояснення фактів, що спостерігаються, або прогнозу поведінки об'єктів, на відміну від нормативних моделей, призначених для знаходження бажаного (наприклад, оптимального) стану об'єкта.

Такі моделі мають широке застосування в задачах прийняття рішень, особливо у вирішенні задач розпізнання образів, коли проблема не структурована або погано структурована. 

Відмінною особливістю дескриптивних (описових) моделей є відсутність цільової функції. Дескриптивна модель носить описовий характер. Основним завданням подібних моделей є опис об’єкту дослідження  за допомогою математичного апарату з метою його ідентифікації та вивчення.

До описових моделей належать моделі кластеризації що описують групи (кластери), на які можна розділити об'єкти і дані про них піддаються аналізу. Групуються об'єкти (спостереження, події) на основі даних (властивостей), що описують сутність об'єктів. Об'єкти усередині кластера повинні бути "схожими" один на одного і відрізнятися від об'єктів, які увійшли в інші кластери. Чим більше схожі об'єкти усередині кластера і чим більше відмінностей між кластерами, тим точнішою є кластеризація.

Поділ на групи виконується на основі множини ознак і вирішальних правил, що характеризують властивості об’єкта в середині кластера.

Ознаки повинні задовольняти певним вимогам:

· їх можна спостерігати;

· їх можна кількісно або якісно оцінити (визначати, вимірювати або обчислювати).

Для ефективного застосування такої моделі ознаки представляють у вигляді ієрархічною структури, де на верхньому рівні ієрархіє розташовані основні ознаки, які є суттєвими для даного класу об’єктів і дозволяють виділити мінімальну підмножину з множини всіх об’єктів, що є на вході конкретної задачі. Наприклад, для задач розпізнання на основі цифрових зображень це можуть бути ознаки кольору, топологічні ознаки (форми та їх взаємне розташування), геометричні ознаки (розміри) (рис. 8.4). 

Належність об’єкту до певного кластеру визначається на основі вирішального правила. Для застосування ознак формуються часткові критерії за якими визначається присутність ознаки у даного об’єкту. Віднесення об’єкту дослідження до певного кластеру визначається на основі узагальненого критерію, який є функцією від часткових критеріїв.
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Рис. 8.4 Класифікація ознак ідентифікації зображень

Як правило, ці моделі дають загальні уявлення про об'єкт. Але, незважаючи на це, значимість цих моделей велика, так як вони дозволяють вивчати явища в цілому, комплексно і дозволяють виявити фундаментальні властивості об'єктів і процесів. Методами дослідження і побудови цих моделей є методи і критерії математичної статистики. Інформаційною базою, як правило, є статистичні вибірки та часові ряди. Для процедури класифікації часто застосовують методи теорії нечітких множин та нейронні мережі.

8.4 Схематичне представлення моделі

Схематизаціє не є обов’язковим кроком побудови моделі, але схематичне представлення апріорної інформації дозволяє представити її у більш стислому та зручному вигляді для когнітивного сприйняття.

Існують різні способи схематичного представлення моделей. Сюди можна віднести креслення, аналогові схеми, схеми дії сил, графи різного типу та призначення і т. д. Як засоби структурного аналізу і проектування, найбільш розповсюджені такі нотації:
• SADT (Structured Analysis and Design Technique, IDEF0) – застосовується для визначення вимог (функцій) для розробки системи, що реалізує виділені функції. Модель в нотації IDEF0 являє собою сукупність ієрархічно впорядкованих і взаємопов’язаних діаграм (альбом діаграм). Вершина цієї деревовидної структури, що представляє собою саме загальний опис системи (рис 8.5)). Після опису системи в цілому проводиться розбиття її на великі фрагменти (функціональна декомпозиція) (рис.8.6).
• DFD (Data Flow Diagrams) діаграми потоків даних – зазвичай будуються для наочного зображення поточної роботи системи документообігу організації. Як правило, діаграми DFD використовують в якості доповнення моделі бізнес-процесів, виконаної в IDEF0.
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Рис. 8.5 Загальна структура технології обробки зображення

[image: image427]
Рис. 8.6 Структурна схема процедури попередньої обробки

• IDEF3 –дозволяє описати процеси, фокусуючи увагу на перебігу цих процесів, дозволяє розглянути конкретний процес з урахуванням послідовності виконуваних операцій.

• ER (Entity-Relationship Diagrams) діаграми «сутність-зв'язок». Методологія опису даних (IDEF1X).
• UML (Unified Modelling Language) – це графічна мова, призначена для моделювання програмних систем. Він являє функції моделювання і візуалізації на всіх етапах розробки програми, починаючи від аналізу вимог і закінчуючи деталізацією, конструюванням і розгортанням.

Методології структурного аналізу і проектування та їх застосування наведені у таблиці 6.1.

Таблиця 8.1

Методології структурного аналізу і проектування

	Методологія
	Тип моделі

	SADT (методологія структурного аналізу і проектування)
	Функціональна

	DFD (діаграми потоків даних)
	Функціональна або компонентна

	ERD (“сутність-зв’язок”)
	Інформаційна

	Flowcharts (блок-схеми)
	Поведінкова

	EPC (Event-driven Process Chain, подієвий ланцюжок процесів)
	Функціональна або поведінкова

	BPMN (Business Process Model and Notation,модель і нотація бізнес-процесів)
	Функціональна або поведінкова


Для побудови стандартних схем розроблені спеціалізовані програмні продукти, що розповсюджуються на правах ліцензування і відносяться до CASE-технологій. Оскільки кожний з програмних засобів охоплює тільки певне обмежене коло завдань, то засоби CASE – технологій об’єднують у комплекси і видають разом. Серед вказаних комплексів знаходяться пакети фірми Platinum: Designer/2000, куди входять програми Bрwin та Еrwin а також пакети PowerDesigner (PD) та Enterprise Architect, які мають широкий спектр схематичного представлення.
Досить розповсюдженим схематичним представленням концептуальної моделі є графи різного типу. Так для моделювання паралельних процесів широко застосовуються графи спеціального виду, які називаються мережами Петрі. Якщо передбачається комп’ютерна реалізація, то найкраще представляють програмну структуру Е-мережі.

Наприклад, при моделювання випадкових марківських процесів їх прийнято представляти графами, де вершини відповідають станам, а ребрам приписуються інтенсивності потоків.

8.5 Мережі Петрі

8.5.1 Визначення мережі Петрі 

Мережа Петрі – це графічний і математичний засіб моделювання систем і процесів, який дозволяє відтворити функціонування системи з позиції зв’язків типу «причина-наслідок». 
Модель графічно представляється у вигляді орієнтованого дводольного мультиграфу з маркерами («фішками»), який має дві групи вершин: позиції та переходи. Позиції можуть бути пустими або маркованими та визначають «стан» мережі, переходи визначають дії (але може бути і навпаки). Фішки, як правило, визначають ресурси (рис. 8.7). Орієнтовані ребра графу задають зв'язки між позиціями та переходами. Вершини одного типу не можуть бути з'єднані безпосередньо (не може бути наслідку без причини). Процес функціонування мережі Петрі полягає в послідовному «виконанні» переходів, та відповідному перерахункові кількості «фішок» у позиціях. 
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Рис. 8.7 Приклад мережі Петрі: білими кружками позначені вузли, смужками – переходи, чорними кружками – маркери
Дуги можуть бути кратними, коли два вузли з'єднані більше ніж однією дугою однакового напрямку. Альтернативно, для відображення кратності дуг може використовуватися функція «ваги» дуг.
Як правило, мережами Петрі моделюють паралельні (синхронні та асинхронні) системи і процеси.
Розвиток теорії мереж Петрі проводився за двома напрямками. Формальна теорія мереж Петрі займається розробкою основних засобів, методів і понять, необхідних для застосування мереж Петрі. Прикладна теорія мереж Петрі пов'язана головним чином із застосуванням мереж Петрі до моделювання систем, їх аналізу і що виходять в результаті цього глибоким проникненням в модельований системи.

8.5.2 Прості мережі Петрі.

Вузли позначаються кружками і визначають стан, в якому може знаходитись мережа або її частина. Переходи – це активні елементи мережі, які позначають дії, виконувані під час спрацювання переходів. Для того щоб перехід міг спрацювати, необхідне виконання певних умов, які визначаються наявністю маркерів у вузлах мережі, з'єднаних з переходом. Якщо умови настання подій виконано, то вважають, що перехід збуджений. Переходи позначаються короткими вертикальними або горизонтальними лініями. Вузли та переходи з'єднуються орієнтованими ребрами (дугами). Два вузли або два переходи з'єднуватись дугами не можуть.

Функціонування мережі Петрі можна описати так: вузли – певні умови, а переходи – події. Таким чином, стан мережі в кожний момент часу задається системою умов (рис. 8.8). 
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Рис. 8.8 Приклад інтерпретації мережі Петрі

Виникнення певної комбінації маркерів у вузлах приводить до настання деякої події, яка у свою чергу викликає зміну стану умов мережі. Стан маркування або стан мережі Петрі визначається сукупністю маркерів кожного окремого вузда мережі.
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Рис 8.9 Проста мережа Петрі та графічне зображення спрацювання переходу

На рис. 8.9 зліва зображено просту мережу Петрі з одним переходом, трьома вузлами, два з яких містять маркери. Перехід, в якого всі вхідні вузли містять маркери, називається збудженим. Збуджений перехід може спрацювати, після чого всі маркери із вхідних вузлів переходу перемістяться у вихідні. Таким чином, настає подія, яка змінює стан мережі. Перехід t активізований, якщо всі вхідні вузли pi цього переходу марковані або активні (в них знаходяться фішки).
Якщо одночасно збуджуються кілька переходів мережі, виникає невизначеність, тому одночасне спрацювання кількох переходів у мережі Петрі неможливе, тобто переходи спрацьовують послідовно, миттєво. Незважаючи на те, що маркери змінюють своє положення у вузлах, прості мережі Петрі – це статичні моделі, в яких не враховується динаміка в часі (зміна станів мережі не залежить від моментів часу).
Приклад. Потрібно описати за допомогою мережі Петрі процеси виникнення і усунення несправностей в деякій технічній системі, що складається з М однотипних блоків; в запасі є один справний блок; відомі статистичні дані про інтенсивності виникнення відмов і продовженості таких операцій, як пошук несправностей, заміна і ремонт відмов блоку (рис. 8.10).
В даному прикладі значення М в позиції p2 відповідає числу наявних в системі блоків. Переходи відображають наступні події: t1 – відмова блоку, t2 – виявлення несправного блоку, t3 – заміна несправного блоку, t4 – закінчення ремонту.

При наявності маркера в позиції p2 перехід t1 спрацьовує, але із затримкою, рівною обчисленому випадковому значенню моделюємого відрізка часу між відмовами. Після виходу маркера з t1 він потрапляє через p1 в t2, якщо є маркер в позиції p6. Це означає, що обслуговує систему бригада фахівців вільна і може приступати до пошуку несправності, що виникла.
[image: image431.png]



Рис. 8.10 Мережа Петрі процесу усунення несправності

У переході t2 маркер затримується на час, що дорівнює випадковому значенню тривалості пошуку несправності. Далі маркер з’являється в р3, і, якщо є запасний блок (маркер в р4), то запускається перехід t3, з якого маркери вийдуть в p2, p5 і p6, через відрізок часу, необхідний для заміни блоку. Після цього в t4 імітується відновлення несправного блоку.
Розглянемо основні поняття для мереж Петрі.

Генерування марок: перехід, що не має жодного вхідного ребра, завжди активізований i може постійно видавати нові марки на вихідні вузли, що з’єднані з ним.
Знищення марок: перехід, що не має жодного вихідного ребра i має тільки одне вхідне ребро, завжди активізований тоді, коли це місце марковано i він може постійно знищувати марку.
“Мертвий" стан: мережа Петрі перебуває в "мертвому" стані (блокована), якщо жоден з переходів не активізований.
Блокована мережа Петрі є статичною, тобто в ній немає нових послідовностей станів. 
“Живий” стан: мережа Петрі перебуває в "живому" стані (не блокована в жодному моменті часу), якщо хоча б один з її переходів активізований i це справедливо також для кожного наступного стану.
Зауважимо, що "живий" стан не є протилежністю "мертвого" стану. Мережа Петрі в "живому" стані не блокована i не перебуває в жодному із можливих послідовностей станів, в той час як не блокована мережа Петрі не обов'язково має бути в "живому" стані. Наприклад, блокування може відбутися тільки після багатьох послідовних кроків. На рис. 8.11 показано два приклади мереж.

[image: image432]
Рис. 8.11 Приклад блокованої та діючої мереж Петрі

Нижня мережа Петрі є "живою" тому, що її маркування змінюється від одного вузла до іншого, але не зникає; перехід завжди тут активізований. У верхній мережі Петрі можуть перемикатись або перехід 
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 (i тоді мережа негайно переходить у "мертвий" стан), або перехід 
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. Нарешті можуть перемикатись один раз переходи 
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, що веде також до "мертвого" стану мережі Петрі. За допомогою мереж Петрі можна вирішувати задачі уникнення взаємоблокування процесів або виникнення суперечних даних у тих випадках, коли два процеси мають звернутися до однієї і тієї області даних.

Для того щоб за допомогою мережі Петрі відтворити динаміку роботи деякої детермінованої динамічної системи в часі, необхідно зазначати моменти спрацьовування переходів. Такі можливості мають тільки розширення мереж Петрі, в яких спрацювання переходів здійснюється в задані моменти модельного часу з деяким постійним кроком Dt.

Маркуванням М є присвоєння фішок позиціям мережі Петрі. Фішки привласнюються (можна вважати, що вони належать) позиціям. Кількість і положення фішок при виконанні мережі Петрі можуть змінюватися. Фішки використовуються для визначення виконання мережі Петрі.

Як видно з рис. 8.9, в процесі ввімкнення відбувається зміна маркування вузлів мережі Петрі: перехід активізований, бо обидва вузли вхідних ребер марковані. Після ввімкнення переходу маркування обох верхніх (вхідних) вузлів зникає, в той час як на нижньому (вихідному) вузлі з'являється нова марка:  М0(1,1,0)→ М1(0,0,1)

При аналітичному способі завдання мережа Петрі визначається наступними параметрами: 
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· Р – множина станів системи (позиції);

· Т – множина переходів;

· 
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 –множина вхідних функцій;

· 
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 – множина вихідних функцій;
· 
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 – маркування.
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Приклад. Так, наприклад, мережа, зображена на рис. 8.12 може бути представлена як

 P ={ p1, p2 , p3, p4}, 
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T ={t1,t2 ,t3,t4},
Початкове маркування

М0 = [1021].
Вхідні функції
І (t1) ={ p1},                                    Рис. 8.12 Приклад мережі Петрі

І (t2 ) ={ p3},

І (t3 ) ={p2},

І (t4 ) ={p3, р4},
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Вихідні функції:

О (t1) ={ p2},
О (t2 ) ={ p1},
О (t3 ) = {p4},
О (t4 ) ={p1, р2, р2}.
Матрична форма визначення мережі Петрі еквівалентна аналітичному способу задання C = (P,T, D-, D+, М0 ), де D–  та  D+ – матриці вхідних і вихідних інциденцій відповідно розміром m ´ n , де m – число переходів и n – число позицій.
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Матриця D = D+– D– називається матрицею інцидентності мережі Петрі.
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Аналіз моделі. Модель на основі мережі Петрі дозволяє аналізувати систему відносно її властивостей. До основних властивостей відносять:

· обмеженість. Позиція називається обмеженою, якщо кількість фішок в ній не перевищує деякого цілого числа n. Мережа є обмеженою, якщо обмежена кожна її позиція;

· безпечність. Позиція мережі Петрі називається безпечною, якщо число фішок в ній ніколи не перевищує одиниці. Мережа Петрі безпечна, якщо безпечні все її позиції. Ця властивість важлива при інтерпретації позицій як простих умов: якщо в позиції є фішка, то умова виконується, якщо немає, то не виконується. Безпечну позицію можна реалізувати одним тригером.
· збережність. Збереженість характеризується постійністю завантаження ресурсів: якщо сума фішок по всіх позиціях залишається строго постійної в процесі виконання мережі. Якщо 
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 – початкове маркування мережі, а 
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 – інше можливе маркування, то 
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. Ця властивість особливо важлива для мереж, в яких фішки інтерпретуються як ресурси; фішки не повинні ні створюватися, ні знищуватись, отже, число входів в кожен перехід має дорівнювати числу виходів.
· жвавість. Під жвавістю переходу ti розуміють принципову можливість його спрацьовування при функціонуванні мережі Петрі. Тупик (дедлок) в мережі Петрі – це перехід (або безліч переходів), який в наявному маркування і в наступних досяжних з нього маркувань не вирішений.
· досяжність – можливість переходу мережі з одного заданого стану (що характеризується розподілом міток) в інший. Задача досяжності є однією з найбільш важливих задач аналізу мереж Петрі. Дослідження досяжності дає відповідь на питання: чи можна з початкової позиції досягти всіх інших позицій? Тупикові ситуації в мережі називають дедлоками.

Розглянемо приклад (рис. 8.13). Мережа А визначає циклічне необмежене спрацьовування переходів t1, t2, t3. При спрацьовуванні переходи t2 і t3 споживають одиницю ресурсу з місця р3 кожен. Можна уявити собі для визначеності, що місце р3 містить дві ділянки пам'яті (буфери), які операційна система може динамічно виділяти програмі за її запитом. Поки процес, керований мережею А, виконується один процес, ситуації дедлок не виникає. Але якщо з'являється ідентичний процес, що виконується паралельно А і керований мережею В (рис. 8.13 б), тоді виникає конкуренція за ресурс у вершині р3. Ситуація дедлоку виникає при такій послідовності спрацьовувань переходів мережі: t1, t4, t2, t5. В цьому стані маємо дедлок: жоден перехід не може спрацювати. Проте мережа буде нормально функціонувати, якщо в позиції p1 залишити одну фішку, тобто дозволити виконуватися або процесу А, або процесу В, але не обом одночасно.
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Рис. 8.13 Приклад мереж Петрі без дедлока (а) та з дедлоком (б)
Для аналізу досяжності будується дерево досяжності.

Позначимо через 
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початкову маркування СП. Нехай 
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 – множина маркувань, досяжних з 
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. Дерево досяжності (ДД) – це орієнтований граф, вершинами якого є елементи множини 
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. Дерево досяжності будується наступним чином:

1) коренем дерева є початкове маркування мережі 
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. Для початкової маркування визначаються дозволені переходи;

2) маркування, безпосередньо досяжним з 
[image: image449.wmf]0
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, ставляться у відповідність вершини ДД наступного рівня. Дуги від початкового маркування до безпосередньо досяжного із нього маркування позначаються переходом, спрацьовування який переводить 
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 в нове маркування, називається маркуванням першого рівня;

3) визначають маркування, безпосередньо досяжні з усіх маркувань першого рівня. Для знову отриманих маркувань другого рівня визначають дозволені переходи і т.д. Процес побудови ДД завершується, коли всім вершин чергового рівня розгалуження відповідають дублюючі, внутрішні або тупикові маркування. Наведемо визначення цих понять:

а) маркування, яке раніше вже зустрічалося на ДД, називають дублюючим. Ці маркування не породжують нових маркувань, так як всі маркування, які може породити дублююче, вже породжені при його першій появі. Розгалуження з дублюючих маркувань вже не продовжується;

б) маркування (вершини ДД), розгалуження з яких лише збільшує кількість маркерів у позиціях мережі, називають внутрішніми, а нескінченне число отриманих з них маркувань позначають символом 
[image: image451.wmf]v

. Подальше розгалуження з таких маркувань не розглядається;

в) маркування називається тупиковим, якщо для нього немає дозволених переходів.

Дерево досяжності дозволяє просто вирішувати проблеми дослідження обмеженості, безпеки і зберігання МП. Очевидно, що МП – обмежена, тоді і тільки тоді, коли маркування ДД не містять символ 
[image: image452.wmf]v

.
Обмежена МП – безпечна, якщо всі маркування містять тільки нулі і одиниці.
Мережа Петрі – консервативна (збереженість), якщо вона обмежена (в маркуваннях дерева досяжності немає символу 
[image: image453.wmf]v

), і суми компонентів всіх досяжних маркувань постійні.
Приклад. Розглянемо приклад побудови дерева досяжності для мережі Петрі (рис. 8.14). На рис. 8.15, а показано дерево досяжності після перших семи етапів його побудови. При цьому для першого рівня дерева дозволений лише перехід 
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 для другого – 
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третього – 
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, 
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 переходи і четвертого – 
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 і т.д. 
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Рис. 8.14 Мережа Петрі

Очевидно, що число вершин дерева буде нескінченно зростати. Звернемо увагу на те, що, починаючи з третього рівня, укладений в рамку фрагмент дерева буде постійно відтворюватися, але при цьому буде рости число маркерів в позиції, тому в компактному вигляді дерево досяжності може бути представлено, як це показано на рис. 8.15, б.
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Рис. 8.15 Дерево досяжності

Приклад. Побудуємо модель, що описує процес обробки запитів в інформаційно-пошуковій системі (ІПС). Запит користувача потрапляє в буферний запам'ятовуючий пристрій (БЗП), де очікує, поки процесор звільниться від обробки запитів, що надійшли раніше. Відповідь на запит також потрапляє в буферний ЗП, де очікує, поки буде завершено виведення на термінал користувача відповіді на попередні запити. 

У даній системі операції обробки і виведення відповіді на запити відбуваються паралельно, тому що управління виводом здійснюється каналом введення-виведення.

У табл. 8.2 перераховані події (переходи), а в табл. 8.3 стани (умови), які відповідають МП (рис. 8.16), яка описує процес обробки запитів ІПС.
Таблиця 8.2

Події МП (рис. 8.13)

	Події
	Переходи

	Запит розміщується в БЗП
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	Початок обробки запиту
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	Обробка запиту завершена
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	Початок виведення на термінал користувача
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	Виведення відповіді завершено
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Рис. 8.16 Мережа Петрі, яка описує функціонування ІПС

Таблиця 8.3

Події МП (рис. 8.13)

	Умови
	Позицій

	Наявність запиту
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	Запит очікує обслуговування
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Рис. 8.17 Мережа Петрі, яка описує функціонування ІПС при заданому часі обробки та виведення

Звернемо увагу, що при попаданні маркера в позиції 
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 (обробка запиту) або 
[image: image471.wmf]7

р

 (виведення відповіді на термінал) система в цих станах не затримується, хоча здійснення відповідних операцій вимагає деякого часу. У цьому відбивається особливість МП, призначених, в першу чергу, для якісного аналізу інформаційних процесів. Однак при імітації інформаційного процесу тривалість перебування в тому чи іншому стані неважко врахувати. На графі МП при цьому вводиться спеціальне позначення: прямокутник, який замінює позицію і пов'язані з нею вхідний і вихідний переходи.

Прямокутник при цьому відповідає так званій не примітивній події, яка має певну тривалість, тобто що відбувається не миттєво. На рис. 8.14 приведена МП для опису функціонування ІПС, коли задані тривалості обробки запитів і виведення відповідей на термінал користувача.
8.5 3 Розширення мереж Петрі

При моделюванні за допомогою апарату мереж Петрі можна вводити додаткові правила, отримуючи їх різновиди. До основних видів мереж Петрі відносяться наступні:

1. Часова мережа Петрі

2. Стохастична мережа Петрі

3. Функціональна мережа Петрі

4. Кольорова мережа Петрі

5. Інгібіторна мережа Петрі

6. Ієрархічна мережа

7. WF-мережа
8. Мережа з пріоритетами.

При розробці особливо імітаційної моделі, корисно ввести модельний час, щоб моделювати не тільки послідовність подій, але і їх прив'язку до часу. Це здійснюється наданням переходам ваги – тривалості (затримки) спрацьовування, яку можна визначати, використовуючи заданий для цього алгоритм. Отриману модель називають часовою мережею Петрі.

Часова мережа Петрі – мережа характеризується введенням затримок при переміщенні маркера, затримка може бути пов'язана як з переходом так і з позицією. Часова мережа Петрі графічно відображається аналогічним способом, як і звичайна мережа Петрі, для якої до переходів додані позначення.
Приклад. Нехай концептуальна модель системи представлена мережею Петрі (рис. 8.18).
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Рис. 8.18 Приклад часової мережі Петрі
Додамо до переходів час їх спрацьовування:
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Якщо затримки є випадковими величинами, то мережу називають стохастичною мережею Петрі. В стохастичних мережах вводяться ймовірності спрацювання порушених переходів.

Якщо затримки визначаються як функції деяких аргументів, якими можуть бути кількості маркерів в будь-яких позиціях, стану деяких переходів і т.п., то маємо функціональну мережу Петрі. Функціональна СП характеризується тим, що відображає не тільки послідовність подій, але і процеси обробки деяких потоків даних. Для цього в опис кожного переходу додається алгоритм обробки даних.

Функціональна мережа Петрі – мережа де додатково з кожним переходом зв'язується процес обробки потоків даних (пріоритети, черги, тобто можна ввести обробку пов'язану з кожним переходом); є прив'язка маркера до кольору (наприклад, завдання пріоритету). 
У багатьох задачах динамічні об'єкти можуть бути декількох типів, і для кожного типу потрібно вводити свої алгоритми поведінки в мережі. У цьому випадку кожен маркер повинен мати хоча б один параметр, що позначає тип маркера. Такий параметр зазвичай називають кольором; колір можна використовувати як аргумент в функціональних мережах. Мережа при цьому називають кольоровою мережею Петрі.

Поняття кольоровості в них тісно пов'язано з поняттями змінних, типів даних, умов та інших конструкцій, більш наближених до мов програмування. Наприклад, кольорові мережі Петрі доповнюються введенням типів фішок і допомагають уникнути багаторазового дублювання фрагментів мережі в складних системах.
Серед інших різновидів мереж Петрі слід згадати інгібіторні мережі Петрі, що характеризуються тим, що в них можливі забороняючі (інгібіторні) дуги.

Наявність маркера у вхідній позиції, пов'язаної з переходом інгібіторної дуги, означає заборону спрацьовування переходу.
За допомогою інгібітор них мереж Петрі можна реалізовувати логічні операції (рис. 8.19).
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Рис. 8.19 Приклад інгібітор них мереж Петрі
Ієрархічна мережа – мережа, що містить переходи, в які вкладені інші, можливо, також ієрархічні, мережі. Спрацьовування такого переходу характеризує виконання повного життєвого циклу вкладеної мережі.

Для наочності такі переходи часто позначаються великим прямокутником. Такий перехід починає виконання з вилучення фішок із вхідних позицій і завершує, відповідно, розміщуючи фішки у вихідні. Основна відмінність від простого переходу полягає в тому, що між цими двома моментами можуть спрацьовувати інші переходи.

У момент активації складеного переходу з його вхідних позицій витягуються фішки, після чого вкладена мережу починає функціонування виходячи зі своєї початкової розмітки. Коли після чергового спрацьовування внутрішнього переходу вкладеної мережі в ній не залишається дозволених переходів, вона припиняє роботу. У цей момент відповідний складений перехід поміщає фішки в вихідні позиції і переходить в пасивний стан. При наступній активації складеного переходу вкладена мережа знову розмічається відповідно до своєї початкової розміткою і починає новий життєвий цикл.

WF-мережі – це підклас мереж Петрі, які також називають мережами потоків робіт, застосовують для моделювання потоків робіт в WorkFlow системах.

Мережі Петрі з пріоритетами додають дозволеним переходам пріоритети і тим самим дозволяють знизити недетермінованість спрацьовувань, обмежуючи множину дозволених переходів групою переходів з найвищим пріоритетом. Якщо два переходи конфліктують між собою за деякий загальний ресурс, то перевагу буде мати перехід з вищим пріоритетом.
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Рис. 8.20 Приклад мережі Петрі з пріоритетом

Так для мережі, представленої на рис.8.20 а), якщо перехід 
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 має вищий пріоритет, то він спрацює, так як всі його вхідні позиції активні, а для мережі на рис. 8.20 б) спрацює перехід  
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, так як у вхідній позиції а, для переходу 
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 відсутні ресурси.
Контрольні питання.
1. Дайте визначення концептуальної моделі.

2. Перерахуйте основні етапи побудови концептуальної моделі.

3. Що таке робоче навантаження?

4. Що повинна включати модель робочого навантаження?

5. Що є основою для виконання декомпозиції системи?

6. Які основні принципи моделювання лежать в основі декомпозиції системи?

7. Які критерії використовують при імітаційному моделюванні для оцінки рівня деталізації системи?

8. Що таке морфологічний опис?

9. Як можна узагальнено представити систему на теоретико-множинному рівні?

10. Перерахуйте основні характеристики параметрів системи, які необхідно враховувати при побудові концептуальної моделі?

11. Які типи процесів Ви знаєте?

12. Як можна узагальнено представити модель функціонування системи?

13. Що таке дескриптивна модель?

14. Які основні компоненти дескриптивної моделі?

15. Які вимоги висуваються до ознак дескриптивної моделі?

16. Наведіть приклади застосування дескриптивних моделей.

17. Які нотації схематичного представлення системи Ви знаєте?

18. Які Ви знаєте CASE-засоби для схематичного представлення систем?

19. Що таке мережа Петрі і де вони застосовуються?

20. Визначте основні компоненти мережі Петрі?

21. Яких правил необхідно дотримуватись при побудові мережі Петрі?

22. Що означає живий (мертвий) стан мережі Петрі? Що таке дедлок?

23. Який стан мережі Петрі називається активним?

24. Які параметри необхідно визначити для аналітичного представлення мережі Петрі?

25. Як матрично описується мережа Петрі?

26. Відносно яких властивостей виконується аналіз мережі Петрі?

27. Що є основою для проведення аналізу досяжності мережі Петрі?

28. Які типи мереж Петрі Ви знаєте?

29. Що таке часові мережі Петрі?

30. Які мережі Петрі називають інгібіторними?

Лекція 9 Побудова математичних моделей
9.1 Поняття математичної моделі та принципи її побудови

На основі концептуальної моделі будується математична модель. 

Математична модель – це спрощений опис реальності за допомогою математичних понять.

При побудові математичної моделі необхідно виходити з мети моделювання та обсягу інформації про систему, що моделюється, а отже за яким принципом ми будемо складати математичну модель. 

Математична модель повинна представляти коректно поставлену математичну задачу.

Визначення. Математична задача:
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називається коректно поставленою на парі просторів 
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 та 
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, якщо виконуються наступні умови:

· для будь-якого
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 розв’язок задачі існує;

· для будь-якого 
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 цей розв’язок єдини;
· розв’язок задачі 
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 неперервно залежить від вхідних даних 
[image: image488.wmf]x

.
Якщо відомий закон функціонування системи (випадок «білої скриньки»), то аналітична модель неперервної системи будується на основі складання балансних рівнянь що базуються на фундаментальних законах збереження: збереження енергії, імпульсу, маси, тепла, ресурсів і т.д. 

У загальному вигляді рівняння балансу можна представити як:

Витоки = Надходження

Приклади.

1. Модель міжгалузевого балансу В. Леонтьєва «витрати - випуск»:
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 – вектор кінцевого випуску продукції, 
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 – матриця технологічних коефіцієнтів, а її елементи 
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 – необхідний об’єм продукції і-ї галузі для виробництва одиниці продукції 
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 – вектор сукупного виробництва всіх галузей,
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 – сукупний випуск і-ї галузі.

2. Модель балансу енергії, що генерується у ланцюгу на основі законів Кірхгофа. 

Дана схема (рис. 9.1)), і відомі опори резисторів і ЕРС джерел. Потрібно знайти струми в гілках, використовуючи закони Кірхгофа.

Дано: 
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Знайти: 
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Рис. 9.1 Схема електричного ланцюга

Використовуючи перший закон Кірхгофа, можна записати n-1 рівнянь для ланцюга. У нашому випадку кількість вузлів n = 2, а значить потрібно скласти тільки одне рівняння.

Нагадаємо, що за першим законом, сума струмів, що сходяться у вузлі дорівнює нулю. При цьому, умовно прийнято вважати що входять струми в вузол позитивними, а виходять негативними. Значить для нашої задачі
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 – рівняння балансу.

Потім використовуючи другий закон (сума падінь напруги в незалежній контурі дорівнює сумі ЕРС в ньому) складемо рівняння для першого і другого контурів ланцюга. Напрямку обходу обрані довільними, при цьому якщо напрямок струму через резистор збігається з напрямком обходу, беремо зі знаком плюс, і навпаки якщо не збігається, то зі знаком мінус. Аналогічно з джерелами ЕРС.

На прикладі першого контуру – струм  і 
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 збігаються з напрямом обходу контуру (проти годинникової стрілки), ЕРС 
[image: image510.wmf]1

Е

, 
[image: image511.wmf]2

Е

 також збігається, тому беремо їх зі знаком плюс.

Рівняння для першого і другого контурів за другим законом будуть:
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Ці рівняння утворюють систему:
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Розв’язавши її, отримаємо: 
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Дискретні моделі будуються в просторі своїх станів. Цей підхід використовується в тих випадках, коли під час функціонування об'єкт повинен міняти свою поведінку в залежності від свого стану. Моделювання систем за станами широко застосовується, наприклад, для детермінованих та стохастичних скінченних автоматів.

Приклад.
1. Ланцюг Маркова. Розглянемо поведінку студента. Кожного дня у нього є 3 можливих стани: студент не відвідує заняття (N), студент відвідує заняття, але не всі (V) і студент відвідує заняття цілком (R). Отже, у нас є такий простір станів: 
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Припустимо, в перший день цей студент має можливість 50% тільки прийти на останні заняття і ймовірність 50% повністю відвідати заняття. Вектор, що описує вихідний розподіл ймовірностей  буде мати вигляд:
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Також представимо, що спостерігаються такі ймовірності:

- коли студент не відвідує один день, то існує ймовірність 25% не відвідати його і на наступний день, ймовірність 50% тільки відвідати деякі заняття і 25% – відвідати заняття повністю;

- коли студент відвідує заняття один день, але не всі, то має ймовірність 50% знову частково їх відвідати на наступний день і ймовірність 50% відвідати всі заняття;

- коли студент відвідує всі заняття в один день, то має ймовірність 33% не завітати на наступний день, ймовірність 33% відвідати тільки частину занять і 34% - відвідати всі заняття.

Тоді у нас є наступна перехідна матриця: 
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Ймовірністну динаміку такого процесу можна представити графом станів, представленому на рис. 9.2.
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Рис. 9.2 Граф станів

Побудова математичної моделі складаєтьсь з послідовності наступних кроків:

1) попередній аналіз, що включає:

· вибір системи відліку в якій буде розглядатися система;

· вибір способу опису функціонування – просторовий (у змінних Ейлера) або за відліком (у змінних Лагранжа);
· загальна кількісна оцінка першорядних та другорядних факторів, що характеризують систему.

2) визначення фундаментальних законів на основі яких буде будуватись модель;
3) визначення опису виразів для джерел та витоків, що доповнюють рівняння балансу основних законів;
4) виконання перетворень з метою спрощення моделі або приведення її до стандартного вигляду;
5) перевірка виконання умови замкненості – кількість рівнянь повинна дорівнювати кількості невідомих і рівняння повинні бути лінійно незалежні;
6) виконання умови однозначності – задання початкових або граничних умов 
9.2 Побудова математичної моделі в умовах повної інформації.

9.2 1 Типові схеми побудови математичних моделей

На практиці для подальшої формалізації концептуальних моделей ряду систем вигідніше застосовувати типові математичні схеми моделювання, що враховують з одного боку спосіб представлення часу в моделі (неперервна змінна або дискретна), а з іншого боку ступінь випадковості модельованих процесів. За цими ознаками розрізняють наступні математичні схеми моделювання (класи ММ).

- Неперервно - детерміновані моделі (D - схеми).

- Дискретно - детерміновані моделі (F - схеми).

- Дискретно - імовірнісні моделі (P - схеми).

- Неперервно - імовірнісні моделі (Q – схеми).

- Мережеві моделі (N - схеми).

- Агрегатні моделі (А - схеми). 

Математична схема є перехідною ланкою від змістовного до формального опису.

При використанні математичної схеми загального вигляду модель об'єкта моделювання, тобто досліджуваної системи, представляється у вигляді множини величин, що описують процес функціонування реальної системи і утворюють чотири непересічних підмножини:

· підмножина сукупності вхідних впливів на систему 
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· підмножина сукупності впливів зовнішнього середовища на систему 
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· підмножина сукупності внутрішніх (власних) параметрів системи 
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· підмножина сукупності вихідних характеристик системи 
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При моделюванні системи вхідні впливи X, впливи зовнішнього середовища V і внутрішні параметри системи H є незалежними (екзогенними) змінними, а вихідні характеристики Y – залежними (ендогенними) змінними.

9.2.2 Неперервно-детерміновані моделі. (D-схеми (dynamic)) 

У цих моделях час t покладається неперервною змінною, а випадковими чинниками в системі нехтують. Математичний апарат моделей – теорія диференціальних та інтегральних рівнянь, за допомогою якої досягається адекватний опис динамічних систем. Це найглибше розроблений операційний метод опису і дослідження процесів функціонування динамічних систем і їх структур.

Зазвичай, в таких математичних моделях в якості незалежної змінної, від якої залежать невідомі шукані функції, служить час t. Тоді математичне співвідношення для детермінованих систем в загальному вигляді буде:
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 – вектор функція, визначена і неперервна в деякому n+1 вимірному просторі.

Для повної коректної постановки задачі до рівнянь необхідно задати додаткові умови для визначення констант, які виникають у процесі інтегрування при їх розв’язанні. Ці додаткові умови модна задавати декількома способами:

· початкові умови – значення в початковий момент часу 
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 – початковий момент часу 
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· граничні умови – умови, примусово визначають на кордоні моделі значення параметрів, що характеризують її стан, наприклад, граничні умови першого роду  
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В залежності від задання додаткових умов розрізняють наступні типи задач:

- задача Коші або задача з початковими умовами. Для такой задачі необхідно задати значення функції та її похідних у початковій точці 
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 і т. д. Задача Коші зазвичай виникає при аналізі процесів, які визначаються диференціальним законом еволюції і початковим станом. Від крайових задач завдання Коші відрізняється тим, що область, в якій повинно бути визначено шукане рішення, тут заздалегідь не вказується. Основні питання, які пов'язані з завданням Коші, такі:

· Чи існує (хоча б локально) рішення задачі Коші?

· Якщо рішення існує, то яка область його існування?

· Чи є рішення єдиним?

· Якщо рішення єдине, то чи буде воно коректним, тобто неперервним (в будь-якому сенсі) щодо початкових даних?

· – гранична або крайова задача. Сюди відносять здача Діріхле (крайові умови першого роду) або задача Неймана (крайові умови другого роду – задається потік через границю області). Додаткові умови задаються у вигляді функціональних співвідношень між шуканими розв’язками. Кількість умов повинна співпадати з порядком диференційного рівняння або системи рівнянь. Якщо розвязок визначається на деякому інтервалі 
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, то такі умови можуть задаватись як на кінцях так і в середині інтервалу;

· здача на власні числа. Така задача відрізняється тим, що крім шуканої функції 
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 та її похідних в задачу додатково входять невідомі параметри 
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, які називаються власними числами. Отже для однозначності вирішення задачі необхідно задати 
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 додаткових умов. До таких задач відносяться задачі знаходження власних частот, коефіцієнтів дисипації, структури електромагнітних полів і т. д.

У найпростішому випадку звичайне диференціальне рівняння має вигляд:
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Диференціальні моделі є математичною основою методів системної динаміки. Моделі системної динаміки набули широкого поширення в задачах дослідження складних систем зі сфери виробництва і економіки, торгівлі і міського господарства, з області соціальних проблем, проблем екології та охорони навколишнього середовища.

Математичною основою методів системної динаміки є диференціальні рівняння, в яких використовуються уявлення динамічних процесів в просторі станів. Моделі такого виду – це системи диференціальних рівнянь:
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де:
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– вектор станів системи;
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 – вектор входів.

Диференціальні моделі, що застосовуються в математичній теорії систем, включають крім рівнянь, званих рівняннями стану, ще й рівняння:
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 – вектор виходів моделюємих процесів.

При складанні диференціальних моделей проводиться вибір змінних стану і встановлюються зв'язки між цими змінними у вигляді функцій правих частин рівнянь стану. Процеси відбору, аналізу і формалізації різних фактів і припущень експертів стосовно досліджуваної проблеми в значній мірі обумовлені структурою, якій наділяються шукані функціональні залежності. Як правило, сформулювати такі залежності тільки з використанням змінних стану буває дуже важко. Більш продуктивним виявляється підхід, заснований на детальному описі ланцюжків причинно-наслідкових зв'язків між факторами, відображеними в моделі за допомогою змінних стану. 

Розробка і формальний запис таких ланцюжків неможливий без включення в модель деяких додаткових змінних, спеціально призначених для явного визначення в моделі структури причинно-наслідкових взаємозв'язків між змінними стану. Бажано, щоб необхідне розширення набору змінних стану диференціальних моделей сукупністю додаткових змінних здійснювалося стандартним «технологічним» способом, що забезпечує ефективне виконання процесів структуризації інформації про проблему.
Якщо динамічна система описується нелінійним диференціальним рівнянням, то його лінеаризують і вирішують як лінійне.

Застосування неперервно-детермінованих моделей дозволяє кількісно здійснювати не тільки аналіз динамічних систем, а й їх оптимальний синтез.

Розглянемо приклади деяких математичних моделей, які представлені D – схемами.

Найбільш розповсюджений метод побудови моделей полягає у застосуванні фундаментальних законів природи до конкретної ситуації. Ці закони є загально визнаними, багаторазово підтверджені досвідом, служать основою багатьох науково-технічних досягнень. На перший план виходять питання, пов’язані з тим, який закон необхідно застосувати у конкретному випадку і як це зробити.

Приклад 1. Першою найпростішою моделлю розвитку популяції можна вважати модель в основі якої лежить послідовність Фібоначі, але вона є дуже спрощеною.

Сьогодні найпростіша модель – модель Мальтуса росту популяції. 

Згідно до закону Мальтуса швидкість зростання популяції прямо пропорційна поточному розміру популяції, отже, виходячи з механічного сенсу похідної, цей закон можна записати наступним диференційним рівнянням:
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 – деякий параметр, який визначається різницею між народжуваністю і смертністю, х – розмір популяції. Рішенням цього рівняння є експоненціальна функція 
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. Якщо народжуваність перевищує смертність (
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> 0} \ alpha> 0), розмір популяції необмежено і дуже швидко зростає. Насправді цього не може відбуватися з-за обмеженості ресурсів. При досягненні деякого критичного обсягу популяції модель перестає бути адекватною, оскільки враховує обмеженість ресурсів. Уточненням моделі Мальтуса може служити логістична модель, яка описується диференціальним рівнянням Ферхюльста:
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 – «рівноважний» розмір популяції, при якому народжуваність в точності компенсується смертністю. Розмір популяції в такій моделі прагне до рівноважного значення 
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, причому така поведінка структурно стійко.

На основі закону Мальтуса можна скласти більш складну модель, яка враховує наявність “хижака» – модель Лотки-Вольтерра. Нехай х – розмір популяції жертв, а у – розмір популяції хижаків, тоді:


[image: image555.wmf](

)

(

)

y

x

y

x

y

x

d

g

b

a

+

-

=

¢

-

=

¢

 
[image: image556.wmf](

)

(

)

0

0

0

,

0

у

у

х

х

=

=


де 
[image: image557.wmf]b

a

,

 – коефіцієнти народжуваності і зменшення жертв за рахунок хижаків, 
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,

 – коефіцієнти убування і зростання хижаків.

Приклад 2. Розглянемо рух маятника (рис. 9.3). 

В основу побудови моделі покладемо закон збереження енергії:
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Рис. 9.3 Схема руху маятника

Позначимо 
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  – масу та довжину підвісу маятника, g — прискорення вільного падіння, 
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 – кут відхилення маятника в момент часу t. Будемо вважати, що при малих відхиленнях шлях лінійний і малі значення тригонометричної функції дорівнюють значенню аргументу у радіанах. Продиференціювавши основне рівняння, отримаємо:
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Цей закон можна застосувати і до розв’язання більш складнішої задачі, наприклад, необхідно визначити швидкість кулі, а спеціальне обладнання відсутнє.

Для вирішення задачі можна скористатись системою типу маятник – тілом, підвішеним на стержні (рис. 9.4).
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Рис. 9.4 Схема руху тіла на стержні

Куля, яка застрягне у тілі надасть системі «тіло-куля» свою кінетичну енергію, яка в момент максимального відхилення перейде у потенційну:


[image: image568.wmf](

)

(

)

(

)

a

cos

1

2

2

2

2

-

+

=

+

=

gl

m

M

V

m

M

mv



[image: image569.wmf]a

 – кут найбільшого відхилення

M, m – відповідно маса тіла і кулі

V, v – відповідно швидкість системи «тіло-куля» і кулі.

З отриманого рівняння можна визначити швидкість кулі:
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Ми не враховували втрати енергії на розігрів системи та опір повітрю так к вони незначні, але процеси, які протікають при злипанні кулі і тіла вже не є суто механічними і закон збереження енергії не справедливим: зберігається повна, а не механічна енергія. Отримана формула може давати лише нижню оцінку швидкості кулі.
Приклад 3. Рух тіла, приєднаного до пружини (рис. 9.5).
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Рис. 9.5 Рух тіла, приєднаного до пружини

Нехай r – координата кульки вздовж осі пружини, яка лежить на горизонтальній площині в рух кульки співпадає з її віссю. Тоді згідно до 2-го закону динаміки:
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де m – маса кульки, а – її прискорення. Будемо вважати, о площина ідеально гладка (тертя відсутнє), також знехтуємо опором повітря і будемо вважати, що вага кульки врівноважується реакцією площини. Єдина сила, що діє на кульку вздовж площини, це сила пружності пружини яка визначається законом Гука:
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де k – коефіцієнт пружності, r – величина переміщення при стисненні або розтягуванні пружини, r=0 – нейтральне положення.

Тоді рівняння руху кульки буде мати вигляд:
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Це рівняння описує гармонічні коливання і має загальний розв’язок:
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 – власна частота коливань системи «пружина - кулька». Значення коефіцієнтів А та В визначаються з початкового стану об’єкту: r(t=0)=0, v(t=0)=v0 
Приклад 4. Розглянемо модель вимушеного коливання 2-масної системи (ієрархія моделей). Якщо точка кріплення пружини ухається разом з масою, то виникає сила інерції, яку необхідно врахувати у балансному рівнянні. Також будемо вважати, що до системи прикладається деяка зовнішня сила:
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Для дослідження досліджень, що впливають на основні параметри, екіпажу на вертикальних колесах використовуємо модель з двома ступенями свободи, в якій дві маси з’єднуються пружними і дисипативними зв'язками (рис. 9.6). Така модель описує вертикальні колеса рельсових екіпажів з двоярусним підвішуванням: магістральних локомотивів (електровозів і тепловозів) і пасажирських вагонів.

Рівняння системи, що розглядається, з врахуванням збурень зі сторони залізниці описуються наступними диференціальними рівняннями:
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m1        –  маса воза з ресорами;

m2        – маса кузова, приєднаного до одного воза ;

с1, b1    – жорсткість и демпфування на першому ярусі підвішування;

с2, b2    – жорсткість и демпфування на другому ярусі підвішування;

(t)      – збурення зі стороны залізниці;
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 – переміщування та його похідні у часі:
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Рис.9.6 Розрахункова схема двомасної системи

Перетворимо рівняння руху до виду:
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В якості збурення застосуємо модель Н.Н. Кудрявцева. Модель нерівності є сумою напівхвилі синусоїди з частотою 
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 і трьох напівхвиль синусоїди з частотою 
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, які укладені на довжині рейкового ланки L. Амплітуди нерівностей A1 A2 вибираються в залежності від типу і стану колії.
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 – частота збурення;V – швидкість руху.

Для моделювання взяті вихідні данні наведені в табл. 9.1.

 Таблиця 9.1 
Вхідні дані задачі коливань двомасної системи

	амплітуда першої гармоніки нерівності
	A1 = 0.005
	м;

	амплітуда другої гармоніки нерівності
	A2 = 0.002
	м;

	довжина рельсової ланки
	L = 25
	м;

	маса першого тіла
	m1 = 8.82
	т;

	жорсткість першого ярусу
	c1 = 7000
	кН/м;

	демпфування першого ярусу
	b1 = 60
	кН с/м;

	маса другого тіла
	m2 = 25.8
	т;

	жорсткість другого ярусу
	c2 = 2600
	кН/м;

	демпфування другого ярусу
	b2 = 125
	кН с/м.


Результати моделювання наведені на рис. 9.7 (модель реалізована в середовищі Matlab).
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Рис. 9.7 Графіки переміщення мас.
Приклад 5. Розглянемо рух пружного тіла, кинутого під кутом до горизонту (рис. 9.8).
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Рис. 9.8 Рух пружного тіла, кинутого під кутом до горизонту

Такий рух буде представляти собою послідовність перевернутих парабол.

Нехай м’яч падає на поверхню де він зазнає дії пружної сили 
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, відскакує і продовжує рух. 

Система диференційних рівнянь, що описує такий рух у проекціяї на координатні осі буде мати вигляд:
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Сила F, що штовхає м’яч вверх діє лише коли тіло знаходиться нижче горизонту:
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де m – маса м’яча, k – коефіцієнт пружності м’яча. Враховуючи цю умову отримаємо:
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Приклад 6. Траєкторія спливання підводного човна (рис. 9.9).

Нехай в момент часу t=0 човен знаходиться на глибині H і рухається з постійно горизонтальною швидкістю v. Поступає команда піднятись на гору. Нехай цистерна з водою на човні вивільняється за малий проміжок часу і ми будемо вважати, що при t=0 на човен починає діяти виштовхуючи сила (закон Архімеда): 
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 – щільність човна відповідно при заповненій та порожній цистерні.

Сумарна сила, що діє на човен у вертикальному напрямку це різниця між виштовхуючою силою та вагою:
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Рис. 9.9 Траєкторія спливання підводного човна

Координата l, що характеризує горизонтальне переміщення змінюється з постійною швидкістю:
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Розв’язавши наше рівняння будемо мати:
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і човен підніметься у момент часу t=tk, коли
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При цьому в горизонтальному напрямку човен пройде шлях:
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Виключивши час у координатах l, h отримаємо
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що є параболою з вершиною l=0, h=0.

Приклад 7. Найпростіша модель зміни заробітної плати та зайнятості.

Ринок праці, де діють роботодавець та працівник, характеризується зарплатою 
[image: image617.wmf](

)

t

p
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 працівників. Якщо з якоїсь причини ця рівновага порушується (наприклад, частина працівників виходить на пенсію за віком або у працедавця виникають фінансові труднощі), то функції 
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Будемо вважати, що працедавці змінюють заробітну плату пропорційно відхиленню чисельності зайнятих від значення рівноваги.

Тоді: 
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Покладемо, що кількість працівників збільшується або зменшується також пропорційно росту або зменшення заробітної плати відносно значення 
[image: image627.wmf]0

p

:

[image: image628.wmf](

)

0

2

p

p

dt

dN

-

=

a

,  
[image: image629.wmf]0

2

>

a


Продиференціюємо перше рівняння  по t і виключимо з нього за допомогою другого рівняння величину N, отримаємо стандартну модель коливань:
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заробітної плати відносно положення рівноваги (аналогічно і для величини N). 
З першого інтегралу цього рівняння:
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видно, що в деякі моменти часу 
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 (заробітна плата стає рівною значенню рівноваги) маємо 
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 – заробітна плата перевищує рівноважну . Але в середньому за період коливань величина 
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Приклад 8. Організація рекламної кампанії.

Нехай фірма починає рекламувати новий товар або послугу. Бажано, щоб прибуток покривав витрати на рекламну компанію. Зрозуміло, що на початку витрати можуть бути більшими ніж прибуток, так як про товар буде знати лише мала частина потенційних споживачів. З просуванням компанії обсяги продажу будуть зростати і можна розраховувати на прибуток. Також настане момент, коли ринок буде насиченим і продовжувати рекламну компанію не буде сенсу.

Будемо будувати модель виходячи з наступних припущень:

· величина 
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 – швидкість зміни кількості споживачів у часі, які дізналися про товар і готові його придбати (
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 – час, що пройшов з початку рекламної компанії, 
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 – кількість інформованих клієнтів) – пропорційна кількості споживачів, які ще не проінформовані про товар, а саме величні 
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 – загальна кількість потенційних платіжоспроможних споживачів. 
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 характеризує інтенсивність рекламної компанії (що фактично визначається витратами на рекламу в поточний момент часу);

· - вважається, що споживачі, які дізнались про товар, тим чи іншим способом розповсюджують інформацію серед не проінформованих, граючи роль «рекламних агентів». Їх внесок  дорівнює величині 
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 характеризує степінь спілкування споживачів між собою (її можна визначити, наприклад, на основі опитувань).

В результаті отримаємо рівняння:
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При 
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 з рівняння (1) отримується модель типу Мальтуса, в протилежному випадку – рівняння логістичної кривої:
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Отримана модель схожа на модель розвитку популяції так як при побудові обох моделей застосовувався однаковий принцип – «насичення»: швидкість зростання з часом деякої величини пропорційна добутку поточного значення 
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 між рівноважним (популяція) або граничним (споживачі) та поточним значеннями.

Аналогія зникне, якщо в деякий момент часу величина 
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 стане нульовою або від’ємною (обидва коефіцієнти стануть від’ємними). Такий ефект спостерігається у рекламних компаніях і повинен змусити організаторів або змінити або припинити компанію.

Дана модель не має нульових розв’язків в скінченні моменти часу (
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). Для рекламної компанії це може означати, що ще до її початку є споживачі, які знають про товар. Якщо розглянути модель за умови 
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, то отриману модель можна спростити до рівняння:


[image: image659.wmf](

)

0

1

N

t

dt

dN

a

=

             (2)
яке має розв’язок 
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що задовольняє початковій умові 
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З рівняння (2) легко вивести співвідношення між рекламними витратами та прибутком. Для цього позначимо через 
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 величину прибутку від однієї продажі, якщо б компанія не проводилась, а через 
[image: image663.wmf]s

 – вартість елементарної рекламної операції. Вважаючи, що кожен споживач купує лише одну одиницю товару сумарний прибуток буде становити:
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а витрати:

[image: image665.wmf](

)

ò

=

t

dt

t

s

S

0

1

a

.
Прибуток переважає витрати за умови 
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Умова 
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 зростають з часом за однаковими законами.
При зростанні 
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 відкинуті у рівнянні (1) члени стають помітними, зокрема збільшується вплив косвеної реклами. Тому функція 
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 може швидше зростати у часі, що дає змогу компенсувати витрати на початковій стадії рекламної компанії.

Розглянемо це твердження для часткового випадку рівняння (1), коли коефіцієнти 
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Заміною 
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 воно зводиться до логістичного рівняння: 
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яке має розв’язок:
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При цьому 
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В цей період для поточного, отриманого за одиницю часу прибутку маємо:
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Віднімаючи від 
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 початковий поточний прибуток 
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, отримаємо:
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що означає, що різниця між початковим та максимальним поточним прибутком боже бути досить суттєвою. Сумарний економічний ефект (його необхідною умовою є виконання нерівності 
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) визначається ходом рекламної компанії, характеристики якої визначаються з рівнянь (4(, (5).

Як випливає з рівняння (4), починаючи з деякого моменту часу, продовжувати компанію невигідно. Дійсно при 
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Його розв’язок при 
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) за повільним експоненціальним законом. За одиницю часу з’являється дуже мала кількість нових споживачів, а прибуток, що надходить, не може покрити витрат.

Рівняння (1) широко застосовується для опису впровадження нових технологій та інших нововведень.

Контрольні питання

1. Що таке математична модель?

2. Наведіть приклади математичних моделей.

3. Що означає коректність постановки математичної задачі?

4. Що є основою складання математичної моделі за принципом «білого ящика»?

5. Що таке рівняння балансу? Наведіть приклади.

6. В яких випадках математична модель будується в просторі станів? Наведіть приклади.

7. З яких кроків складається послідовність побудови математичної моделі?

8. Що таке типова математична схема?

9. Які типові математичні схеми Ви знаєте?

10. Яка типова схема описує неперервні динамічні системи?

11. Як математично представляються D-схеми?
12. Що виступає в якості незалежної змінної в D-схемах?
13. Що включає коректна постановка задачі в термінах диференційних рівнянь?

14. Що таке початкові (граничні) умови задачі в диференційних рівняннях?

15. Які основні типи задач в диференційних рівняннях Ви знаєте?

16. Що  таке задача Коші?

17. За рахунок чого виконується спрощення моделей в термінах D-схеми?
18. Наведіть приклади математичних моделей в термінах D-схем?
Лекція 10 Побудова математичних моделей.  Типові схеми.

10.1 Дискретно - детерміновані моделі (F-схеми (finite automata)).

Дискретно-детерміновані моделі в своїй основі складають теорію автоматів. На основі цієї теорії система представляється у вигляді автомата, що перетворює дискретну інформацію і змінює свій внутрішній стан лише в допустимі моменти часу. 
Автомат можна представити у вигляді чорного ящика, на який подаються вхідні сигнали і знімаються вихідні і який може мати безліч внутрішніх станів.

Автомат, у якого можна визначити множину вхідних змінних і множину внутрішніх станів, а отже і множину вихідних станів звичайно називається скінченним автоматом.

Автомат F можна описати наступними множинами:

- множиною вхідних станів 
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- множиною вихідних станів 
[image: image703.wmf]{

}

j

у

У

=

, 
[image: image704.wmf]m

j

,

1

=

;

- множиною внутрішніх станів 
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- початковим станом z0; 
- 
[image: image707.wmf]y

 – функцією виходів;

- 
[image: image708.wmf]j

 – функцією переходів.

Тоді скінченний автомат можна представити як наступну сукупність:
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Абстрактний скінченний автомат має один вхідний і один вихідний канали. У кожен момент дискретного часу t = 0, 1, 2, ... F-автомат знаходиться в певному стані 
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 з множини Z, причому в початковий момент часу t = 0 він завжди знаходиться в початковому стані 
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Скінченний автомат, в опис якого входять вище зазначені множини, називають (n, m, p) автоматом.
У момент часу t, знаходячись в стані 
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, автомат здатний сприйняти на вхідному каналі сигнал 
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 і видати на вихідному каналі сигнал 
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, переходячи в стан 
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Отже, абстрактний скінченний автомат реалізує деяке відображення множини слів вхідного алфавіту X на множину слів вихідного алфавіту Y. Іншими словами, якщо на вхід скінченного автомата, встановленого в початковий стан 
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, подавати в деякій послідовності букви вхідного алфавіту 
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, ..., іншими словами, вхідне слово, то на виході автомата будуть послідовно з'являтися літери вихідного алфавіту 
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Таким чином, робота скінченного автомата відбувається за такою схемою: в кожному i-му такті на вхід автомата, що знаходиться в стані 
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, подається деякий сигнал 
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, на який він реагує переходом в (i + 1) такт в нове стан 
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 і видачею деякого вихідного сигналу.

За характером відліку дискретного часу скінченні автомати діляться на синхронні і асинхронні.

У синхронних F-автоматах моменти часу, в які автомат «зчитує» вхідні сигнали, визначаються примусово синхронізуючими сигналами. Після чергового синхронізуючого сигналу з урахуванням поточного стану відбувається перехід в новий стан і видача сигналу на виході, після чого автомат може сприймати значення вхідного сигналу. Таким чином, реакція автомата на кожне значення вхідного сигналу закінчується за один такт, тривалість якого визначається інтервалом між сусідніми синхронізуючими сигналами.
Для синхронних автоматів характерно наступне:

- вхідний сигнал впливає на автомат в строго фіксовані моменти часу, тобто 
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- зміна внутрішнього стану автомата здійснюється в моменти часу, коли немає впливу вхідних сигналів.

Таким чином, час такту (Т) в синхронних автоматах строго фіксований і визначається характеристиками тактового генератора. Автомат може сприймати новий стан входу, лише після того, як він перейшов в певний внутрішній стан. Отже, частота тактового генератора вибирається так, щоб до появи наступного імпульсу автомат встиг перейти в цей новий внутрішній стан.

В момент впливу на автомат тактового сигналу вхідні сигнали не повинні змінюватися. При виконанні цієї вимоги перехідні процеси в синхронних автоматах можна не розглядати, обмежившись вибором відповідної частоти тактового сигналу. Таким чином, в синхронних автоматах замість неперервного часу вводиться в розгляд дискретний час, що задається генератором тактового сигналу

Асинхронний F-автомат зчитує вхідний сигнал неперервно, і тому, реагуючи на досить довгий вхідний сигнал постійної величини х, він може кілька разів змінювати стан, видаючи відповідне число вихідних сигналів, поки не перейде в стійке положення, яке вже не може бути змінено даним вхідним сигналом.
За кількістю станів розрізняють скінченні автомати з пам'яттю і без пам'яті або автомати 1-го та 2-го роду.
Функція 
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 реалізує бінарне відношення виду 
[image: image730.wmf]Z

X

Z

®

´

, тобто кожній парі «стан - вхідний сигнал» ставить однозначно у відповідність певний стан з множини 
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. Аналогічно, бінарне відношення для функції  
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 має вигляд 
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, тобто кожній парі «стан - вхідний сигнал» ставиться у відповідність конкретний вихідний сигнал – елемент множини 
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Таким чином, характеристичні функції визначають, в який стан 
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 перейде автомат в наступний, (t + 1) -й момент часу і яке буде значення вихідного сигналу 
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 в поточний момент часу t:
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З наведених рівнянь видно, що аргументами характеристичних функцій є поточне значення вхідного сигналу і поточний стан. Скінченний автомат, заданий парою рівнянь (1), називається автоматом 1-го роду або, по імені автора моделі, автоматом Мілі (Mealy).

На практиці часто зустрічаються автомати, вихідні сигнали яких в момент часу t однозначно визначаються поточним станом автомата і не залежать від компонентів вектора вхідних сигналів:
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Автомат, заданий парою рівнянь (2), називають автоматом 2-го роду або автоматом Мура (Moore).
Якщо для вихідного сигналу деякого скінченного автомату має місце рівняння:
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то такий автомат називається тривіальним. Строго кажучи, це вже не автомат, а комбінаційна схема (КС), яка реалізує сукупність булевих функцій 
[image: image742.wmf]Y

 для компонентів вектора вихідних сигналів Y.

На практиці скінченний автомат являє собою сукупність двох пристроїв – операційного та керуючого автоматів. Операційний автомат виконує ряд дій над вхідними даними і видає результат, а керуючий автомат задає послідовність цих дій, тобто алгоритм функціонування операційного автомата. Наприклад, у випадку кодового замка операційним автоматом є електромагніт, що керує засувом, а керуючим автоматом – електронна схема, що забезпечує зчитування та аналіз сигналів від клавіш, перевірку коду, видачу сигналу операційного автомату на відкриття замку, скидання в початковий стан.

Інший приклад – пристрій множення двійкових чисел з фіксованою комою. Операційний автомат являє собою ряд взаємопов'язаних функціональних елементів – суматора (наприклад, додаткового коду), регістрів вхідних даних і результату, зсувного регістру, ланцюги перенесення двійковій одиниці. Керуючий автомат задає порядок, в якому повинні діяти складові вузли операційного автомата, щоб забезпечити послідовність кроків реалізованого алгоритму множення.

Існує кілька способів задання роботи F-автоматів, але найбільш часто використовуються табличний, графічний і матричний.

Найпростіший табличний спосіб задання скінченного автомата заснований на використанні таблиць переходів і виходів, рядки яких відповідають вхідним сигналам автомата, а стовпці – його станам. При цьому зазвичай перший зліва стовпчик відповідає початковому стану 
[image: image743.wmf]0
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. На перетині i-го рядка і k-го стовпчика таблиці переходів поміщається відповідне значення 
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 функції переходів, а в таблиці виходів – відповідне значення 
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 функції виходів. Щоб задати скінченний F-автомат, необхідно описати всі елементи множин:. вхідний, внутрішній і вихідний алфавіти, а також функції переходів і виходів, причому серед множини станів необхідно виділити стан 
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, в якому автомат знаходився в момент часу 
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Так для системи, яка може перебувати в трьох різних станах і містить 3 входи F-автомат можна задати таблицею переходів (табл. 10.1) і таблицею виходів (табл..10.2).
Таблиця 10.1
Таблиця переходів
	x\z
	z0 = 0
	z1 = 1
	z2 =2
	z3 =3

	x1
	1
	2
	3
	0

	x2
	2
	3
	0
	0

	x3
	3
	0
	0
	0


Таблиця 10.2
Tаблиця виходів
	x\z
	z0 = 0
	z1 = 1
	z2 =2
	z3 =3

	x1
	0
	0
	0
	1

	x2
	0
	0
	1
	1

	x3
	0
	1
	1
	1


Для F-автоматів Мура, що характеризуються тим, що функція виходів не залежить від вхідної змінної 
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)

t

x

, обидві таблиці можна поєднати, отримавши так звану зазначену таблицю переходів, в якій над кожним станом 
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 автомата, що позначає стовпець таблиці, варто відповідний цього стану, згідно, вихідний сигнал 
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 (табл. 10.3).
Таблиця 10.3. 
Таблиця переходів автомату Мура
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При графічній формі запису кожному стану відповідає окрема вершина. Кожному переходу відповідає дуга, вага якої збігається зі значенням вхідного сигналу. У дужках ставиться значення вихідного сигналу (рис.10.1).
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Рис. 10.1 Графічне представлення скінченного автомату

Якщо вхідний сигнал 
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 викликає перехід зі стану, в стан 
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 – то на графі автомата дуга, що з'єднує вершину 
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 з вершиною 
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, позначається 
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. Для того щоб задати функцію виходів, дуги графа необхідно позначити відповідними вихідними сигналами.

Для скінченного автомата (автомата Мілі) ця розмітка проводиться так: якщо вхідний сигнал 
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 діє на стан 
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, то, відповідно до сказаного, виходить дуга, яка виходить із 
[image: image775.wmf]i

z

 і позначена 
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; для цієї дуги додатково визначають вихідний сигнал 
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 (рис. 10.2).
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Рис.10.2 Граф автомата Мілі

Таблиця 10.3 – таблиця переходів до наведеного на рис. 1 автомату Мілі з трьома станами та двома вхідними і двома вихідними сигналами.
Таблиця 10.3
Таблиця переходів автомату Мілі (приклад 1)
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Для автомата Мура аналогічна розмітка графа така: якщо вхідний сигнал 
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, діючи на деякий стан автомата, викликає перехід в стан 
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 то дугу, спрямовану в 
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 і позначену 
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, додатково зазначають вихідним сигналом 
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 (рис. 10.3, табл.. 10.4 – таблиця переходів). 
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Рис. 10.3 Граф автомата Мура

Таблиця 10.4
Таблиця переходів автомату Мура (приклад 2)

	Виходи 
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Приклад. Схема порівняння на рівність являє собою пристрій, що порівнює два числа 
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 і 
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, заданих у двійковій системі числення. Нехай на вхід пристрою послідовно, починаючи зі старших, подаються розряди чисел 
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 і 
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, які порівнюються. Якщо розряди збігаються, на виході схеми формується вихідний сигнал 0, в іншому випадку – 1. Поява 1 у вихідній послідовності означає, що числа 
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 різні. Якщо ж вихідна послідовність є нульовою і її довжина збігається з розрядами чисел, то 
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.Для цього автомата: 
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Функціонування схеми визначається двома станами. Стан 
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 відповідає рівності порівнюваних розрядів. При цьому автомат залишається в цьому ж стані. Якщо розряди будуть різні, то автомат перейде в новий стан 
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, так як це означає, що числа різні (табл..10.5). 
Таблиця 10.5. 

Таблиця станів схеми порівняння
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Рис. 10.4 Діаграма Мура схеми порівняння на рівність

Кодування станів виконаємо наступним чином: 
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. Автомат буде задаватися двома функціями (табл. 10.6).
Таблиця 10.6.

Таблиця переходів схеми порівняння
	Виходи 
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10.2 Дискретно-стохастичні моделі (Р-схеми (probabilistic automat))

Дискретно-стохастичні моделі розглядаються на основі імовірнісних автоматів. 
Імовірнісний автомат – це дискретний потактовий перетворювач інформації з пам'яттю, функціонування якого обумовлене лише станом пам'яті в такті і може бути описане в ньому статистично. 
Введемо математичне поняття P-автомата, використовуючи поняття, введені для F-автомата. Розглянемо множину G, елементами якого є всі можливі пари 
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 – елементи вхідної множини X і множини станів Z відповідно і існують функції 
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 автомат детермінованого типу. Введемо в розгляд більш загальну математичну схему. Нехай 
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 – множина всіх можливих пар виду 
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 – елементи вихідної множини 
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. Будемо вважати, щоб будь-який елемент множини G індукує на множину Ф деякий закон розподілу (табл. 10.7).
Таблиця 10.7. 

Таблиця закону розподілу
	Елементи з Ф
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При цьому, де 
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 – ймовірність переходу автомата в стан 
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 і появи на виході сигналу 
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, якщо він був в стані 
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, і на його вхід в цей момент часу надійшов сигнал 
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. Число таких розподілів, представлених у вигляді таблиць, дорівнює числу елементів множини G. Позначимо множину цих таблиць через B. Тоді четвірка елементів 
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 називається імовірнісним автоматом (P-автоматом).
Таблиця 10.8.

Таблиця задання ймовірнісноо автомату
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При цьому 
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 – ймовірності переходу P-автомата в стан 
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 і поява вихідного сигналу 
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 за умови, що P-автомат знаходився в стані 
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 і на його вхід надійшов вхідний сигнал 
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Якщо для всіх k і j має місце співвідношення 
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, то такий P-автомат називається імовірнісним автоматом Мілі. Ця вимога означає виконання умови незалежності розподілів для нового стану P-автомата і його вихідного сигналу.

Нехай тепер визначення вихідного сигналу P-автомата залежить лише від того стану, в якому знаходився автомат в даному такті роботи. Іншими словами, нехай кожен елемент вихідної множини Y індукує розподіл ймовірностей виходів, що мають такий вигляд:
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 – імовірність появи вихідного сигналу 
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 за умови, що P-автомат знаходився в стані 
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Якщо для всіх k і i має місце співвідношення 
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, то такий P-автомат називається імовірнісним автоматом Мура. Поняття P-автоматів Мілі і Мура введено за аналогією з детермінованим F-автоматом.

Окремим випадком P-автомата, що задається як 
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, є автомати, у яких або перехід в новий стан, або вихідний сигнал визначаються детерміновано. Вони відповідно називаються Y-детермінованим та Z -детермінованим імовірнісним автоматом. Способи завдання роботи P-автоматів такі ж, як і для F- автоматів.
Як приклад розглянемо Y-детермінований імовірнісний автомат, заданий таблицею переходів (табл. 10.9) і виходів (табл. 10.10). До початку роботи P-автомат завжди знаходиться в початковому стані 
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 і в нульовий такт часу починає змінювати свій стан у відповідності із заданим розподілом.

Таблиця 10.9

Таблиця переходів Y–детермінованого ймовірносного автомата
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Таблиця 10.10

Таблиця виходів Y–детермінованого ймовірносного автомата
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Y-детермінований P-автомат можна задати у вигляді орієнтованого графа (рис. 10.5), вершини якого зіставляються станів автомата, а дуги – можливим переходам з одного стану в інший. Дуги мають ваги, відповідні можливостям переходу 
[image: image918.wmf]ij

p

, а близько вершин графа пишуться значення вихідних сигналів, індукованих цими станами. Y-детермінований P-автомат можна задати у вигляді орієнтованого графа (рис. 2.6), вершини якого зіставляються станам автомата, а дуги – можливим переходам з одного стану в інший. Дуги мають ваги, відповідні можливостям переходу 
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, а близько вершин графа пишуться значення вихідних сигналів, індукованих цими станами.
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Рис. 10.5 Граф Y–детермінованого ймовірнісного автомата

Для розглянутого P-автомата матриця з'єднань і вектор виходів мають вигляд:
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У матриці з'єднань Y-детермінованого імовірнісного автомата елемент 
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 визначається ймовірністю переходу P-автомата в стан 
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 зі стану 
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 при надходженні вхідного сигналу, а вихід описується вектором виходів, i-та компонента якого – вихідний сигнал, що визначає стан 
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Оцінимо сумарну фінальну ймовірність перебування цього P-автомата в станах 
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 і 
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. При цьому початковий стан 
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 можна не враховувати, так як початковий розподіл не впливає на значення фінальних ймовірностей. Тоді матриця ймовірностей переходу автомата матиме вигляд:
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звідки отримуємо систему рівнянь, що визначають ймовірності фінального перебування автомата в станах 
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Додамо до цих рівнянь умова нормування:
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Тоді, вирішуючи систему рівнянь, отримаємо:
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Отже, 
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. Іншими словами, при нескінченній роботі заданого в цьому прикладі Y-детермінованого імовірнісного автомата на його виході формується двійкова послідовність з ймовірністю появи одиниці, рівної 0,5652.

Для оцінки різних характеристик досліджуваних систем, представлених у вигляді P-схем, крім розглянутого випадку аналітичних моделей, можна застосовувати і імітаційні моделі, які реалізуються, наприклад, методом статистичного моделювання.

Приклад. Система автоматичного управління рухом транспорту на перехресті двох вулиць з різною інтенсивністю руху. Для простоти розглянемо систему з двома станами:

• 1 – проїзд по магістралі (вулиця з інтенсивним рухом) відкритий;

• 2 – магістраль перекрита, дозволено поперечний рух.

Вхідних сигналів теж два:

• 
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 - на поперечної вулиці чекає транспорт;

• 
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 - поперечна вулиця порожня.

На рис. 10.6 показаний приклад імовірнісного автомата, відповідного даній задачі. 
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Рис. 10.6 Приклад імовірнісного автомата управління рухом транспорту

Якщо проїзд по магістралі відкритий і на поперечній вулиці чекає транспорт, то автомат на наступному такті роботи з ймовірністю 0.3 закриє проїзд по магістралі і з ймовірністю 0.7 залишить проїзд відкритим. З іншого боку, якщо відкритий проїзд по поперечній вулиці і там є транспорт, то з ймовірністю 0.5 проїзд залишиться відкритим і з тією ж імовірністю рух відновиться по магістралі. Якщо ж магістраль відкрита і транспорту на поперечній вулиці немає, то автомат залишиться в тому ж положенні. Також, в ситуації, коли магістраль закрита і на поперечній вулиці немає транспорту, автомат на наступному такті роботи відкриє проїзд по магістралі. Функція розподілу ймовірностей для збереження автоматом свого поточного стану дорівнює нулю для обох станів.

Отже, визначимо перехідні ймовірності:
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Такий автомат у міру потреби пропускає поперечний транспорт, але не перекриває магістраль при появі на поперечному напрямку кожної окремої машини.

До дискретно-стохастичних моделей відносяться і ланцюги Маркова, які описують стохастичні системи з дискретними станами та дискретним часом, причому перехід системи у наступний стан залежить лише від поточного стану і не залежить від попередніх станів системи.
Марківський ланцюг описується матрицею перехідних ймовірностей значеннями якої є 
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 – ймовірності переходу системи з 
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-го стану в 
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-й, причому, кожний рядок матриці є повною групою подій.
Модель системи в термінах марківських ланцюгів також повинна визначати початковий стан системи (початковий розподіл).

Основні задачі, які вирішуються для ланцюгів маркова – це визначення перехідних ймовірностей за задану кількість кроків спрацьовування системи та визначення фінальних ймовірностей (ймовірностей коли система перебуває у стаціонарному режимі роботи).

Теорія харківських процесів розглядається у кірсі «Математична статистика та ймовірності процеси».

10.3 Неперервно-стохастичні моделі (Q-схеми (queueing System))

Використання Q-схем дозволяє формалізувати процеси функціонування систем, які, за своєю суттю, є процесами обслуговування.

Q-схеми застосовуються в якості типових математичних схем систем масового обслуговування.

Як процеси обслуговування можуть бути представлені різні по своїй фізичній природі процеси функціонування економічних, виробничих, технічних та інших систем, наприклад: потоки поставок продукції підприємству, потоки деталей і комплектуючих виробів на складальному конвеєрі цеху, заявки на обробку інформації ЕОМ від віддалених терміналів і т. д. Теорія систем масового обслуговування лежить основі теорії надійності. Характерним для роботи подібних об'єктів є стохастичний характер процесу їх функціонування, що проявляється:

· у випадковій появі заявок (вимог) на обслуговування;

· в завершенні обслуговування в випадкові моменти часу.

Розглянемо основні поняття систем масового обслуговування (СМО), необхідні для використання Q-схем, як при аналітичному, так і при імітаційному підході.

Елементи СМО. У СМО фігурують:
1. Засоби технічного обслуговування – обслуговуючі апарати (ОА) або канали обслуговування (К). Засоби технічного обслуговування є статичними елементами Q-схем.

2. Заявки, що обслуговуються – транзакти. Є динамічними елементами Q-схем.

3. Черги.

Стан СМО характеризується:

1. Станами усіх обслуговуючих апаратів, кожен з яких може перебувати в стані "зайнятий" або "вільний".

2. Станами усіх транзактів, кожен з яких може перебувати в стані "обслуговування" або "очікування".

3. Станами усіх черг до обслуговуючих апаратів, які визначаються кількістю транзактів, що в них знаходяться.

Змінні СМО. Змінні величини поділяються на незалежні і системні.

Незалежні величини СМО характеризуються двома випадковими змінними:

а) інтервал прибуття – інтервал часу між послідовними моментами прибуття заявок в систему;

б) час обслуговування – час, необхідний обслуговуючому апарату для виконання обслуговування.

Системні величини СМО є предметом дослідження системи і призначаються дослідником, наприклад:

а) кількість заявок, які прибули на обслуговування за заданий проміжок часу;

б) кількість заявок, які потрапили на обслуговування відразу ж після прибуття;

в) середній час перебування заявок в черзі;

г) середні довжини черг;

д) максимальна довжина черги;

е) навантаження обслуговуючого апарату, що є функцією часу, який витрачений ОА на обслуговування протягом заданого проміжку часу і т.д.

На рис. 10.7 наведено приклад системи обслуговування одним обслуговуючим апаратом і чергою. Система функціонує в такий спосіб. Заявка з джерела заявок приходить на обслуговування. Якщо обслуговуючий апарат вільний, то заявка займає його, і починається процес обслуговування. Якщо обслуговуючий апарат зайнятий, то заявка надходить в чергу, де очікує закінчення обслуговування попередньої заявки. Оброблена заявка звільняє обслуговуючий апарат і залишає систему. Заявки, які надходять на обслуговування, утворюють потік заявок; заявки, що надходять на обслуговування, утворюють потік обслуговування; а заявки, які вилітають із систему після закінчення обслуговування, утворюють вихідний потік. Ці потоки характеризуються інтенсивністю 
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 приходу заявок на обслуговування, інтенсивністю 
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 обслуговування і інтенсивністю 
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 виходу заявок з системи.
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Рис. 10.7 Представлення СМО з чергою та одним обслуговуючим пристроєм
Для графічного зображення СМО введена символіка Q-схем. Основні елементи для накреслення Q-схем наведені в табл. 10.11.

Таблиця 10.11

Графічні елементи представлення СМО

	Позначення
	Призначення
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	Джерело заявок.
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	Матеріальні потоки (рух транзактів).
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	Інформаційні потоки (керуючі сигнали).

	
[image: image953.png]



	Клапан.
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	Накопичувач.
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	. Канал обслуговування.
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	Вузол – правило, згідно з яким направляються транзакти.


Як приклад графічного зображення Q-схеми на рис. 10.8 приведена система обслуговування із страхування.

Рух заявок через Q-схему являє собою матеріальні потоки. А для управління системи обслуговування використовуються інформаційні потоки.
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Рис. 10.8 Система страхування:

И – джерело замовлень; Н1 та Н2 – накопичувачі; К – канал обслуговуваня;
1, 2, 3 – клапани
Всі зміни, що відбуваються в системі, характеризуються подіями, які утворюють потоки подій.

Потоком подій називається послідовність подій, що відбуваються одна за ідною у випадкові моменти часу. Розрізняють такі потоки подій:
· потік однорідних подій – це потік, який характеризується тільки моментами надходження цих подій і задається послідовністю 
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, де – момент настання n-ї події – невід'ємне дійсне число. Однорідний потік подій також може бути заданий у вигляді послідовності проміжків часу між n-ю і (
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· потік неоднорідних подій – це послідовність 
[image: image964.wmf]{

}

n

n

f

t

,

, де 
[image: image965.wmf]n

t

 –моменти виклику; 
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fn – набір ознак події. Наприклад, стосовно до процесу обслуговування для неоднорідного потоку заявок може бути задана приналежність до того чи іншого джерела заявок, наявність пріоритету, можливість обслуговування тим або іншим типом каналу і т.п.

· потік з обмеженою післядією – це потік, в якому інтервали прибуття 
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, 
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, ... є випадковими величинами, незалежними між собою.

· ординарний потік подій – це потік, для якого ймовірність того, що на малий інтервал часу 
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, що примикає до моменту часу t, потрапляє більше однієї події, зневажливо мала в порівнянні з імовірністю того, що на цей же інтервал часу потрапляє рівно одна подія.

· стаціонарний потік подій – потік, для якого ймовірність появи того чи іншого числа подій на інтервалі часу 
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 залежить лише від довжини цього інтервалу і не залежить від того, де на осі часу взято цей інтервал. Для стаціонарного потоку його інтенсивність не залежить від часу і являє собою постійне значення, рівне середньому числу подій, що надходять в одиницю часу 
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Q-схема, що описує процес функціонування системи масового обслуговування будь-якої складності, однозначно математично задається у вигляді:
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 – потік заявок, інтервали часу між моментами появи заявок (моменти виклику) на вході системи, утворює множину некерованих змінних;
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 – потік обслуговування, інтервали часу між початком і закінченням обслуговування заявок обслуговуючими апаратами системи, утворює множину керованих змінних;
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 – вихідний потік, інтервали часу між моментами виходу заявок з системи, утворює множину вихідних змінних. Вихідний потік складається з обслужених заявок і заявок, які вийшли із систему з різних причин без обслуговування (наприклад, через переповнення накопичувачів);
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 – власні параметри;
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 – внутрішні стани, які  визначаються множиною станів всіх елементів, що утворюють систему. Процес функціонування системи обслуговування можна представити як процес зміни станів його елементів у часі 
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. Перехід в новий стан для елемента системи означає зміну кількості заявок, які в ньому знаходяться (в каналі 
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). Таким чином, стан для елемента системи має вигляд 
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 – стан накопичувача 
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 – накопичувач порожній, 
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 – в накопичувачі є одна заявка, 
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 – накопичувач повністю заповнений, де 
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 – ємність накопичувача 
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 – стан каналу 
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 – канал вільний, 
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 – канал зайнятий і т.д.).;

R – оператор сполучення, відображає взаємозв'язок елементів структури системи (каналів і накопичувачів) між собою.;

A – оператор алгоритмів (дисциплін) поведінки заявок визначає набір правил поведінки заявок в системі в різних неоднозначних ситуаціях. Залежно від місця виникнення таких ситуацій розрізняють алгоритми (дисципліни) очікування заявок в накопичувачі Hi і обслуговування заявок каналом Ki кожного обслуговуючого апарату Q-схеми. Неоднорідність заявок, що відображає процес в тій чи іншій реальній системі, враховується за допомогою введення класів пріоритетів.

Q-схеми утворюються композицією багатьох обслуговуючих апаратів. Якщо канали обслуговування з'єднані паралельно (рис. 10.9), то має місце багатоканальне обслуговування (багатоканальна Q-схема).
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Рис. 10.9. Схема паралельного з'єднання каналів обслуговування:

а – із загальною чергою; б – з роздільними чергами

Якщо канали обслуговування з'єднані послідовно (рис. 10.10), то має місце багатофазне обслуговування (багатофазна Q-схема).
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Рис. 10.10. Схема послідовного з'єднання каналів обслуговування

Зв'язки між елементами Q-схеми представляють у вигляді стрілок (ліній потоку, що відображають напрям руху заявок). Розрізняють розімкнуті і замкнені Q-схеми. У розімкнутої Q-схемі вихідний потік обслужених заявок не може знову надійти на який-небудь елемент, тобто зворотний зв'язок відсутній, а в замкнених Q-схемах є зворотний зв'язок, за яким заявки рухаються в напрямку, протилежному руху вхід-вихід.

Власні (внутрішні) параметри H Q-схеми включають:

· кількість фаз Lф;

· кількість каналів в кожній фазі LKj (
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· кількість накопичувачів кожної фази LHk (
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· ємність i-го накопичувача 
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Слід зазначити, що в теорії масового обслуговування в залежності від ємності накопичувача застосовують наступну термінологію для системи масового обслуговування:

· система з втратами (
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, тобто накопичувач у обслуговуючого апарату відсутній, а є тільки канал обслуговування);

· система з очікуванням (
[image: image999.wmf]¥
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, тобто накопичувач має нескінченну ємність і черги заявок не обмежуються);

· система змішаного типу (з обмеженою ємністю накопичувача H).

Вся сукупність власних параметрів Q-схеми утворює множину H.

Алгоритми (дисципліни) очікування заявок в накопичувачі визначаються пріоритетами. Залежно від динаміки пріоритетів в Q-схемах розрізняють статичні і динамічні пріоритети. Статичні пріоритети призначаються заздалегідь і не залежать від стану Q-схеми, тобто вони є фіксованими в межах вирішення конкретного завдання моделювання. Динамічні пріоритети виникають при моделюванні в залежності від виникаючих ситуацій. Виходячи з правил вибору заявок з накопичувача Hi на обслуговування каналом Ki, можна виділити відносні і абсолютні пріоритети. Відносний пріоритет означає, що заявка з більш високим пріоритетом, що надійшла в накопичувач Hi, очікує закінчення обслуговування попередньої заявки каналом Ki і тільки після цього займає канал. Абсолютний пріоритет означає, що заявка з більш високим пріоритетом, що надійшла в накопичувач Hi, перериває обслуговування каналом Ki заявки з більш низьким пріоритетом і сама займає канал (при цьому витіснена з Ki заявка може або залишити систему, або може бути знову записана на якесь місце в Hi).

Алгоритми (дисципліни) обслуговування заявок є набором правил, за якими заявки залишають накопичувач Hi і канал Ki: для накопичувача Hi – або правила переповнення, за якими заявки в залежності від заповнення Hi залишають систему, або правила виходу, пов'язані із закінченням часу очікування заявки в Hi, для каналу Ki – правила вибору маршрутів або напрямків виходу. Крім того, для заявок необхідно задати правила, за якими вони залишаються в каналі Ki або не допускаються до обслуговування, тобто правила блокувань каналів. При цьому розрізняють блокування каналу Ki по виходу і по входу. Такі блокування відображають наявність керуючих зв'язків в Q-схемі, що регулюють потік заявок в залежності від станів Q-схеми. Весь набір можливих алгоритмів поведінки заявок в Q-схемі представляється у вигляді оператора поведінки заявок A.

Аналітичне рішення Q-схеми, заданої 
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, можливе тільки при наступних спрощення:

· вхідні потоки W і потоки обслуговування U – стаціонарні, ординарні, обмеженої післядії;

· оператор сполучення елементів структури R – однофазне одноканальне обслуговування розімкнутої системи;

· множина власних параметрів H – обслуговування з нескінченною ємністю накопичувача;

· оператор алгоритмів обслуговування заявок A – безпріоритетне обслуговування без переривань і блокувань.

Таким чином, можливості оцінки характеристик з використанням аналітичних моделей теорії масового обслуговування є досить обмеженими у порівнянні з вимогами практики дослідження і проектування систем, що формуються у вигляді Q-схем. Незрівнянно більші можливості мають імітаційні моделі, що дозволяють досліджувати Q-схему без обмежень. На роботу з Q-схемами орієнтовані мови імітаційного моделювання, наприклад: SIMULA, SIMSCRIPT, GPSS і ін.

Приклад. Три однакових вузла утворюють технічний пристрій. Кожен з вузлів може перебувати у стані несправності. Вузол, що відмовив, відразу приступає до відновлення.

Стани системи:


[image: image1001.wmf]0
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  – три вузла в робочому стані;

[image: image1002.wmf]1
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 – один вузол несправний (стан відновлення), два в робочому стані;


[image: image1003.wmf]2
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 – два вузла відновлюються, два в робочому стані;


[image: image1004.wmf]3
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 – три вузла в несправному стані.

Граф станів представлений на рис.


[image: image1005]
Рис. 10.11 Граф станів технічної системи
З графу видно, що процес, який існує в системі, можна назвати процесом розмноження і загибелі.

Визначимо граничні ймовірності станів, характерні для процесу розмноження і загибелі.
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Таким чином, в стаціонарному режимі в середньому 40% часу система буде перебувати в стані 
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[image: image1012.wmf]%

13

2

=

S

, в стані 
[image: image1013.wmf]%

20

3

=

S

.
Економічні характеристики СМО. Під економічними характеристиками будемо розуміти величини, що виражають прибуток від роботи СМО, витрати на обслуговування заявок і т.д. Розрахунок таких характеристик залежить від постановки завдання. Наведемо кілька загальних формул, які можна застосувати в більшості завдань.
· Виручка від обслуговування заявок в СМО протягом часу T:
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де 
[image: image1015.wmf]g

 – пропускна спроможність системи;

С – виручка від обслуговування однієї заявки.

· Витрати, пов'язані з обслуговуванням заявок в СМО протягом часу T:
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де 
[image: image1017.wmf]обс

C

 – витрати, пов'язані з обслуговуванням однієї заявки.

· Витрати, пов'язані з експлуатацією СМО протягом часу T:
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де S – середня кількість заявок на обслуговуванні або середнє число зайнятих каналів;
m – кількість каналів в СМО;


[image: image1019.wmf]раб
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 – витрати, пов'язані з роботою одного каналу протягом одиниці часу;


[image: image1020.wmf]пр
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 – витрати, пов'язані з простоєм одного каналу протягом одиниці часу.

- Збитки, пов'язані з відмовами в обслуговуванні за час T:
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де λ – інтенсивність потоку заявок;


[image: image1022.wmf]відм
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 – збитки, пов'язані з відмовою в обслуговуванні однієї заявки; 
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 – ймовірність відмови.

· Збитки за час T, пов'язані з перебуванням заявок в СМО (як в черзі, так і на обслуговуванні):
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де k – середнє число заявок в СМО;


[image: image1025.wmf]пр

С

 – збитки, пов'язані з перебуванням заявки в СМО протягом одиниці часу.
Приклад. У невеличкій майстерні є один стенд для ремонту і наладки деяких приладів. Протягом робочого дня в майстерню в середньому надходить 10 заявок на ремонт приладів; потік заявок можна вважати пуассонівським. За робочий день на стенді можна відремонтувати 12 приладів. Час ремонту одного приладу – випадкова величина, яку можна наближено вважати експоненційною. Прилади, які очікують ремонту, розміщуються на спеціальних стелажах із стандартних секцій. Одна секція вміщує 6 приладів. Якщо на стелажах немає місця, то прилад доводиться розміщувати на підлозі, що небажано.

За ремонт одного приладу майстерня бере плату в розмірі 40 гр., якщо замовлення на ремонт виконується протягом одного дня, і 30 гр. – якщо виконання замовлення займає більше одного дня. Витрати, пов'язані з ремонтом одного приладу, складають 25 гр.
Знайти характеристики роботи майстерні. Знайти середній прибуток майстерні за один робочий день. Визначити необхідну ємність стелажів для приладів, які очікують ремонту, щоб ймовірність їх переповнення не перевищувала 5%.

Потік заявок (приладів) є пуассонівським, час обслуговування розподілено по експонентному закону, і є один канал обслуговування. Тому майстерню можна уявити як СМО типу M / M / 1. У цій СМО λ = 10 заявок / день, μ = 12 заявок / день, x = 1/12 = 0,083 дня. Число каналів m = 1.
Знайдемо навантаження на СМО: 
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ρ = λ / (mμ) = 0,83.

Знайдемо ймовірність простою: 
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Знайдемо середню довжину черги: 
[image: image1028.wmf]17
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q = 4,17 приладів.
Майстерня приймає на обслуговування всі прилади, що надходять (відмов в обслуговуванні немає). Тому 
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Знайдемо інші характеристики СМО:
· коефіцієнт завантаження 
[image: image1031.wmf](

)

83

,

0

1

=

-

=

відм

P

U

r

;

· середню кількість заявок на обслуговуванні 
[image: image1032.wmf]83
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;
· середню кількість заявок в системі 
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· пропускну спроможність 
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· середній час перебування заявки у черзі 
[image: image1035.wmf]417
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;
· середній час перебування заявки в системі 
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Проаналізуємо отримані характеристики СМО.

Майстерня завантажена на 83%, тобто зайнята ремонтом приладів протягом 83% всього часу своєї роботи. Протягом 17% часу майстерня простоює через відсутність замовлень. Таким чином, завантаження майстерні досить високе. Таке завантаження можна вважати нормальним. Однак подальше збільшення завантаження небажано. Тому в разі збільшення потоку приладів, що надходять на ремонт, потрібно оснащення майстерні додатковими стендами.

В середньому в черзі перебуває 4,17 приладів, а в майстерні (тобто в черзі і на обслуговуванні) – 5 приладів. Майстерня обслуговує в середньому 10 приладів в день. Час від надходження приладу в майстерню до початку його ремонту (тобто час перебування приладу в черзі) становить в середньому 0,417 дня. Час від надходження приладу в майстерню до закінчення його ремонту (час перебування приладу в майстерні) становить в середньому 0,5 дня.

Знайдемо прибуток від роботи майстерні за один робочий день. При цьому необхідно врахувати, що виручка майстерні від ремонту одного приладу може бути різною. Вона становить 40 гр., якщо замовлення на ремонт виконується протягом одного дня, і 30 гр. – в іншому випадку. Знайдемо частку замовлень, час виконання яких перевищує один день:
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Значить, в 13% випадків прибуток від ремонту одного приладу становить 30 гр., в інших випадках – 40 гр. Можна вважати, що середня виручка від ремонту одного приладу складає 30 x 0,13 + 40 x 0,87 = 38,7 гр. Майстерня ремонтує в середньому 10 приладів в день, витрачаючи на ремонт кожного приладу 25 гр. Таким чином, прибуток майстерні за один день становитиме в середньому (38,7-25) x 10 = 127 гр.

Знайдемо необхідну ємність стелажів для приладів, які очікують ремонту. Припустимо, що стелажі складаються з однієї стандартної секції, тобто вміщають 6 приладів. Знайдемо ймовірність їх переповнення. Стелажі будуть переповнені, якщо в майстерні буде знаходитися більше семи приладів, так як в цьому випадку один прилад буде знаходитися на обслуговуванні (на стенді), шість – на стелажах, інші – на підлозі. Таким чином, ймовірність переповнення стелажів, що вміщають шість приладів, дорівнює ймовірності перебування в майстерні восьми і більше приладів. Ця ймовірність визначається як
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Для обчислення цього значення, знаючи 
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, знаходимо інші ймовірності:
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Ця ймовірність перевищує 5%, тому однієї секції недостатньо.

Знайдемо ймовірності переповнення стелажів більшої місткості:

• з двох секцій: 
[image: image1047.wmf](
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• з трьох секцій: 
[image: image1048.wmf](
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Таким чином, щоб ймовірність переповнення стелажів не перевищувала 5%, вони повинні складатися не менше ніж з трьох секцій, тобто вміщати 18 приладів.
Для багатоканальних СМО точний розрахунок характеристик можливий лише за умови, що СМО є марківською, тобто для СМО типу M / M / m.
Приклад. Підприємство виконує замовлення на переклади з іноземних мов. В середньому на підприємство надходить 8 замовлень в день (потік замовлень можна вважати пуассонівським). Середній розмір перекладу – 5 сторінок (розмір перекладу можна вважати випадковою величиною, розподіленою за експоненціальним законом). На підприємстві працюють 4 перекладача. Норма для перекладача – 7 сторінок в день. Щоб виключити невиконання замовлень в строк, підприємство не приймає нові замовлення, якщо вже є 6 перекладів, які очікують виконання.

Перекладачеві виплачується 2 гр. за кожну перекладену сторінку, плюс 100 гр. у місяць. Замовник сплачує підприємству 4 гр. за кожну перекладену сторінку.

Знайти а) характеристики роботи підприємства; б) середню заробітну плату перекладача за місяць (25 робочих днів); в) середній прибуток підприємства за місяць; г) визначити, чи вигідно підприємству прийняти на роботу ще одного перекладача.
а) На підприємстві працюють 4 перекладача (m = 4). Потік замовлень – пуассонівский, час їх виконання – експоненціальна випадкова величина. Тому підприємство можна розглядати як СМО типу M / M / 4 з обмеженням на довжину черги (n = 6). У цій СМО λ = 8 замовлень / день. Так як перекладач може перевести в середньому 7 сторінок в день, а середній розмір перекладу – 5 сторінок, значить, продуктивність перекладача (інтенсивність обслуговування заявок) становить μ = 7/5 = 1,4 замовлення / день. Середній час роботи перекладача над замовленням x = 1 / μ = 0,71 дня.

Знайдемо навантаження на СМО: 
[image: image1049.wmf](
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. Знайдемо ймовірність простою:
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Визначимо ймовірність відмови в обслуговуванні: 
[image: image1051.wmf]31
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. Це означає, що приблизно 31% замовників, які звертаються на підприємство, отримують відмову через перевантаженість перекладачів. імовірність обслуговування становить 
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Знайдемо середню довжину черги (тобто середню кількість замовлень, які очікують виконання): 
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 замовлення.

Знайдемо інші характеристики: коефіцієнт завантаження 
[image: image1054.wmf]982
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, середню кількість заявок на обслуговуванні 
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 замовлення, середню кількість заявок в системі 
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 замовлення, пропускну спроможність 
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 замовлення / день, середній час перебування заявки у черзі 
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 днi, середній час перебування заявки у системі 
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б) Знайдемо заробітну плату перекладача за місяць (25 робочих днів). Перекладачі, що працюють на підприємстві, виконують в середньому 5,5 замовлення в день (γ = 5,5). Середній розмір замовлення – 5 сторінок; за кожну сторінку перекладачеві виплачується 2 гр. Таким чином, сума, яка виплачується всім перекладачам за виконання замовлень протягом місяця, складає в середньому 
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 гр. Заробітна плата кожного з перекладачів складає в середньому 1375/4 + 100 = 443,75 гр. у місяць.
в) Знайдемо середню прибуток підприємства за місяць. Виручка підприємства від виконання переказів за місяць становить в середньому 
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 гр. Перекладачам виплачується 4 443,75 = 1775 гр. Таким чином, прибуток підприємства становить 2750 - 1775 = 975 гр. у місяць.

г) Визначимо, чи вигідно підприємству прийняти на роботу ще одного перекладача. Знайдемо характеристики роботи підприємства для m = 5: ρ = 1,14, p0 = = 0,00154, 
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, q = 2,99 замовлення, U = 0,943, S = 4,72 замовлення, k = 7,71 замовлення, γ = 6,6 замовлення / день, w = 0,45 дня, t = 1,16 дня. Виконавши розрахунки, знайдемо, що виручка підприємства за місяць складе
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 гр., заробітна плата перекладача – 430 гр., прибуток підприємства – 1150 гр.
Таким чином, прийом на роботу ще одного перекладача призведе до зростання прибутку підприємства з 975 до 1150 гр., тобто на 175 гр. у місяць. Зростання прибутку досягнуто за рахунок зменшення кількості відмов, в результаті чого збільшується пропускна здатність підприємства. Зниження кількості відмов також є позитивним результатом, так як покращує репутацію підприємства. Ще одним позитивним результатом є скорочення середнього терміну виконання замовлення (з 1,46 до 1,16 дня). Негативним результатом є деяке зниження заробітної плати перекладача (з 443,75 до 430 гр. в місяць). Однак підприємство має можливість уникнути цього, використавши частину додаткового прибутку на підвищення заробітної плати перекладачів. Наприклад, якщо підприємство буде виплачувати перекладачам додатково по 15 гр., то заробітна плата перекладачів не знизиться (і навіть збільшиться з 443,75 до 445 гр.), а додатковий прибуток підприємства складе 175-5 · 15 = 100 гр. Таким чином, прийом на роботу ще одного перекладача слід визнати вигідним.

Контрольні питання

1. Який тип систем описується F-схемами?

2. Як задається скінченний автомат?

3. Як працює скінченній автомат?

4. Який скінченний автомат називається синхронним?

5. Який скінченний автомат називається асинхронним? В чому полягає його відмінність від синхронного автомату?

6. Який скінченний автомат називається автоматом 1-го роду?

7. Який скінченний автомат називається автоматом 2Як-го роду?

8. Як аналітично (матрично) задається скінченний автомат 1-го роду?

9. Як аналітично (матрично) задається скінченний автомат 2Як-го роду?

10. Як графічно представляється скінченний автомат?

11. Які системи називають дискретно-стохастичними і якими схемами вони описуються?

12. Як задається імовірнісний автомат?

13. Який імовірнісний автомат називається Y-детермінованим?

14. Наведіть приклади Y-детермінованого автомату?

15. Яка математична теорія застосовується для дослідження дискретних стохастичних систем без передісторії?

16. Який закон розподілу лежить в основі Марківських процесів?

17. Які системи описуються Q-схемами?
18. Визначте основні структурні компоненти СМО.

19. Якою парою трійок визначається тип СМО?

20. Для яких режимів функціонування системи застосовується теорія масового обслуговування?

21. Чим характеризується стан СМО?

22. Які основні характеристики СМО досліджуються?

23. Як графічно представляються СМО?

24. Які типи потоків подій Ви знаєте?

25. Як задається Q-схема?

26. Які параметри Q-схеми є внутрішніми?

27. Які Ви знаєте дисципліни обслуговування черги?

28. Які типи сервісів розглядаються в СМО?

29. В яких випадках є можливим аналітичне вирішення Q-схеми?

30. Які є економічні показники СМО?

Лекція 11. 
11.1 Мережні моделі (N-схеми)
Мережні інформаційні моделі застосовуються для складних систем, в яких зв'язки між елементами мають довільний характер, що відрізняє їх від ієрархічних моделей. Мережні моделі можуть бути різних типів, наприклад, представлятись у вигляді ієрархічного дерева. Різниця між ієрархічною моделлю і узагальненою мережною полягає в тому, що в ієрархічних структурах компонент-нащадок повинна мати в точності одного предка, а в мережній структурі у нащадка може бути будь-яке число предків. Найчастіше мережні моделі представляються у вигляді графа, що дозволяє описувати їх як візуально, так і аналітично.

Основними структурними компонентами мережі є;

- 
[image: image1065.wmf]N

 – кількість вузлів;
- 
[image: image1066.wmf]i

k

 – кількість зв’язків і-го вузла;
-
[image: image1067.wmf]m

 – кількість зв’язків з якими «народжується» вузол.

Основними характеристиками мереж є:

- функція розподілу числа зв'язків, яка показує скільки вузлів в мережі має певне число зв'язків.

- кореляції між вузлами з різним числом зв'язків.

За характером зв’язків мережі бувають:

· асортативні – зв’язки встановлюються між подібними елементами. До таких мереж, наприклад, відносяться мережі де зв’язки встановлюються між вузлами з однаковим значенням 
[image: image1068.wmf]k

;

· дисасортативні (суміш) – зв’язки встановлюються між довільними елементами. До таких мереж, наприклад, відносяться мережі де вузли з більшим значенням 
[image: image1069.wmf]k

 (хаби) зв’язуються з вершинами з меншим значенням 
[image: image1070.wmf]k

.
Сьогодні мережні моделі широко застосовуються при проектуванні баз даних та знань, при розробці онтологій різних областей діяльності та знань.

Прикладом мережної моделі може служити глобальна комп’ютерна мережа Internet. Наприклад, різні регіональні частини глобальної комп'ютерної мережі Інтернет (американська, європейська, російська, австралійська і так далі) пов'язані між собою високошвидкісними лініями зв'язку. При цьому одні частини (наприклад, американська) мають прямі зв'язки з усіма регіональними частинами Інтернету, а інші можуть обмінюватися інформацією між собою тільки через американську частину (наприклад, російська і австралійська).
Побудуємо граф, який відображає структуру глобальної мережі Інтернет (рис. 11.1). Вершинами графа є регіональні мережі. Зв'язки між вершинами носять двосторонній характер і тому зображуються ненаправленими лініями (ребрами), а сам граф тому називається неорієнтованим.

[image: image1071.png]



Рис. 11.1 Представлення мережі Internet у вигляді графа
Іншим прикладом простої мережної моделі є локальна комп’ютерна мережа, де всі компоненти рівнозначні (рис. 11.2).
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Рис. 11.2 Локальна комп’ютерна мережа

Представлені мережеві інформаційні моделі є статичними. За допомогою мережевої динамічної моделі можна, наприклад, описати процес передачі м'яча між гравцями в колективній грі (футболі, баскетболі і так далі). Основними компонентами динамічної мережі виступають події та процеси.

Мережні моделі використовуються як у теоретичних дослідженнях так і для конкретних прикладних задач.

Мережні моделі набули широкого застосування у моделювання нейронних мереж.
На рис. 11.3 представлена модель нейрона, що лежить в основі штучних нейронних мереж.

[image: image1073.png]



Рис. 11.3 Модель нейрона

Штучна нейронна мережа побудована з нейронів, пов'язаних один з одним. Організація нейронів і їх зв'язків в певну структуру (архітектуру) значно впливає на обчислювальні можливості нейронної мережі. Можна виділити три основні типи нейронних мереж: повнозв'язні мережі (рис. 11.4-а), багатошарові мережі (рис. 11.4-б), слабозв'язані мережі (нейронні мережі з локальними зв'язками) (рис. 11.4-в).
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Рис. 11.4 Моделі нейронних мереж

В інформатиці все більшого застосування набувають онтології. Онтології, спрощено кажучи, є описами знань, які зроблені досить формально, щоб бути оброблені комп'ютерами. Такі формальні описи використовуються в самих різних і часом вельми несподіваних областях науки.

Якщо торкатися інформаційних технологій, то термін «онтологія» вперше з'явився в роботі Томаса Грубера [Gruber T.R. The role of common ontology in achieving sharable, reusable knowledge bases // Principles of Knowledge Representation and Reasoning. Proceedings of the Second International Conference. J.A. Allen, R. Fikes, E. Sandewell – eds. Morgan Kaufmann, 1991, 601-602.], в якій розглядалися різні аспекти взаємодії інтелектуальних систем між собою і з людиною. Графічно онтологія представляє собою граф, побудований за певними правилами.

В інженерії, «онтологічні» методи зазвичай застосовуються для побудови моделей процесів. На рис. 11.5 наведено фрагмент онтології вирішення задачі.


[image: image1075]
Рис. 11.5 Фрагмент онтології
Мережні моделі мають широке застосування у сфері будівництва.

Сітьовий графік – динамічна модель виробничого процесу, що відображає технологічну залежність і послідовність виконання комплексу робіт, що зв'язує їх звершення в часі з урахуванням витрат ресурсів і вартості робіт з виділенням при цьому вузьких (критичних) місць.

Сітьовий графік будівельних робіт представляє собою граф, вершини якого – це події, а дуги – роботи. Кожна вершина поділяється на чотири сектори де відмічається інформація, необхідна для подальших розрахунків (рис. 11.6).
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Рис 11.6 Елемент та фрагмент сітьового графіка 

11.2 Узагальнені моделі А-схеми

Узагальнені моделі дозволяють описувати поведінку неперервних і дискретних детермінованих і стохастичних систем, а саме, у порівнянні з розглянутими є узагальненими (універсальними) і базються на понятті агрегативної системи, що представляє собою формальну систему загального вигляду, яку будемо називати А-схемою.
Така схема повинна одночасно виконувати кілька функцій:

·- бути адекватним математичним описом системи S;

·- служити основою для побудови алгоритмів і програм для машинної реалізації моделі М;

·- дозволяти в спрощеному варіанті (для окремих випадків) проводити аналітичні дослідження.

При агрегативному описі, складний об'єкт або система розбивається на скінченне число підсистем із збереженням зв'язків між ними. Отримані підсистеми також можуть бути розбиті на більш прості. Процес розбиття проводиться до тих пір, поки не будуть отримані елементи, які для даної задачі моделювання будуть зручними з точки зору математичного опису. Агрегати позначають буквою А, оператор сполучення – R. Стан агрегату в будь-який момент часу t характеризується наступними множинами: множиною моментів часу Т, вхідних і вихідних сигналів відповідно Х, Y, станів системи Z. 
Будемо вважати, що перехід агрегату зі стану 
[image: image1078.wmf]
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 відбувається за малий інтервал часу, отже, має місце стрибок 
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 визначаються власними (внутрішніми) параметрами самого агрегату 
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Для опису стрибків станів δz в особливі моменти часу tδ будемо використовувати випадковий оператор W, який представляє собою окремий випадок оператора U:
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У множині станів Z виділяється така підмножина 
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, то цей стан є моментом видачі вихідного сигналу, що визначається оператором виходів (рис. 11.7):
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Рис. 11.7 Представлення елементу А-схеми 

Таким чином, під агрегатом будемо розуміти будь-який об'єкт, який визначається впорядкованою сукупністю розглянутих множин Т, X, Y, Z, 
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, H і випадкових операторів V, U, W, G.
Послідовність вхідних сигналів, розташованих в порядку їх надходження в А-схему, будемо називати вхідним повідомленням або х-повідомленням. Послідовність вихідних сигналів, упорядковану щодо часу видачі, назвемо вихідним повідомленням або у-повідомленням.

Існує клас великих систем, які через їхню складність не можуть бути формалізовані у вигляді математичних схем одиночних агрегатів, тому їх формалізують деякої конструкцією з окремих агрегатів Аn, 
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, яку називають агрегативной системою або А-схемою. Для опису деякої реальної системи S у вигляді А-схеми необхідно мати опис як окремих агрегатів Аn, так і зв'язків між ними.

Для побудови агрегату вводяться припущення про закономірності функціонування А-схем, відповідно до реальної системи:

1) взаємодія між А-схемою і зовнішнім середовищем Е, а також між окремими агрегатами всередині системи S здійснюється при передачі сигналів, причому взаємні впливи, які відбуваються поза механізму обміну сигналами, не враховуються;

2) для опису сигналу досить деякого скінченного набору характеристик;

3) елементарні сигнали миттєво передаються А-схемою незалежно один від одного по елементарним каналам;

4) до вхідного контакту будь-якого елементу А-схеми підключається не більше ніж один елементарний канал, до вихідного контакту – будь-яке скінченне число елементарних каналів за умови, що до входу одного і того ж елемента А-схеми направляється не більше ніж один із згаданих елементарних каналів .
Взаємодія А-схеми з зовнішнім середовищем Е розглядається як обмін сигналами між зовнішнім середовищем Е і елементами А-схеми. Відповідно до цього зовнішнє середовище Е можна представити у вигляді фіктивного елементу системи А0, вхід якого містить I0 вхідних контактів, а вихід – J0 вихідних контактів. Сигнал, що видається А-схемою в зовнішнє середовище Е, приймається елементом А0 як вхідний сигнал, що складається з елементарних сигналів 
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. Сигнал , що надходить в А-схему із зовнішнього середовища Е, є вихідним сигналом елемента А0 і складається з елементарних сигналів 
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 (рис. 11.8).

Таким чином, кожен Аn, 
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 (в тому числі і А0) як елемент А-схеми в рамках прийнятих припущень про механізм обміну сигналами досить охарактеризувати множиною вхідних контактів 
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 є математичною моделлю елемента Аn використовуваного для формального опису сполучення його з іншими елементами А-схеми і зовнішнім середовищем Е.
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Рис. 11.8 Структура агрегативної системи

Якщо в А-схемі до контакту 
[image: image1113.wmf](

)

n

X

i

 не підключений ніякий елементарний канал, то оператор R не визначений на цьому контакті. Оператор R називається оператором сполучення елементів (агрегатів) в А-схему. Сукупність множин 
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 і оператор R утворюють схему сполучення елементів в системі S. Оператор сполучення R можна задати у вигляді таблиці, в якій на перетині рядків з номерами елементів (агрегатів) n і стовпців з номерами контактів i розташовуються пари чисел k, l, що вказують номер елемента k і номер контакту l, з яким з'єднаний контакт 
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Таким чином, використання узагальненої типової математичної схеми моделювання, а саме А-схеми, в принципі не відрізняється від розглянутих раніше D-, F-, Р-, N-, Q-схем. Для окремого випадку, а саме для кусково-лінійних агрегатів, результати можуть бути отримані аналітичним методом. У більш складних випадках, коли застосування аналітичних методів неефективно або неможливо, вдаються до імітаційного методу, причому уявлення об'єкта моделювання у вигляді А-схеми може бути тим фундаментом, на якому базується побудова імітаційної системи і її зовнішнього і внутрішнього математичного забезпечення. Стандартна форма подання досліджуваного об'єкта у вигляді А-схеми призводить до уніфікації не тільки алгоритмів імітації, а й до можливості застосовувати стандартні методи обробки та аналізу результатів моделювання системи S.

Приклад 1. Розглянемо А-схему, структура якої приведена на рис. 11.8. Функціонування А-схеми пов'язане з переробкою інформації, передача останньої на схемі показана стрілками. Вся інформація, що циркулює в А-схемою, поділяється на зовнішню і внутрішню. Зовнішня інформація надходить від зовнішніх об'єктів, які не є елементами даної схеми, а внутрішня інформація виробляється агрегатами самої А-схеми. Обмін інформацією між А-схемою і зовнішнім середовищем Е відбувається через агрегати, які називаються полюсами А-схеми. При цьому розрізняють вхідні полюси А-схеми, що представляють собою агрегати, на які надходять x-повідомлення (агрегати 
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), і вихідні полюси А-схеми, вихідна інформація яких є y-повідомленнями (агрегати 
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). Агрегати, які не є полюсами, називаються внутрішніми.
Розглянемо оператор сполучення для А-схеми, структура якої показана на рис. 11.8. Оператор сполучення R можна задати у вигляді таблиці ( табл. 11.8).
Якщо стовпці і рядки такої таблиці пронумерувати парами n,i і k,l відповідно і на перетині ставити 1 для контактів n,i і k,l, з'єднаних елементарним каналом і 0 в іншому випадку, то отримаємо матрицю суміжності орієнтованого графа, вершинами якого є контакти агрегатів, а дугами – елементарні канали А-схеми.

Таблиця 11.1 

Таблиця динаміки А-схеми (приклад 1)

	n
	i

	
	1
	2
	3
	4
	5

	0
	1,1
	3,1
	4,1
	5,1
	6,1

	1
	0,1
	
	
	
	

	2
	1,3
	0,2
	0,3
	
	

	3
	1,2
	2,1
	
	
	

	4
	3,2
	2,1
	2,2
	
	

	5
	2,2
	
	
	
	

	6
	5,2
	0,4
	
	
	


У більш складних випадках можуть бути використані багаторівневі ієрархічні схеми сполучення. Схема сполучення агрегату, що визначається оператором R, може бути використана для опису досить широкого класу об'єктів.

Впорядковану сукупність кінцевого числа агрегатів An, агрегату А0 і оператора R можна представити А-схемою при наступних умовах:

- кожен елементарний канал, що передає сигнали в зовнішнє середовище повинен починатися в одному з вихідних каналів першого агрегату А-схеми; 
- кожен елементарний канал, що передає сигнали із зовнішнього середовища повинен закінчуватися на одному з вихідних каналів А-схеми;

- сигнали в А-схемі передаються безпосередньо від одного агрегату до іншого без пристроїв, які здатні відсівати сигнали, за певними ознаками;

- узгодження функціонування агрегатів А-схеми в часі;

- сигнали між агрегатами віддаються миттєво, без спотворень і перекодування, що змінюють структуру сигналу.
11.3 Імітаційне моделювання

11.3.1 Основні поняття імітаційного моделювання

Імітаційне моделювання – це окремий випадок математичного моделювання. Існує клас об'єктів, для яких з різних причин не розроблені аналітичні моделі, створення аналітичної моделі принципово неможливо, не розроблені методи рішення отриманої моделі або рішення нестійкі.

Імітаційне моделювання (англ. Simulation modeling) – метод дослідження, при якому система замінюється моделлю, що з достатньою точністю описує реальну систему (побудована модель описує процеси так, як вони проходили б у дійсності), з якої проводяться експерименти з метою отримання інформації про цю системі. Таку модель можна «програти» в часі, як для одного випробування, так і заданої їх множини. При цьому результати будуть визначатися випадковим характером процесів. За цими даними можна отримати достатньо стійку статистику. Експериментування з моделлю називають імітацією (імітація – це збагнення суті явища, не вдаючись до експериментів на реальному об'єкті).
Мета імітаційного моделювання полягає у відтворенні поведінки досліджуваної системи на основі результатів аналізу найбільш суттєвих взаємозв'язків між її елементами або іншими словами – розробці симулятора досліджуваної предметної області для проведення різних експериментів. Імітаційне моделювання тісно пов’язане з комп’ютерними технологіями.

Імітаційне моделювання – відтворення на ЕОМ (імітація) процесу функціонування досліджуваної системи, з дотриманням логічної і часової послідовності протікання процесів, що дозволяє дізнатися дані про стан системи або окремих її елементів в певні моменти часу.

Система ІМ, що забезпечує створення моделей, повинна мати наступні властивості:

- можливістю застосування імітаційних програм спільно зі спеціальними економіко-математичними моделями та методами, заснованими на теорії управління;

- інструментальними методами проведення структурного аналізу складного економічного процесу;

- здатністю моделювання матеріальних, інформаційних процесів і потоків в рамках єдиної моделі, в загальному модельному часі;

- можливістю введення режиму постійного уточнення при отриманні вихідних даних (основних фінансових показників, часових і просторових характеристик, параметрів ризиків і ін.) і проведенні екстремального експерименту.

11.3.2 Види імітаційного моделювання

· Моделювання функціонування застосовують головним чином на стадії розробки концепції для формування вимог призначення та вимог до показників функціонування, а також для дослідження альтернативних концепцій і вибору кращою концепції. Аналіз особливостей поведінки і дій часто називають системним аналізом.
· Моделювання ефективності системи – основний інструмент при прийнятті рішень про вибір кращою концепції системи. Для оцінки ефективності також потрібно спроектувати і побудувати модель середовища функціонування. Обидві моделі повинні допускати варіювання параметрів, щоб вивчити як різні варіанти експлуатації, так і різні можливості системи.

· Моделювання умов застосування зосереджено на розробці режимів експлуатації системи. На таких моделях відпрацьовуються статичні і динамічні характеристики компонентів і значущі особливості оточення. Оператор імітаційної моделі може ставити експерименти типу "що, якщо" для знаходження найкращого рішення.

· Фізичне моделювання створюється для дослідження фізичного поведінки елементів системи. Використовується переважно на стадії інженерної розробки системи.

· Програмно-апаратне моделювання (Hardware-in-the-loop Simulation) – різновид фізичного моделювання, коли апаратні засоби системи використовуються в поєднанні з імітаційним моделюванням на комп'ютері.
· Моделювання оточення (Environmental Simulation) – різновид фізичного моделювання, коли моделюється не як така система, а елементи навколишнього середовища. Такі моделі призначені для вивчення умов експлуатації (зазвичай небезпечних). приклади:

· вібраційні стенди (механічні випробування на міцність)

· краш-тести (випробування зіткненням з перешкодою)

· аеродинамічна труба (моделювання сил газового потоку).
· Моделювання віртуальної реальності (VR Simulation):
· просторові моделі;
· відеоігри;
· моделювання району бойових дій;
· стимулятори.
11.3.3 Особливості імітаційного моделювання

Основні етапи імітаційного моделювання були розглянуті раніше. До основних особливостей імітаційних моделей можна віднести наступні:

· імітаційна модель передбачає комп’ютерну реалізацію, отже, необхідно чітко визначити якими інструментальними засобами буде виконана реалізація;

· імітаційна модель може представлятись у вигляді алгоритму;

· при розробці та реалізації імітаційної моделі необхідно передбачити механізм управління модельним часом;

· для імітації моделі у реальних умовах необхідно виконати моделювання зовнішніх впливів реального середовища. Як правило, зовнішні впливи носять ймовірностний характер, отже, необхідно виконати їх моделювання. Основою моделювання зовнішніх впливів є метод Монте-Карло – моделювання випадкової величини за заданим законом розподілу на основі генератора випадкових чисел.

11.3.4 Управління модельним часом

Переважна більшість імітаційних моделей створюється для опису і дослідження динамічних систем, стани і характеристики яких залежать від часу, а імітаційний експеримент являє собою спостереження за процесами, що відбуваються в системі, протягом певного проміжку часу. Звичайно, можна навести приклади імітаційних моделей, в яких фактор часу безпосередньо не бере участі (наприклад, обчислення площі плоскої фігури). Але найчастіше розглядаються завдання, в яких оцінка ефективності системи, що моделюється безпосередньо пов'язана з часовими характеристиками її функціонування.
Що розуміється під терміном «час» в імітаційному моделюванні? Розрізняють три його різновиди: фізичний (physical time), модельний (system time) і процесорний (wallclock time).

Фізичний час – це реальний час, в якому відбувається функціонування системи, що підлягає моделюванню.

Модельний (системний) час – це представлення фізичного часу в моделі, тобто час, в масштабі якого організовується робота моделі. Модельний час, як правило, просувається з набагато з більшою швидкістю, ніж фізичний.

Процесорний (машинний) час – час, що відбиває витрати часу ЕОМ на проведення імітації, роботу симулятора на комп'ютері. Іноді модельний час синхронізовано з процесорним (наприклад, в моделях-тренажерах). Таке моделювання називають моделюванням в реальному часі.

При розробці практично будь-якої імітаційної моделі і плануванні модельних експериментів необхідно співвідносити між собою зазначені подання часу. Для управління часом в імітаційних моделях використовується спеціальна змінна – таймер модельного часу.
Слід чітко розуміти, в чому відмінність часу моделювання від модельного часу. Модельний час – це значення змінної «таймер модельного часу», яке є образом реального часу, що моделюється. А час моделювання – це час, витрачений комп'ютером на виконання прогонів моделі (імітаційного експерименту). Час моделювання залежить не від того, на якому реальному проміжку часу імітується поведінка системи, а від того, скільки подій відбувається в системі.

Можна виділити чотири різновиди масштабу часу:

1. Реальний масштаб часу – вводиться значення обраної одиниці виміру модельного часу, виражене в секундах. Наприклад, якщо в якості одиниці модельного часу обрана 1 год., а в якості масштабу задати число 3600 то модель буде виконуватися зі швидкістю реального процесу, а інтервали часу між подіями в моделі і реальними подіями в системі будуть рівні (з точністю до поправок на похибки при завданні вихідних даних). Відносний масштаб в цьому випадку дорівнює 1: 1.

2. Максимально прискорений масштаб часу задається числом 0. У цьому випадку час моделювання визначається чисто процесорним часом виконання моделі. Він залежить від конкретного процесора ЕОМ і може вимірюватися малими частками секунди. Це дозволяє досягти максимальної швидкодії моделі і автоматично виключати з процесу моделювання непродуктивні відрізки модельного часу (наприклад, в нічний час фірма не працює). Відносний масштаб в цьому випадку практично важко визначити,

3. Пропорційно прискорений масштаб часу – вводиться значення обраної одиниці виміру модельного часу, виражене в секундах. Причому це значення менше обраної одиниці. Наприклад, якщо в якості одиниці модельного часу обраний 1 ч, а в якості масштабу задати число 0,1, то модель буде виконуватися швидше реального процесу. Причому 1 ч реального процесу буде моделюватися в ЕОМ протягом 0,1 с (з урахуванням похибок), тобто приблизно в 36000 разів швидше. Відносний масштаб дорівнює 1:36000.

4. Уповільнений масштаб часу – вводиться значення обраної одиниці виміру модельного часу, виражене в секундах. Причому це значення менше обраної одиниці. Наприклад, якщо в якості одиниці модельного часу обраний 1 ч, а в якості масштабу задати число 7 200, то модель буде сповільнюватися внаслідок реального процесу. Причому 1 ч реального процесу буде моделюватися в ЕОМ протягом 2 ч, тобто приблизно в 2 рази повільніше. Відносний масштаб дорівнює 2: 1. Уповільнений масштаб не представляє інтересу для проведення досліджень з моделями.

За допомогою механізму просування модельного часу вирішуються наступні завдання: 
• відображається перехід системи з одного стану в інший; 
• синхронізується робота компонентів моделі; 
• змінюється масштаб часу функціонування системи, що досліджується; 
• здійснюється управління ходом імітаційного експерименту;
• здійснюється квазіпаралельна реалізація подій імітаційної моделі (послідовна обробка подій, які в реальній системі відбуваються одночасно).

Виділяють два основних підходи моделювання за часом:

· моделювання з постійним кроком;

· моделювання відносно подій за особливими станами.

Моделювання з постійним кроком At. 
При використанні механізму At зміна системного часу відбувається через обраний дослідником фіксований проміжок, званий кроком моделювання. 
Події в імітаційної моделі, які настали в проміжок часу; t + At, вважаються настали в момент t + At (рис. 11.9). Похибка у вимірюванні часових характеристик системи в цьому випадку залежить від кроку.

· Моделювання з постійним кроком використовують в наступних випадках: коли події в моделюється системі з'являються регулярно; 
· коли число подій велике і моменти їх появи досить близькі; 
· коли неможливо заздалегідь визначити моменти появи подій. 
Очевидно, що такий метод управління модельним часом зручний в тому випадку, коли умови появи подій всіх типів в моделі можна уявити як функцію часу.
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Рис. 11.9 Алгоритм механізму At просування модельного часу
Моделювання відносно подій Aх. При використанні механізму Ах таймер модельного часу просувається до часу виникнення наступної (нової) найближчої події, в цей момент оновлюється стан системи і визначається час виникнення майбутніх подій (рис. 11.10).
Вибір методу реалізації механізму модельного часу залежить від характеру досліджуваних процесів, призначення моделі, її складності, необхідної точності результатів і т.д.
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Рис. 11.10 Алгоритм механізму Ах: просування модельного часу
Висновки. 
• Вибір механізму зміни модельного часу визначає технологію реалізації імітаційної моделі.

• На вибір методу моделювання впливає цілий ряд факторів, однак визначальним є тип модельованої системи: для дискретних систем, події в яких розподілені в часі нерівномірно, зручнішим є зміна модельного часу з особливих станів.

• Якщо в моделі повинні бути представлені компоненти реальної системи, робота яких вимірюється в різних одиницях часу, то вони повинні бути попередньо приведені до єдиного масштабу.

11.3.5 Моделювання паралельних процесів

У практиці моделювання об'єктів часто доводиться вирішувати завдання, пов'язані з формалізованим описом і аналізом причинно-наслідкових зв'язків в складних системах, де одночасно паралельно протікає кілька процесів. 
Розрізняють різні типи паралельних процесів.

Асинхронний паралельний процес – такий процес, стан якого не залежить від стану іншого паралельного процесу (ПП).

Синхронний ПП – такий процес, стан якого залежить від стану взаємодіючих з ним ПП.

Підлеглий ПП – створюється і управляється іншим процесом (більш високого рівня).

Незалежний ПП – не є підлеглим ні для одного з процесів.

Спосіб організації паралельних процесів в системі залежить від фізичної сутності цієї системи.

Зупинимося дещо докладніше на особливостях реалізації паралельних процесів в обчислювальних системах (ОС). Це обумовлено другою причиною.

Розробка і використання будь-якої імітаційної моделі передбачає її програмну реалізацію і дослідження із застосуванням ОС. Тому для реалізації моделей, що імітують паралельні процеси, в деяких випадках можуть застосовуватися механізми, використовувані при виконанні паралельних обчислень. Разом з тим реалізація паралельних процесів в ОС має свої особливості:

• на рівні завдань обчислювальні процеси можуть бути істинно паралельними тільки в багатопроцесорних ОС або обчислювальних мережах;

• багато ПП використовують одні і ті ж ресурси, тому навіть асинхронні ПП в межах однієї ОС змушені узгоджувати свої дії при зверненні до загальних ресурсів;

• в ОС додатково використовується ще два види ПП: батьківський і дочірній ПП; особливість їх полягає в тому, що процес-батько не може бути завершений, поки не завершаться всі його дочірні процеси.

В силу перерахованих особливостей для організації взаємодії паралельних процесів в ОС використовуються три основні підходи:

• на основі «взаємного виключення»;

• на основі синхронізації за допомогою сигналів;

• на основі обміну інформацією (повідомленнями).

«Взаємне виключення» передбачає заборону доступу до загальних ресурсів (загальних даних) для всіх ПП, крім одного, на час його роботи з цими ресурсами (даними).

Синхронізація на основі обміну сигналами між двома або більше процесами за встановленим протоколу. Такий «сигнал» розглядається як деяка подія, що викликає у його отримала процесу відповідні дії.

Часто виникає необхідність передавати від одного ПП іншому більш детальну інформацію, ніж просто «сигнал-подія». В цьому випадку процеси узгодять свою роботу на основі обміну повідомленнями.

Перераховані механізми реалізуються в ЗС на двох рівнях - системному і прикладному.

Механізм взаємодії між ПП на системному рівні визначається ще на етапі розробки ВС і реалізується в основному засобами операційної системи (частково - з використанням апаратних засобів).

На прикладному рівні взаємодія між ПП реалізується програмістом засобами мови, на якому розробляється програмне забезпечення.

Найбільшими можливостями в цьому відношенні мають так звані мови реального часу і мови моделювання.

Мови моделювання в порівнянні з мовами реального часу вимагають від розробника значно менш високого рівня підготовки в області програмування, що обумовлено двома обставинами:

• по-перше, засоби моделювання самого початку орієнтовані на квазіпараллельний обробку паралельних процесів;

• по-друге, механізми реалізації ПП відносяться, як правило, до внутрішньої організації системи (мови) моделювання та їх робота прихована від програміста.

Опис паралельних процесів. Розглянемо механізм реалізації ПП в мовах моделювання на основі транзактів. Подія, пов'язане з даними транзактом, може зберігатися в одному з наступних списків.
Список поточних подій. У цьому списку знаходяться події, час настання яких менше або дорівнює поточному модельному часу. Події з "меншим" часом пов'язані з переміщенням тих транзактів, які повинні були почати рухатися, але були заблоковані.

Список майбутніх подій. Цей список містить події, час настання яких більше поточного модельного часу, тобто повинні відбутися в майбутньому, а умови їх настання вже визначені.

Список переривань. Список містить події, пов'язані з оновленням обробки перерваних транзактів. Події зі списку вибираються в тому випадку, якщо зняті умови переривання.

У списку поточних подій транзакти розташовані в порядку убування пріоритету відповідних подій, при рівних пріоритетах - в порядку надходження в список. Кожна подія в цьому списку знаходиться або в активному стані, або в стані затримки. Після завершення обробки (просування) чергового активного транзакта, проглядається список затриманих транзактів, ряд яких перекладається в активний стан. Процедура повторюється до тих пір, поки в списку поточних подій НЕ будуть оброблені всі активні події. Після цього проглядається список майбутніх подій. Модельного часу присвоюється значення, рівне часу настання найближчого з цих подій. Дана подія заноситься в список поточних подій. Потім проглядаються інші події списку. Ті з них, час яких дорівнює поточному модельному часу, також містяться в цей список. Перегляд закінчується, коли в списку залишаються події, часи яких більше поточного модельного часу.

Приклад. Нехай в систему надходять транзакти трьох типів, кожен з яких обслуговується окремим пристроєм. Відомі закони надходження транзактів в систему і тривалість їх обслуговування. Таким чином, в системі існує три паралельних незалежних процесу (Р1, Р2, Р3).

Часова діаграма роботи системи при обслуговуванні одного транзакта кожного типу показана на рис. 11.11.
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Рис. 11.11 Часова діаграма

Для кожного процесу будується свій ланцюг подій, проте списки подій є загальними для всієї моделі. Формування списків починається з заповнення списку майбутніх подій. Очевидно, що на момент заповнення списку, час настання прогнозованих подій має бути відомо. На першому кроці tм = 0 і в список майбутніх подій заносяться події С11, С21, С31. Потім подія з найменшим часом настання С11 переноситься в список поточних подій. Якщо одночасних з ним подій немає, то воно обробляється і виключається зі списку поточних подій. Після цього, знову коригується список майбутніх подій і т. д., Поки не закінчиться заданий інтервал моделювання. Динаміка зміни списків поточних і майбутніх подій для цього прикладу відображена в табл. «Список поточних і майбутніх подій»:
Таблиця 11.2 
Список подій

	t
	Список поточних подій
	Список майбутніх подій

	0
	0
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Найпоширенішим в даний час формальним описом структури і взаємодії паралельних систем і процесів, є мережі Петрі.

Як приклад розглянемо мережу Петрі, що моделює систему з двох світлофорів, що працюють узгоджено: коли на першому горить червоне світло, на другому горить зелений, і навпаки (рис. 11.12).
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Рис. 11.12 Приклад мережі Петрі для паралельних процесів

Мережні моделі у вигляді мереж Петрі широко застосовуються для представлення обчислювальних процесів.

Наприклад, на рис. 11.13 показана мережа Петрі, що моделює дві стандартні операції fork і join для управління паралельними процесами. Перехід fork служить для розгалуження даного процесу на n незалежних процесів t1,. . . , tn, перехід join – для їх синхронізації і злиття назад в один послідовний процес.
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Рис. 11.13 Моделювання паралельних процесів

На рис. 11.14 показаний фрагмент мережі Петрі, який реалізує механізм взаємного виключення, застосовуваний для забезпечення коректного доступу декількох процесів до одного ресурсу, що. В якості такого ресурсу може виступати якась структура даних (наприклад, файл) або пристрій (принтер). Частина процесу, яка використовується для доступу і модифікації розділяється об'єкта, називається критичної секцією. Виконання процесом критичної секції повинно блокувати виконання іншими процесами своїх критичних секцій, пов'язаних з тим же розділяються об'єктом.
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Рис. 11.14 Модель процесу взаємного виключення

11.3.6 Моделювання випадкових величин подій та процесів
Для побудови імітаційної моделі стохастичних систем та дослідження впливу зовнішнього середовища, який найчастіше має стохастичний характер, застосовується метод Монте-Карло, який базується на використанні випадкових чисел, тобто можливих значень деякої випадкової величини із заданим розподілом ймовірностей.
У загальному формулюванні метод Монте-Карло можна представити наступним чином: нехай необхідно обчислити деяку величину 
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. Покладаємо, що можна побудувати деяку випадкову величину 
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 з математичним сподіванням 
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. Побудувавши досить велику вибірку випадкових величин 
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Основним інструментом моделювання випадкової величини є генератор стандартних випадкових чисел 
[image: image1177.wmf]i
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 рівномірно розподілених в інтервалі (0,1).
На практиці використовуються три основних способи генерації випадкових чисел:

- табличний (файловий) – введення таблиць рівномірно розподілених випадкових чисел в зовнішню або оперативну пам'ять ЕОМ;

-   апаратний (фізичний) – використання спеціального пристосування до ЕОМ – "датчика" випадкових чисел, що формує випадкові величини шляхом фізичного моделювання деяких випадкових процесів (випромінювання радіоактивних джерел, шумів електронних ламп і ін.);

- алгоритмічний (програмний) – використання псевдовипадкових (квазівипадкових) послідовностей, що реалізуються програмним генератором випадкових чисел. Псевдовипадковими числами називаються числа, що обчислюються ЕОМ рекурентним способом за спеціальними алгоритмами, коли кожне наступне число 
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 визначається з попередніх в результаті застосування деяких арифметичних і логічних операцій. Така послідовність чисел задовольняє відомим критеріям випадковості, хоча входять в цю послідовність числа залежні між собою (є автокореляція). Одним з недоліків цього методу є періодичність утворених програмним способом псевдовипадкових чисел, але для ряду завдань, які потребують великої кількості випадкових чисел, довжина періоду є достатньою.

Методи моделювання псевдовипадкових чисел

Метод середніх квадратів. Першим алгоритмічний метод отримання рівномірно розподілених псевдовипадкових чисел запропонував Джон фон Нейман (один з основоположників кібернетики). Метод отримав назву "метод середніх квадратів".

Суть методу: попереднє випадкове число підноситься до квадрату, а потім з результату беруться середні цифри. 

Наприклад, нехай 
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Як видно метод середніх квадратів досить добре повинен "перемішувати" попереднє число. Однак він має недоліки:

1. Якщо який-небудь член послідовності виявиться рівним нулю, то всі наступні члени також будуть нулями.

2. Послідовності мають тенденцію "зациклюватися",а саме в кінці кінців, утворюють цикл, який повторюється нескінченне число разів.

Властивість "зациклюватися" притаманна всім послідовностям, побудованих за рекурентною формулою 
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Лінійний конгруентний метод. Найкращі з відомих сьогодні методів імітації випадкових чисел представляють собою окремі випадки схеми, запропонованої в 1948 році Д.Х.Лемером. 

Суть методу: Вибираємо чотири "магічних числа":
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 – приріст;
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 – модуль, 
[image: image1189.wmf]0

x

m

>

, 
[image: image1190.wmf]a

m

>

, 
[image: image1191.wmf]c

m

>


Тоді шукана послідовність випадкових чисел виходить із співвідношення:
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Кожне випадкове число – це залишок від ділення 
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Приклад. Нехай 
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. Тоді маємо наступну послідовність: 7, 6, 9, 0, 7, 6, 9, 0, …
Як видно, при обраних значеннях "магічних чисел" послідовність майже відразу "зациклилася", довжина періоду = 4.

Проведено багато досліджень і доведено теорем з питання "як правильно вибирати" "Магічні числа".

Метод отримання випадкових чисел при 
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 називається "мультиплікативним конгруентним методом", при 
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 – "змішаним конгруентним методом". При, генерування послідовностей відбувається швидше, але при цьому зменшується довжина періоду послідовностей.

Спочатку в методі Лемера було прийнято 
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. Ідея отримання більш довгих послідовностей за рахунок 
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 належить Томпсону і незалежно Ротенбергу.

Вибір модуля 
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. Для отримання довгих послідовностей і для збільшення швидкості обчислення рекомендується 
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 вибирати рівним розміру машинного слова. Для 32-х розрядного машинного слова максимальне ціле число, яке можна в ньому розмістити 
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(лівий нульовий біт слова відведено під знак числа), тоді 
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Значення множника 
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 також впливає на довжину періоду послідовностей. З цього питання також проведено багато досліджень.

Лінійні неконгруентні послідовності – не єдиний із запропонованих джерел випадкових чисел. Його можна узагальнити, перетворивши його, наприклад, в квадратичний конгруентний метод:
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Відомий квадратичний метод, запропонований Р. Ковею:
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Відомий метод отримання випадкових чисел, де реалізується послідовність Фібоначчі:
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Відомий також метод отримання випадкових чисел, запропонований Гріном:
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де k- велике число.

Є ще, так звані, адитивні методи, де не потрібні операції множення і ділення, і інші методи.

Сучасні програмні інструментальні засоби містять генератори псевдовипадкових чисел у вигляді стандартних функцій.

Ефективність моделювання на ЕОМ істотно залежить від якості вихідних послідовностей псевдовипадкових чисел. Тому, перш ніж приступити до реалізації імітаційної моделі на ЕОМ, необхідно виконати тестування випадкових чисел, яке включає:

· перевірку рівномірності;

·  перевірку стохастичності 
· перевірку незалежності.
Перевірка рівномірності виконується по гістограмі. Для перевірки висувається гіпотеза про рівномірність розподілу чисел в інтервалі (0, 1). Потім цей інтервал розбивається на 
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 рівних частин. Це означає, що при генерації послідовності 
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потрапить в один з частинних інтервалів. Всього в кожен j-ий підінтервал потрапить 
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 чисел, причому загальна кількість чисел: 
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.Ймовірності оінюються за відносними частотами 
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. Якщо ймовірності приблизно півні, то можна вважати, що закон розподілу – рівномірний. Оцінка наближення може бути проведена з використанням критеріїв згоди (Колмогорова, Пірсона і т.п.).

Перевірка стохастичності виконується на основі інтервальних тестів і автокореляційних тестів.

Інтервальний тест проводиться методами комбінацій і серій. Суть методу комбінацій зводиться до визначення закону розподілу довжин ділянок між одиницями (нулями) або закону розподілу появи числа одиниць (нулів) в п-розрядному двійковому числі 
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. На практиці довжину послідовності N беруть досить великою і перевіряють всі п розрядів або тільки l старших розрядів числа 
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Теоретично закон появи j одиниць в l розрядах двійкового числа 
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 описується біноміальним законом розподілу:
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Гіпотеза про стохастичність перевіряється з використанням критерію згоди.

Перевірка незалежності елементів послідовності 
[image: image1221.wmf]і
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 проводиться на основі обчислення кореляційного моменту. Для незалежних величин кореляційний момент і коефіцієнт кореляції рівні нулю.
Моделювання випадкових величин із заданим законом розподілу

Можна виділити наступні етапи моделювання випадкових величин:

· генерування N реалізації випадкової величини з необхідною функцією розподілу;

· перетворення отриманої величини, яка визначається математичною моделлю;

· статистична обробка реалізації.
Процес генерування випадкової величини наведений на рис. 11.15.
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Рис.11.15 Процес генерування випадкової величини

Дискретна випадкова величина. Нехай дискретна випадкова величина 
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 задана своїм законом розподілу (табл. 11.3).
Таблиця 11.3

Закон розподілу дискретної випадкової величини
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Необхідно розіграти 
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 випадкових величин із заданим законом розподілу.

Алгоритм вирішення поставленої задачі складається з наступних кроків:

1) відрізок 
[image: image1233.wmf](

)

1

,

0

 розбивається на частинні інтервали 
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2) генеруємо 
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 випадкових чисел 
[image: image1238.wmf]j

r

;
3) якщо випадкове число 
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 попало у інтервал 
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, то відповідна випадкова величина приймає значення 
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Приклад. Відома кількість машин, які приїжджають на мийку автомашин протягом останніх 100 годин (табл. 11.4).
Таблиця 11.4

Закон розподілу дискретної випадкової величини

	Кількість машин
	4
	5
	6
	7
	8

	Частота 
	5
	11
	16
	23
	45


Змоделювати прибуття автомашин протягом 6 годин.

Розв’язок.

Побудуємо закон розподілу дискретної випадкової величини Х(табл. 11.5).

N = 5 + 11 + 16 + 23 + 45 = 100.

Таблиця 11.5

Закон розподілу дискретної випадкової величини

	Кількість машин
	4
	5
	6
	7
	8

	Відносна частота 
	0,05
	0,11
	0,16
	0,23
	0,45


Розіб'ємо інтервал (0,1) на п'ять часткових інтервалів:

Δ1 - (0; 0,05),

Δ2 - (0,05; 0,05 + 0,11) = (0,06; 0,16),

Δ3 - (0,16; 0,32),

Δ4 - (0,32; 0,55),

Δ5 - (0,55; 1).

З таблиці «Рівномірно розподілені випадкові числа » знайдемо шість випадкових чисел, наприклад, 0,32; 0,17; 0,9; 0,05; 0,97; 0,87

Випадкове число 0,32 належить часткового інтервалу Δ3, тому розігруєма дискретна випадкова величина прийняла можливе значення х3 = 6; випадкове число 0,17 належить частковому інтервалу Δ3, – розігруєма дискретна випадкова величина прийняла можливе значення х3 = 6.

Аналогічно отримаємо інші можливі значення. Отже, прибуття машин протягом шести годин 6;6;8;4;8;8.
Випадкова подія.  Алгоритм моделювання простого події А, ймовірність настання якого відома і дорівнює 
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, відповідає стандартним алгоритмом моделювання випадкової величини, закон розподілу якої визначається таблицею
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Моделювання незалежних, залежних дискретних випадкових величин та повної групи подій розглядається в курсі математичної статистики.

Неперервна випадкова величина. Длямоделювання неперервної випадкової величини найчастіше використовують метод обернених функцій.
Правило 1. Для того щоб змоделювати (розіграти) можливе значення 
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 неперервної випадкової величини Х, знаючи її функцію розподілу
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, треба вибрати випадкове число 
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, прирівняти його функції розподілу і вирішити щодо 
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 отримане рівняння: 
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Правило 2. Для того щоб розіграти можливе значення 
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 неперервної випадкової величини Х, знаючи її щільність розподілу 
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, треба вибрати випадкове число 
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, і вирішити щодо 
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 рівняння:
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де а – найменше можливе значення Х.

Приклад. Розіграти чотири можливих значення неперервної випадкової величини Х розподіленої рівномірно в інтервалі (4; 14).

Розв’язок. Випадкова величина Х, розподілена рівномірно на інтервалі 
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 має функцію розподілу:
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У нашому випадку: 
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Випишемо з таблиці чотири випадкових числа, наприклад: 0,74; 0,02; 0,94; 0,36. Отримаємо наступні рівняння, розв’язавши які,знайдемо значення випадкової величини:
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У моделюванні систем масового обслуговування часто використовується експоненціальний закон розподілу, щільність кого задається формулою:
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Згідно до правила 2, для розігрування випадкової величини отримаємо наступний вираз: 
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Для моделювання неперервної випадкової величини існують і інші методи: метод Неймана, метод суперпозицій (курс математичної статистики). 

У випадку, коли необхідно виконати моделювання неперервної випадкової величини, а функція розподілу або щільності розподілу невідомі, використовують метод гістограм, що базується на результатах експериментів.

Моделювання випадкових процесів. 

Нагадаємо, що під випадковим процесом 
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 розуміється, як правило, сімейство випадкових величин, що залежать від одного невипадкового параметра t, в ролі якого виступає час. При кожному фіксованому значенні 
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: випадковий процес являє собою випадкову величину – переріз випадкового процесу 
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. Реалізація випадкового процесу – функція 
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, що описує процес в деякому 
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-му іспиті (рис. 11.16).
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Рис. 11.16 Графічне представлення випадкового процесу
При моделюванні випадкових процесів основними є поняття стану процесу і переходу його з одного стану в інший. Стан випадкового процесу повністю описується значеннями змінних, які задають це стан.
Моделювання випадкового процесу 
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 на проміжку часу [0; t] передбачає побудову алгоритму, що дозволяє отримувати його реалізації 
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Моделювання випадкових процесів є значним розділом теорії випадкових процесів.

Контрольні питання

1. Для опису яких систем використовують N-схеми?

2. Визначте основні структурні компоненти N-схеми.

3. Які основні характеристики мережних моделей?

4. Як класифікують мережі за характером зв’язків?

5. Наведіть приклади застосування N-схем.

6. Які способи представлення N-схем Ви знаєте?
7. Які виділяють типи мереж відносно часових характеристик?

8. Що таке нейронні мережі?

9. Що таке онтології і для чого вони застосовуються?

10. Які Ви знаєте застосування N-схем у будівництві?

11. Що таке А-схеми і для яких систем вони застосовуються?

12. Які характеристики необхідно визначити для опису А-схеми?

13. Які закономірності необхідно враховувати при описі А-схеми?

14. Як представляється взаємодія системи із зовнішнім середовищем в А-схемах?

15. Наведіть приклади застосування А-схем.

16. Що таке імітаційне моделювання і коли воно застосовується?

17. Дайте визначення імітаційної моделі.

18. Які основні підходи виділяють в імітаційному моделюванні?

19. Які є відмінності між імітаційним та аналітичним моделюванням?

20. Які типи часових характеристик необхідно враховувати при імітаційному моделюванні?

21. Які Ви знаєте типи масштабу часу?

22. Які завдання імітаційного моделювання вирішуються за рахунок просування модельного часу?

23. Які виділяють основні підходи імітаційного моделювання за часом?

24. Що таке імітаційне моделювання з постійним кроком?

25. Наведіть алгоритм імітаційного моделювання з постійним кроком.

26. Що означає імітаційне моделювання відносно подій?

27. Наведіть алгоритм імітаційного моделювання відносно подій.

28. Які розрізняють типи паралельних процесів?

29. Які існують особливості реалізації паралельних процесів в ОС?

30. Які основні підходи застосовують для організації взаємодії паралельних процесів?

31. В чому полягає підхід організації паралельних процесів на основі взаємного виключення?

32. В чому полягає підхід організації паралельних процесів на основі синхронізації?

33. В чому полягає підхід організації паралельних процесів на основі обміну інформацією?

34. Які способи опису паралельних процесів на основі транзактів Ви знаєте?

35. Чому імітаційне моделювання часто називають статистичним?

36. Який метод застосовують для моделювання випадкових величин? В чому він полягає?

37. Що таке генератор випадкових чисел? Які Ви знаєте способи генерування випадкових чисел?

38. Що таке псевдовипадкові (квазівипадкові) числа?

39. Які методи Ви знаєте для генерації послідовності псевдовипадкових чисел?

40. Яким вимогам повинна задовольняти послідовність псевдовипадкових чисел?

41. Як виконується перевірка рівномірності 

42. Які методи використовують для перевірки стохастичності послідовності псевдовипадкових чисел?

43. Які етапи включає процес генерування послідовності псевдовипадкових чисел?

44. Як виконується генерування дискретної випадкової величини із заданим законом розподілу?

45. Які методи застосовуються для генерування неперервної випадкової величини із заданим законом розподілу?

46. Як виконується генерування випадкових подій? Наведіть приклад.

47. Що означає моделювання випадкового процесу?
Лекція 12 Дослідження та аналіз моделі
12.1 Моделювання з врахуванням зовнішніх впливів

В задачах моделювання реальних систем важливим завданням є врахування впливу збурень, обумовлених різними факторами. Такі фактори вносять спотворення в результати моделювання і їх прийнято називати шумами. Враховуючи, що реальна система функціонує в умовах зовнішнього середовища, в досліджені адекватності моделі та при імітації її роботи необхідно враховувати вплив цього середовища. Як правило, збурюючи фактори впливу на систему (шуми) представляються як випадкові величини. 

Сьогодні, особлива увага впливу шумів приділяється при досліджені інформаційних систем. Інформаційні моделі передбачають схему передачі інформації в різних областях діяльності: в теорії радіо зв’язку, в аудіо- та відео системах, системах навчання, статистичній фізиці та інших областях природничих та соціальних наук.

Наприклад, схема передачі інформації починається з джерела інформації, яке генерує повідомлення або їх послідовність для передачі по лінії зв’язку на передаючий пристрій, який перетворює їх у відповідності до даного каналу зв’язку. На вихідний сигнал генератора можуть впливати різні чинники в результаті чого, на передаючий пристрій потрапляє вже спотворений сигнал. Сам передаючий пристрій також може спотворювати сигнал і, в результаті чого, сигнал, який отримується на виході системи, необхідно відновлювати (декодувати). 

Основними завданнями в досліджені таких систем є відновлення інформаційного повідомлення, а саме ідентифікація корисного сигналу при наявності шумів.

В завданнях моделювання шумів необхідно враховувати, що в систему може потрапляти сигнал, що спотворюється під впливом зовнішніх факторів (наприклад, при отриманні цифрових зображень на вхідний сигнал впливають світлові характеристики, що залежать від джерела світла, прозорості оточуючого середовища і т.д.), а також на процес перетворення сигналу можуть впливати як зовнішні фактори, так і внутрішні шуми самої системи. 

В залежності від своєї природи, перешкоди та збурення можуть по різному враховуватись у математичній моделі, в залежності від чого розрізняють:

- адитивний шум: 
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- мультиплікативний шум: 
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де 
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 – прийнятий сигнал; 
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 – переданий (корисний) сигнал; 
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 – випадковий шум (або шумовий коефіцієнт), що спотворює сигнал. 
Найчастіше розглядаються математичні моделі, які називаються «сигнал плюс шум» і записуються у вигляді:
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Так як шуми можуть мати різну природу та характер, їх класифікація залежить від багатьох факторів:

· за походженням: механічні, акустичні, оптичні і т.д.;

· за спектральним властивостями: високочастотні, низькочастотні, широкого або вузького спектру;

· за часовими характеристиками: постійні, непостійні, коливальні, переривчасті, імпульсні.
Як було зазначено вище, найчастіше шуми обумовлені випадковими факторами і представляються у вигляді випадкових величин із заданим законом розподілу.

Особливу роль в задачах моделювання відіграє «білий» шум – стаціонарний шум, спектральні складові якого рівномірно розподілені по всьому діапазону задіяних частот. Він отримав назву від білого світла, що містить електромагнітні хвилі частот всього видимого діапазону електромагнітного випромінювання. Дискретний білий шум – це просто послідовність незалежних (тобто статистично не пов'язаних один з одним) чисел. Його можна отримати використовуючи генератор псевдовипадкових чисел.
Важливою характеристикою оцінки систем «сигнал плюс шум» є відношення корисного сигналу до сигналу шуму (signal-to-noise ratio, скор. SNR):
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де Р – середня потужність.
Основними методами дослідження систем «сигнал плюс шум» є аналіз Фур’є та вейвлет аналіз.

Приклад. В автоматизованій системі управління технологічним процесом передаються сигнали від виробничого обладнання (об'єкта управління) до керуючого комп'ютера. Тривалість передачі сигналу – випадкова величина, розподілена за експоненціальним законом із середнім значенням 5 мс. У каналі зв'язку можливі перешкоди. Інтервали між моментами перешкод – випадкові величини, розподілені по експоненціальному закону. Перешкоди виникають в середньому 20 разів на секунду. Якщо під час передачі сигналу виникає хоча б одна перешкода, то сигнал спотворюється.

Потрібно розробити алгоритм і програму імітації передачі сигналів на основі методу Монте-Карло. Визначити ймовірність передачі сигналу без спотворень.

Так як інтервали часу між перешкодами є експоненціальні випадкові величини, кількість перешкод за деякий інтервал часу t є випадковою величину, розподіленою по пуассонівському закону з параметром 
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, де Λ – інтенсивність потоку перешкод. В даному прикладі Λ = 20 перешкод / с, або m0,02 перешкоди / мс.

Наведемо алгоритм імітації процесу передачі сигналів.

1. Виконується імітація часу передачі сигналу 
[image: image1283.wmf](
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. Для цього розігрується експоненціальна випадкова величина по формулі:
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2. Розігрується кількість перешкод 
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 за час передачі сигналу t. Для цього використовується алгоритм імітації пуассонівської випадкової величини при 
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. Для імітації пуассонівської випадкової величини застосовується наступний алгоритм:
- Значення модельованої величини приймається рівним нулю: 
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- Обчислюється значення допоміжної змінної 
[image: image1289.wmf]l
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- Допоміжна змінна Q приймається рівною одиниці: 
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- Розігрується рівномірно розподілені випадкові числа R.

- Обчислюється нове значення допоміжної змінної 
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- Якщо 
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, то значення модельованої величини збільшується на одиницю (
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), і виконується повернення до кроку 4. Якщо 
[image: image1294.wmf]0

P

Q

<

, то алгоритм завершується. Змодельованої значення пуассонівської випадкової величини дорівнює m. 

3. Якщо 
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 (за час передачі сигналу не було жодної перешкоди), то сигнал не спотворюється.

Кроки 1-3 повторюються багаторазово (наприклад, 100 000 разів). Обчислюється ймовірність передачі сигналу без спотворень як відношення кількості сигналів, переданих без спотворень, до загальної кількості змодельованих сигналів (кількості випробувань).

Наведемо програму на мові Matlab, що реалізує алгоритм імітації передачі сигналів.

>> n=100000;  knorm=0;

>> ts=5;   intens=0.02;
>> for i=1:n

t=exprnd(ts); l=intens*t;

m=poissrnd(l);if(m==0)

knorm=knorm+1;end;

end;

disp(knorm/n)

    0.9098

Приклад. Розглянемо приклад, коли модель системи представляє собою синусоїдальну функцію:  
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Нехай на роботу системи впливає детермінований імпульсний шум з амплітудою 
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 та шириною імпульсу 70% від амплітуди та випадковий «білий шум» з математичним сподіванням 
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 та дисперсією 
[image: image1299.wmf]1

=

D

.
Найбільш зручним інструментом створення імітаційної моделі системи є вбудована в середовище Matlab графічна мова імітаційного моделювання Simulink. Модель системи представлена на рис. 12.1.
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Рис. 12.1 Імітаційна модель «сигнал плюс шум»

Графіки результатів моделювання на протязі 50 с. представлені на рис. 12.2 та рис. 12.3.
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Рис. 12.2 Графіки сигналів системи
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Рис. 12.3 Графік результуючого сигналу системи

Як видно з рис. 12.3, під впливом шуму результуючий сигнал зазнає значних спотворень і в цьому випадку модель, побудована за результатами експериментальних вимірювань методом найменших квадратів буде відрізнятись від моделі реального сигналу.

12.2 Оцінка якості та балансування моделі

Рішення, що приймаються дослідником за результатами імітаційного моделювання, можуть бути конструктивними тільки при виконанні 2 основних умов:

• отримані результати мають необхідною точністю і достовірністю;

• дослідник здатний правильно інтерпретувати отримані результати і знає, яким чином вони можуть бути використані.

12.2.1.Оцінка якості імітаційної моделі

Оцінка якості моделі є завершальним етапом її розробки і переслідує дві мети:

• перевірити відповідність моделі її призначенню (цілям дослідження);

• оцінити достовірність і характеристики якості моделі.

При аналітичному моделюванні достовірність результатів визначається двома основними факторами:

• коректним вибором математичного апарату, використовуваного для опису досліджуваної системи;

• методичною помилкою, властивою даному математичному методу.
При імітаційному моделюванні на достовірність результатів впливає цілий ряд додаткових факторів, основними з яких є:

• моделювання випадкових факторів, засноване на використанні датчиків ВЧ, які можуть вносити «спотворення» в поведінку моделі;

• наявність нестаціонарного режиму роботи моделі;

• використання декількох різнотипних математичних методів в рамках однієї моделі;

• залежність результатів моделювання від плану експерименту;

• необхідність синхронізації роботи окремих компонентів моделі;

• наявність моделі робочого навантаження, якість якої залежить, в свою чергу, від тих же факторів.
Придатність імітаційної моделі для вирішення задач дослідження характеризується тим, якою мірою вона володіє так званими цільовими властивостями. Основними з них є:

• адекватність;

 • точність;
• стійкість;


• чутливість.

Нижче розглянуті деякі способи проведення оцінки моделі по кожному з них.
12.2.2 Оцінка адекватності моделі

У загальному випадку під адекватністю розуміють ступінь відповідності моделі тому реальному явищу або об'єкту, для опису якого вона будується. Разом з тим, створювана модель орієнтована, як правило, на дослідження певної підмножини властивостей цього об'єкта. Тому можна вважати, що адекватність моделі визначається ступенем її відповідності не стільки реальному об'єкту, скільки цілям дослідження. Найбільшою мірою це твердження справедливе щодо моделей в ситуаціях, коли реальна система взагалі не існує.
Порушення адекватності моделі може визначатися багатьма факторами, які можна віднести до однієї з двох груп. 
Перша група чинників, що породжують так звану випадкову похибку, обумовлена деякою невизначеністю постановки задачі, пов'язаної з неповнотою вихідної інформації, відсутністю точних відомостей про зовнішні дії, зневагою деякими випадковими параметрами. 
Друга група факторів, що породжує систематичні похибки, є наслідком прийнятих припущень і обмежень при розробці концептуальної і математичної моделі – виключення тих чи інших параметрів, апроксимація, інтерполяція, припущення і гіпотези, заміна нелінійних елементів лінійними, ідеалізація режимів функціонування системи і т.д.

Перший етап оцінки адекватності полягає в проведенні наступних перевірок:

• наявності в моделі всіх істотних параметрів і відсутності несуттєвих;

• правильності визначення обмежень на значення параметрів;

• наявності та правильності функціональних зв'язків між параметрами;

• реакції моделі при граничних значеннях параметрів;

• ступеня підпорядкування моделі законам математичної логіки.

На даному етапі здійснюється попередня перевірка адекватності моделі, що дозволяє виявити її грубі помилки. Для цієї перевірки рекомендується залучати експертів, які не брали участі в розробці моделі.

Після завершення попереднього етапу оцінки адекватності приступають до проведення подальших досліджень. При цьому може бути реалізований прямий метод перевірки адекватності, що має на увазі проведення натурного експерименту на реальній системі і дозволяє отримати істинні значення показників системи. Однак натурний експеримент можливий лише в разі, коли мова йде системи, що знаходяться на матеріальних стадіях їх життєвого циклу. Перевірка адекватності в цьому випадку має дуже високу ступінь визначеності. Для оцінки близькості результатів в цьому методі можуть бути використані середні значення відхилень характеристик, отриманих на системі і з моделі:
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де 
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 – значення деякої характеристики системи; 
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 – значення тієї ж характеристики моделі; 
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 – відхилення значень даної характеристики.

У цьому випадку за критерій адекватності моделі можна прийняти ймовірність того, що відхилення 
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 не перевищує заданої величини 
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 з ймовірністю більше допустимої ймовірності 
[image: image1310.wmf]d

P

:

[image: image1311.wmf](

)

d

y

P

P

³

D

<

d

,

де 
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 – величина гранично допустимого відхилення; 
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 – гранично допустима ймовірність відхилення.
Для випадкових величин аналогічним критерієм адекватності може виступати ймовірність попадання відхилень в довірчий інтервал, що задається необхідною довірчою ймовірністю.
Найбільш поширені методи оцінки адекватності виконуються за наступними показниками:

• за середнім значенням відгуків моделі і системи;

• за дисперсією відхилень відгуків моделі від середнього значення відгуків системи;

• по максимальному значенню відносних відхилень відгуків моделі від відгуків системи.
При оцінці за середніми значеннями перевіряється гіпотеза про близькість середнього значення спостережуваної змінної 
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, отриманого з моделі, середньому значенню відгуку реальної системи 
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В результаті 
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 дослідів на реальній системі отримують множину значень (вибірку) 
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. Виконавши 
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експериментів на моделі, також отримують множину значень спостережуваної змінної.

Далі обчислюються оцінки математичного очікування і дисперсії відгуків моделі і системи, після чого висувається гіпотеза про близькість середніх значень величин 
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 і 
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 (в статистичному сенсі). Основою для перевірки гіпотези є 
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- критерій (розподіл Стьюдента). Значення критерію 
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, обчислене за результатами випробувань, порівнюється з критичним значенням 
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, узятим з довідкової таблиці. Якщо виконується нерівність 
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, то гіпотеза приймається. 
Другий та третій спосіб перевірки адекватності за дисперсіями фактично є перевіркою рівності міри розсіювання (похибки) на реальній системі та моделі. В цьому випадку використовується критерій Фішера (F-критерій) та 
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Застосування критерію Фішера 
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 – дисперсії адекватності та 
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 – дисперсії відтворення,

де 
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 – кількість степенів свободи дисперсії адекватності;
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 – кількість степенів свободи дисперсії вимірювань;
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 – кількість режимів роботи системи;

[image: image1334.wmf]m

 – кількість вимірювань (повторних іспитів) на даному режимі;
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 – кількість коефіцієнтів, що настроюються, в моделі;
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 – значення відгуку відповідних вимірювань;
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 – середнє значення відгуку в і-му режимі;
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 – значення відгуку, отримане з моделі при відповідних значеннях аргументів.
Однак використання даного критерію оцінки на практиці виявляється неможливим з наступних причин:

• необхідність проведення оцінки адекватності системи за сукупністю характеристик, що призводить до необхідності вирішення складних багатокритеріальних задач;

• характеристики, що розглядаються, як правило, є випадковими величинами і функціями, в багатьох випадках нестаціонарними;

• відсутність обґрунтованих методик вибору граничних відхилень 
[image: image1339.wmf]D

 і допустимих ймовірностей 
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Оцінюючи можливості натурного експерименту, необхідно також враховувати, поряд з обмеженнями наявності реальних систем, інші дуже серйозні фактори, пов'язані з необхідністю створення спеціальної лабораторної бази, забезпеченням заданих характеристик вхідних параметрів, зовнішніх впливів і режимів функціонування, що визначає дуже високу вартість реальних експериментів.
Необхідно підкреслити, що статистичні методи застосовуються тільки в тому випадку, якщо оцінюється адекватність моделі існуючої системі. На системі, що, наприклад, проектується, провести вимірювання, природно, не представляється можливим. Єдиний спосіб подолати цю перешкоду полягає в тому, щоб прийняти в якості еталонного об'єкта концептуальну модель проектованої системи. Тоді для оцінки адекватності моделі використовують непрямі методи і оцінка адекватності полягає в перевірці того, наскільки коректно вона відображає концептуальну модель. Результативність непрямих методів багато в чому визначається досвідом і кваліфікацією дослідника.
Перш за все, до непрямих методів можна віднести аналіз результатів моделювання на несуперечливість. При цьому, по-перше, з'ясовується взаємна несуперечливість результатів моделювання, а по-друге, відповідність характеру поведінки вихідних характеристик при зміні вхідних параметрів в деякому діапазоні, що забезпечує розуміння впливу вхідних параметрів на оцінювані вихідні характеристики. Таким чином, здійснюється перевірка відповідності результатів моделювання концептуальній моделі.

Іншим ефективним непрямим методом є перевірка вихідних характеристик моделі при граничних значеннях вхідних параметрів.
Поширеним непрямим методом є перевірка результатів моделювання до вже відомих. Суть цього методу полягає в тому, що вхідним параметрам задаються значення з раніше дослідженої еталонної області, в якій вже визначено ступінь достовірності результатів моделювання.

Якщо математична модель будується на основі існуючої вже моделі, адекватність якої підтверджена, то адекватність створюваної моделі буде визначатись коректністю використання математичного інструментарію або на основі теорії подібності.

Непрямі методи не гарантують повну ступінь адекватності моделей досліджуваних систем. Модель вважається адекватною, якщо не виявлено жодного факту, що суперечить положенням, що використовувались в непрямих методах оцінки.

Оцінка адекватності моделі завершується формулюванням висновку про прийнятність моделі для вирішення поставленого завдання. Виявлення неприпустимих неузгодженостей моделі і системи визначає необхідність коригування моделі.

12.2.3 Оцінка точності математичної моделі

Оцінка точності математичної моделі представляє одну з найменш досліджених методологічних проблем в теорії моделювання. Можна виділити чотири основні причини виникнення похибок:

1) похибки моделювання, що є результатом незнання або неточного завдання вихідних даних;

2) похибки моделювання, що виникають при спрощенні вихідної математичної моделі;

3) похибки розрахунку вихідних характеристик через дискретність реалізації математичної моделі на комп’ютері, в тому числі помилки округлення;

4) похибки моделювання, зумовлені обмеженістю статистики при вибірковій обробці статистичної інформації або обмеженим числом випадкових випробувань моделі на ЕОМ.
Розглянемо причини виникнення та можливість оцінки зазначених похибок.

1. Прагнення зменшити об’єм обчислень змушує дослідника розглядати менш істотні фактори як детерміновані, вносячи тим самим помилки в результати моделювання. Крім того, неточність апріорних відомостей часто призводить до того, що вихідні дані у вигляді констант моделі будуть визначені з помилками. Тому крім наближеного числового значення вхідного детермінованого (або такого, що розглядається як детермінований) фактора, необхідно вказувати також його граничну абсолютну похибку (або довірчий інтервал), що визначаються евристично або за допомогою відомих методів математичної статистики.

Для вивчення впливу величини цих похибок на точність розрахунку характеристик функціонування об'єкта зазвичай застосовують методи теорії чутливості, засновані на лінеаризації досліджуваної функції. Обчислювані коефіцієнти чутливості функції по відношенню до зміни відповідного фактора характеризують ступінь, з якою вихідна характеристика схильна до змін при зміні вхідних факторів. Однак безпосереднє отримання рівнянь чутливості може наштовхнутися на серйозні труднощі, зумовлені великою розмірністю вектора вхідних факторів. Тому на практиці рівняння чутливості визначають для невеликого числа факторів моделі, що найбільш значимо впливають на точність визначення вихідних характеристик системи. Вибір значимих чинників проводиться експертними методами.

2. Найчастіше вихідну математичну модель спрощують з метою отримання нехай наближеного, але аналітичного рішення. Для вирішення подібних завдань, як правило використовують методи апроксимації вихідних елементів математичної моделі більш простими математичними залежностями, наприклад заміною нелінійних залежностей лінійними, поліномів високих ступенів поліномами низьких ступенів, негладких функцій гладкими і т.д. Величина помилки визначається ступенем апроксимації і в ряді випадків порівняно легко може бути розрахована.

3. Одним з видів помилок дискретної реалізації є похибка округлення за рахунок кінцевого числа розрядів ЕОМ. Похибка округлення виникає при діленні, множенні, зведенні в ступінь, в разі виконання трансцендентних операцій (таких, як логарифмування). 

Застосовувані при вирішенні моделей чисельні методи вносять свою похибка, пов'язану із заміною нескінченного обчислювального процесу скінченним і звану похибкою даного методу або методичною помилкою. Наприклад, похідна замінюється кінцевою різницею, інтеграл – сумою і т.п. 
Похибки цього виду вивчаються в чисельних методах математичного аналізу і математичного програмування, де виводяться їх оцінки, наприклад залишковий член формули квадратури, залишковий член інтерполяційної формули.

Заміна неперервних величин дискретними при чисельному дослідженні процесів на ЕОМ також призводить до похибок, величина яких залежить від кроку дискретизації. 
Кількісну оцінку складових цих похибок вдається провести на рівні щодо автономних частин математичної моделі – модулів, що реалізують даний чисельний метод. При розробці модулів прагнуть вибрати такі методи дискретної реалізації, які на підставі наявних відомостей дозволяють стверджувати, що похибки моделювання не перевищуватимуть заданих величин. У процесі випробування моделі справедливість цих апріорних тверджень в ряді випадків можна перевірити з використанням результатів проведених експериментів.

4. Цей тип похибок характерний для моделей, що включають випадкові чинники. У зв'язку з тим, що на практиці дослідник завжди має справу тільки з обмеженою статистичної вибіркою, форма і характеристики побудованих на її основі експериментальних законів розподілу будуть відрізнятися від форми і характеристик законів розподілу, що відповідають генеральній сукупності статистичних даних. Величина помилок цього роду буде в першу чергу залежати від обсягу статистичної вибірки і в меншій мірі від обраного методу збору та обробки статистичних даних.

Для імітаційної статистичної моделі результуюча похибка цього роду буде визначатися як похибкою визначення законів розподілу вхідних випадкових факторів (залежить від обсягу експериментальних даних про значеннях випадкових величин), так і похибкою реалізації цих законів розподілу на ЕОМ (залежить від числа реалізацій – прогонів моделі на ЕОМ для різних значень випадкових величин). Мірою їх кількісного виразу є величина довірчого інтервалу тих чи інших характеристик експериментального (для вхідних факторів) або отриманого при моделюванні на ЕОМ (для вихідних факторів) закону розподілу (середнє, емпіричний стандарт і т.д.). при використанні в математичній моделі регресійних залежностей похибка моделювання буде визначатися також довірчими інтервалами для коефіцієнтів в рівнянні регресії (вони також залежать від об’єму статистики).

Помилки, зумовлені обмеженістю об’єму статистичних даних є контрольованими в тому сенсі, що при необхідності вони можуть бути зменшені за рахунок збільшення їх об’єму. Безумовно, це призводить до збільшення витрат (або на збір інформації, яких витрат машинного часу при реалізації моделі на ЕОМ), але в розумних межах цим фактором можна користуватися для зменшення сумарної похибки моделювання.

Щоб правильно підсумувати систематичні і випадкові помилки, необхідно спочатку їх розділити. Потім систематичні помилки алгебраїчно підсумовуються для отримання результуючої систематичної помилки для всіх розглянутих компонентів, тобто
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 систематичних похибок за окремими складовими з урахуванням знаку похибки


Випадкові помилки підсумовуються в звичайному середньоквадратичному сенсі:
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Результуюча помилка 
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, викликана одночасною присутністю систематичної і випадкової помилок, визначається як:
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У всіх випадках побудови моделей слід вибирати оптимальне поєднання складності моделі і методу розрахунку з точністю вхідної інформації (лекція 7).
12.2.4 Оцінка стійкості моделі

Стійкість моделі – це її здатність зберігати адекватність при дослідженні ефективності системи на всьому можливому діапазоні робочого навантаження, а також при внесенні змін в конфігурацію системи.

Універсальної процедури перевірки стійкості моделі не існує. Розробник змушений вдаватися до методів «для даного випадку», частковим тестам і здоровому глузду.
Так, наприклад, якщо модель описується системою лінійних алгебраїчних рівнянь, її стійкість можна оцінити через міру обумовленості матриці, яка лежить в основі цієї системи.

Приклад 1. Нехай модель представлена системою лінійних рівнянь:
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Розв’язком системи є значення: 
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Внесемо у праву частину системи незначні зміни:
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Тоді розв’язком будуть наступні значення: 
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Якщо тепер внесемо зміни в коефіцієнти системи:
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то отримаємо наступний розв’язок: 
[image: image1354.wmf]994

,

3

=

x

, 
[image: image1355.wmf]001388

,

0

=

y

.

Видно, що незначні зміни коефіцієнтів або правої частини системи тягнуть за собою значні зміни розв’язку. Це викликано паганою обумовленістю матриці, що лежить в основі моделі, її число обумовленості 
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Приклад 2. Розглянемо іншу систему лінійних рівнянь:
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Розв’язком системи є значення: 
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=

x

, 
[image: image1359.wmf]1

=

y

.

Внесемо незначні зміни в праву частину системи, трохи збільшивши їх значення:
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Точним розв’язком будуть наступні значення: 
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, відхилення яких також незначні і їх можна співвіднести із змінами правої частини.

Тепер змінимо значення правої частини теж на незначне число:
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Точним розв’язком будуть значення: 
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Таким чином в розглянутому прикладі збурення розв’язку, викликане меншими похибками в правій частині, дає значно більші похибки.

Це викликано тим, що міра обумовленості матриці є не малим числом: 
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, але значно меншим ніж у попередньому прикладі, тому і зміни в розв’язку були менш значними.
Тому при вирішенні систем лінійних алгебраїчних рівнянь з похибками у вихідних даних обов'язково необхідно ідентифікувати матриці на предмет їх доброю чи поганою обумовленості, визначати кількісну міру обумовленості і обчислювати радіус довірчої області збурених рішень в залежності від міри чутливості матриць до помилок і рівня похибок у вихідних даних.

У загальному випадку оцінки стійкості можна стверджувати, що чим ближче структура моделі структурі системи і чим вище ступінь деталізації, тим стійкішою є модель. Стійкість результатів моделювання може бути також оцінена методами математичної статистики.
В даному випадку саме стійкість результатів моделювання можна розглядати як ознаку, що підлягає оцінці. Для перевірки гіпотези про стійкість результатів може бути використаний критерій Уілкоксона, який служить для перевірки того, чи належать дві вибірки до однієї і тієї ж генеральної сукупності (а саме, чи мають вони одну і ту ж статистичну ознаку).

При статистичній оцінці стійкості моделі відповідна гіпотеза може бути сформульована таким чином: при зміні вхідного (робочого) навантаження або структури ММ закон розподілу результатів моделювання залишається незмінним.
Оцінка стійкості є особливо важливою, якщо система, що моделюється, може працювати у різних режимах, при різних зовнішніх навантаженнях та зазнавати зовнішні впливи різного характеру.

При розгляді динамічних систем, моделі яких описуються диференційними рівняннями, необхідно розрізняти поняття стійкості моделі та стійкості системи.

Поняття стійкості системи пов'язано зі здатністю системи повертатися в стан рівноваги після зникнення зовнішніх сил, які вивели її з цього стану.
Система називається стійкою, якщо із збуреного стану A2 вона перейде в деякий окіл незбуреного стану рівноваги А0 (рис. 12.4).
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Рис. 12.4 Представлення стійкості стану рівноваги: а) стійкий; б) нестійкий; в) невизначений

Якщо система знаходиться у нестійкому стані, то і її математична модель повинна описувати нестійкий стан. Така властивість моделі пов’язана з поняттям чутливості моделі.

Для систем, що описуються звичайними лінійними диференційними рівняннями, стійкість станів можна визначати на основі теорем Ляпунова:

1. Якщо характеристичне рівняння лінійної системи має всі корені з від’ємними дійсними частинами, то реальна система буде стійкою – малі нелінійні члени не можуть в цьому випадку порушити стійкість системи.

2. Якщо характеристичне рівняння лінійної системи має хоча б один корінь з додатною дійсною частиною, то реальна система буде нестійкою – малі нелінійні члени не можуть зробити її стійкою.

3. При наявності нульових і чисто уявних коренів система знаходиться на межі стійкості і поведінка реальної системи не завжди навіть якісно визначається її лінійними рівняннями.

При цьому навіть малі нелінійні члени можуть докорінно змінити вид перехідного процесу, зробивши систему стійкою або нестійкою.

Необхідною, але недостатньою умовою стійкості системи є позитивність всіх коефіцієнтів характеристичного рівняння. Воно справедливо тільки для рівнянь першого і другого порядків.
Для дослідження стійкості станів динамічної системи використовують методи теорії катастроф – розділу сучасної математики, який є подальшим розвитком теорії стійкості і біфуркацій.

12.2.5 Оцінка чутливості моделі

Очевидно, що стійкість є важливою властивістю моделі. Однак якщо зміна вхідних впливів або параметрів моделі (в деякому заданому діапазоні) не відбивається на значеннях вихідних параметрів, то користь від такої моделі невелика (її можна назвати «нечутливою»). У зв'язку з цим виникає задача оцінювання чутливості моделі до зміни параметрів робочого навантаження і внутрішніх параметрів самої системи.

Аналіз чутливості (англ. Sensitivity analysis) – оцінка впливу зміни вихідних параметрів моделі на її вихідні характеристики.
При аналізі чутливості визначається зміни в реакції моделі на відхилення окремих параметрів моделі. Це дозволяє зробити висновок про відносну важливість вхідних змінних для конкретної моделі, виділити ключові змінні і ідентифікувати ті, які можна без шкоди виключити з розгляду.

Оцінку чутливості проводять по кожному параметру х окремо. Вважається, що зазвичай діапазон можливих змін параметра відомий. Одна з найбільш простих і поширених процедур оцінювання полягає в наступному:

1. Обчислюється величина відносного середнього приросту параметра 
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2. Проводиться пара модельних експериментів при значеннях 
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 і середніх фіксованих значеннях інших параметрів. Визначаються значення відгуку моделі 
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3. Обчислюється відносний приріст змінної y:
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В результаті для k-то параметра моделі мають пару значень 
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, що характеризує чутливість моделі за цим параметром.

Аналогічно формуються пари для інших параметрів моделі, які утворюють множину 
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Дані, отримані при оцінці чутливості моделі, можуть бути використані, зокрема, при плануванні експериментів: більша увага повинна приділятися тим параметрам, за якими модель є більш чутливою.

12.3 Калібрування моделі

Якщо в результаті проведеної оцінки якості моделі виявилося, що її цільові властивості не задовольняють розробника, необхідно виконати її калібрування, тобто корекцію з метою приведення у відповідність встановленим вимогам.

Як правило, процес калібрування носить ітеративний характер і складається з трьох основних етапів:

1. Глобальні зміни моделі (наприклад, введення нових процесів, зміна типів подій і т.д.).

2. Локальні зміни (зокрема, зміна деяких законів розподілу модельованих випадкових величин).

3. Зміна спеціальних параметрів, які називаються калібрувальними.

На перший погляд, структурні зміни моделі, як більш складні, повинні розглядатися тільки після того, як всі спроби відкалібрувати модель шляхом зміни параметрів і локальних модифікацій виявляться безуспішними. Однак така стратегія може приховати структурну невідповідність або недостатній ступінь детальності моделі. У цьому сенсі починати калібрування з внесення глобальних змін значно безпечніше.

Взагалі доцільно об'єднати оцінку цільових властивостей моделі і її калібрування в єдиний процес. Саме така стратегія прийнята в статистичному методі калібрування, описаному нижче.

Процедура калібрування складається з трьох кроків, кожен з яких є ітеративним (рис. 12.5):


[image: image1377]
Рис. 12.5 Схема процесу калібрування моделі

Крок 1. Порівняння вихідних розподілів.

Мета – оцінка адекватності моделі. Критерії порівняння можуть бути різні. Зокрема, може використовуватися величина різниці між середніми значеннями відгуків моделі і системи. Усунення відмінностей на цьому кроці засноване на внесення глобальних змін.

Крок 2. Балансування моделі.

Основне завдання – оцінка стійкості і чутливості моделі. За його результатами, як правило, проводяться локальні зміни (але можливі і глобальні).

Крок 3. Оптимізація моделі.

Мета цього етапу – забезпечення необхідної точності результатів. Тут можливі три основних напрямки робіт:

• додаткова перевірка якості датчиків ВЧ;

• зниження впливу перехідного режиму;

• застосування спеціальних методів зниження дисперсії.
Відшукання аналітичних залежностей, що пов'язують між собою різні параметри, які фігурують в моделі, може бути засноване на спільному використанні групи методів математичної статистики: дисперсійного, кореляційного та регресійного аналізу.
Контрольні питання

1. Що називають шумами в задачах моделювання систем?

2. Чим обумовлена поява шумів? Наведіть приклади.

3. З якими проблемами дослідження систем пов’язано виникнення шумів?

4. Як враховуються шуми в математичних моделях?

5. Що представляє модель типу «сигнал плюс шум»?

6. За якими ознаками проводиться класифікація шумів?

7. Що таке «білий шум»?

8. Які показники необхідно враховувати при моделюванні шумів?

9. Які основні цілі завдання перевірки якості моделі?

10. Які основні фактори визначають достовірність математичної моделі?

11. Які основні фактори впливають на достовірність імітаційної моделі?

12. Які основні цільові характеристики перевірки якості моделі?

13. Що означає перевірка адекватності моделі?

14. Які фактори впливають на порушення адекватності моделі?

15. В чому полягає перший етап перевірки адекватності моделі?

16.  Які завдання вирішуються на другому етапі перевірки адекватності моделі?

17. В чому полягає прямий метод перевірки адекватності моделі?

18. За якими показниками виконується перевірка адекватності прямим методом?

19. Які математичні методи використовуються для перевірки адекватності моделі?

20. Які фактори необхідно враховувати при оцінці адекватності моделі?

21. Які існують непрямі методи перевірки адекватності моделі?

22. Які основні причини виникнення похибки моделі?

23. Які розрізняють типи похибок моделі?

24. Як оцінюються систематичні похибки моделі?

25. Як оцінюються випадкові похибки моделі?

26. Як оцінюється результуюча похибка моделі?

27. Що таке стійкість моделі?

28. Що обумовлює стійкість моделі?

29. Наведіть приклади нестійких моделей?

30. Які методи використовують для оцінки стійкості моделі?

31. В чому полягає різниця між стійкістю моделі та системи?

32. Що таке чутливість моделі? Як пов’язана чутливість із стійкістю моделі?

33. Наведіть алгоритм перевірки чутливості моделі.

34. В чому полягає процес калібрування моделі?

35. Які типи змін (корекції) виділяють у процесі калібрування моделі?

36. З яких кроків складається процес калібрування моделі?
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