
Частиннi похiднi складених функцiй.
Частиннi похiднi i диференцiали

вищих порядкiв



Задача

Знайти повну похiдну
dz

dx
, якщо z = z (x, y), y = y (x):

z =
1

3
√

x2 − y3
+ sin

x

y
; y = ctg

1

x
.



Розв’язання

dz

dx
=

∂z

∂x
+

∂z

∂y

dy

dx

Маємо
∂z

∂x
= −1

3
(x2 − y3)−

4
3 · 2x+ cos

x

y
· 1
y

∂z

∂y
=

1

3
(x2 − y3)−

4
3 · 3y2 + cos

x

y
·
(
− x

y2

)
dy

dx
= − 1

sin2 1
x

·
(
− 1

x2

)



Розв’язання

dz

dx
=

∂z

∂x
+

∂z

∂y

dy

dx

Маємо
∂z

∂x
= −1

3
(x2 − y3)−

4
3 · 2x+ cos

x

y
· 1
y

∂z

∂y
=

1

3
(x2 − y3)−

4
3 · 3y2 + cos

x

y
·
(
− x

y2

)
dy

dx
= − 1

sin2 1
x

·
(
− 1

x2

)



Розв’язання

dz

dx
=

∂z

∂x
+

∂z

∂y

dy

dx

Маємо
∂z

∂x
= −1

3
(x2 − y3)−

4
3 · 2x+ cos

x

y
· 1
y

∂z

∂y
=

1

3
(x2 − y3)−

4
3 · 3y2 + cos

x

y
·
(
− x

y2

)

dy

dx
= − 1

sin2 1
x

·
(
− 1

x2

)



Розв’язання

dz

dx
=

∂z

∂x
+

∂z

∂y

dy

dx

Маємо
∂z

∂x
= −1

3
(x2 − y3)−

4
3 · 2x+ cos

x

y
· 1
y

∂z

∂y
=

1

3
(x2 − y3)−

4
3 · 3y2 + cos

x

y
·
(
− x

y2

)
dy

dx
= − 1

sin2 1
x

·
(
− 1

x2

)



Розв’язання

dz

dx
= −2

3
(x2 − y3)−

4
3 · x+ cos

x

y
· 1
y
+

[
(x2 − y3)−

4
3 · y2 + cos

x

y
·
(
− x

y2

)]
1

x2 sin2 1
x



Задача

Знайти повну похiдну
dz

dx
, якщо z = z (x, y), y = y (x):

z = arccos
x

sin y
+

√
x

y
; y =

1

ln2 2x
.



Розв’язання

dz

dx
=

∂z

∂x
+

∂z

∂y

dy

dx

Маємо
∂z

∂x
= − 1√

1−
(

x

sin y

)2
· 1

sin y
+

√
1

y
· 1

2
√
x

∂z

∂y
= − 1√

1−
(

x

sin y

)2
· x ·

(
− 1

sin2 y

)
· cos y +

√
x ·
(
−1

2
y−

3
2

)

dy

dx
= − 2

x3 ln2 2



Розв’язання

dz

dx
=

∂z

∂x
+

∂z

∂y

dy

dx

Маємо
∂z

∂x
= − 1√

1−
(

x

sin y

)2
· 1

sin y
+

√
1

y
· 1

2
√
x

∂z

∂y
= − 1√

1−
(

x

sin y

)2
· x ·

(
− 1

sin2 y

)
· cos y +

√
x ·
(
−1

2
y−

3
2

)

dy

dx
= − 2

x3 ln2 2



Розв’язання

dz

dx
=

∂z

∂x
+

∂z

∂y

dy

dx

Маємо
∂z

∂x
= − 1√

1−
(

x

sin y

)2
· 1

sin y
+

√
1

y
· 1

2
√
x

∂z

∂y
= − 1√

1−
(

x

sin y

)2
· x ·

(
− 1

sin2 y

)
· cos y +

√
x ·
(
−1

2
y−

3
2

)

dy

dx
= − 2

x3 ln2 2



Розв’язання

dz

dx
=

∂z

∂x
+

∂z

∂y

dy

dx

Маємо
∂z

∂x
= − 1√

1−
(

x

sin y

)2
· 1

sin y
+

√
1

y
· 1

2
√
x

∂z

∂y
= − 1√

1−
(

x

sin y

)2
· x ·

(
− 1

sin2 y

)
· cos y +

√
x ·
(
−1

2
y−

3
2

)

dy

dx
= − 2

x3 ln2 2



Розв’язання

dz

dx
= − 1√

sin2 y − x2
+

1

2
√
xy

+

[
− x cos y

sin y
√
sin2 y − x2

− 1

2y

√
x

y

]
·
(
− 2

x3 ln2 2

)



Задача

Функцiю y = y(x) задано рiвнянням

x2 − 3xy + 4y2 − 2x+ 3y + 2 = 0.

Знайти y′.



Розв’язання

Нехай функцiю задано неявним чином:

F (x, y) = 0.

Тодi
dF

dx
=

∂F

∂x
+

∂F

∂y

dy

dx
= 0

Звiдки

y′ =
dy

dx
= −

∂F
∂x
∂F
∂y

Маємо
∂F

∂x
= 2x− 3y − 2;

∂F

∂y
= −3x+ 8y + 3.

Отже
y′ = − 2x− 3y − 2

−3x+ 8y + 3
.



Розв’язання

Нехай функцiю задано неявним чином:

F (x, y) = 0.

Тодi
dF

dx
=

∂F

∂x
+

∂F

∂y

dy

dx
= 0

Звiдки

y′ =
dy

dx
= −

∂F
∂x
∂F
∂y

Маємо
∂F

∂x
= 2x− 3y − 2;

∂F

∂y
= −3x+ 8y + 3.

Отже
y′ = − 2x− 3y − 2

−3x+ 8y + 3
.



Розв’язання

Нехай функцiю задано неявним чином:

F (x, y) = 0.

Тодi
dF

dx
=

∂F

∂x
+

∂F

∂y

dy

dx
= 0

Звiдки

y′ =
dy

dx
= −

∂F
∂x
∂F
∂y

Маємо
∂F

∂x
= 2x− 3y − 2;

∂F

∂y
= −3x+ 8y + 3.

Отже
y′ = − 2x− 3y − 2

−3x+ 8y + 3
.



Розв’язання

Нехай функцiю задано неявним чином:

F (x, y) = 0.

Тодi
dF

dx
=

∂F

∂x
+

∂F

∂y

dy

dx
= 0

Звiдки

y′ =
dy

dx
= −

∂F
∂x
∂F
∂y

Маємо
∂F

∂x
= 2x− 3y − 2;

∂F

∂y
= −3x+ 8y + 3.

Отже
y′ = − 2x− 3y − 2

−3x+ 8y + 3
.



Розв’язання

Нехай функцiю задано неявним чином:

F (x, y) = 0.

Тодi
dF

dx
=

∂F

∂x
+

∂F

∂y

dy

dx
= 0

Звiдки

y′ =
dy

dx
= −

∂F
∂x
∂F
∂y

Маємо
∂F

∂x
= 2x− 3y − 2;

∂F

∂y
= −3x+ 8y + 3.

Отже
y′ = − 2x− 3y − 2

−3x+ 8y + 3
.



Розв’язання

Нехай функцiю задано неявним чином:

F (x, y) = 0.

Тодi
dF

dx
=

∂F

∂x
+

∂F

∂y

dy

dx
= 0

Звiдки

y′ =
dy

dx
= −

∂F
∂x
∂F
∂y

Маємо
∂F

∂x
= 2x− 3y − 2;

∂F

∂y
= −3x+ 8y + 3.

Отже
y′ = − 2x− 3y − 2

−3x+ 8y + 3
.



Задача

Функцiю y = y(x) задано рiвнянням

x2 + 2xy + y2 − 4x+ 2y − 2 = 0.

Знайти y′.



Розв’язання

Розв’язати самостiйно.



Задача

Знайти
dz

dt
, якщо z = z (x, y), x = x (t), y = y (t):

z = xex
2+y2+1;x = cos2 t; y = cos t2.



Розв’язання

dz

dt
=

∂z

∂x

dx

dt
+

∂z

∂y

dy

dt
.

Маємо
z = xex

2+y2+1;x = cos2 t; y = cos t2.

∂z

∂x
= ex

2+y2+1 + xex
2+y2+1 · 2x = (1 + 2x2)ex

2+y2+1

∂z

∂y
= xex

2+y2+1 · 2y = 2xyex
2+y2+1

dx

dt
= −2 cos t sin t = − sin 2t

dy

dt
= − sin t2 · 2t = −2t sin t2



Розв’язання

dz

dt
=

∂z

∂x

dx

dt
+

∂z

∂y

dy

dt
.

Маємо
z = xex

2+y2+1;x = cos2 t; y = cos t2.

∂z

∂x
= ex

2+y2+1 + xex
2+y2+1 · 2x = (1 + 2x2)ex

2+y2+1

∂z

∂y
= xex

2+y2+1 · 2y = 2xyex
2+y2+1

dx

dt
= −2 cos t sin t = − sin 2t

dy

dt
= − sin t2 · 2t = −2t sin t2



Розв’язання

dz

dt
=

∂z

∂x

dx

dt
+

∂z

∂y

dy

dt
.

Маємо
z = xex

2+y2+1;x = cos2 t; y = cos t2.

∂z

∂x
= ex

2+y2+1 + xex
2+y2+1 · 2x

= (1 + 2x2)ex
2+y2+1

∂z

∂y
= xex

2+y2+1 · 2y = 2xyex
2+y2+1

dx

dt
= −2 cos t sin t = − sin 2t

dy

dt
= − sin t2 · 2t = −2t sin t2



Розв’язання

dz

dt
=

∂z

∂x

dx

dt
+

∂z

∂y

dy

dt
.

Маємо
z = xex

2+y2+1;x = cos2 t; y = cos t2.

∂z

∂x
= ex

2+y2+1 + xex
2+y2+1 · 2x = (1 + 2x2)ex

2+y2+1

∂z

∂y
= xex

2+y2+1 · 2y = 2xyex
2+y2+1

dx

dt
= −2 cos t sin t = − sin 2t

dy

dt
= − sin t2 · 2t = −2t sin t2



Розв’язання

dz

dt
=

∂z

∂x

dx

dt
+

∂z

∂y

dy

dt
.

Маємо
z = xex

2+y2+1;x = cos2 t; y = cos t2.

∂z

∂x
= ex

2+y2+1 + xex
2+y2+1 · 2x = (1 + 2x2)ex

2+y2+1

∂z

∂y
= xex

2+y2+1 · 2y

= 2xyex
2+y2+1

dx

dt
= −2 cos t sin t = − sin 2t

dy

dt
= − sin t2 · 2t = −2t sin t2



Розв’язання

dz

dt
=

∂z

∂x

dx

dt
+

∂z

∂y

dy

dt
.

Маємо
z = xex

2+y2+1;x = cos2 t; y = cos t2.

∂z

∂x
= ex

2+y2+1 + xex
2+y2+1 · 2x = (1 + 2x2)ex

2+y2+1

∂z

∂y
= xex

2+y2+1 · 2y = 2xyex
2+y2+1

dx

dt
= −2 cos t sin t = − sin 2t

dy

dt
= − sin t2 · 2t = −2t sin t2



Розв’язання

dz

dt
=

∂z

∂x

dx

dt
+

∂z

∂y

dy

dt
.

Маємо
z = xex

2+y2+1;x = cos2 t; y = cos t2.

∂z

∂x
= ex

2+y2+1 + xex
2+y2+1 · 2x = (1 + 2x2)ex

2+y2+1

∂z

∂y
= xex

2+y2+1 · 2y = 2xyex
2+y2+1

dx

dt
= −2 cos t sin t

= − sin 2t

dy

dt
= − sin t2 · 2t = −2t sin t2



Розв’язання

dz

dt
=

∂z

∂x

dx

dt
+

∂z

∂y

dy

dt
.

Маємо
z = xex

2+y2+1;x = cos2 t; y = cos t2.

∂z

∂x
= ex

2+y2+1 + xex
2+y2+1 · 2x = (1 + 2x2)ex

2+y2+1

∂z

∂y
= xex

2+y2+1 · 2y = 2xyex
2+y2+1

dx

dt
= −2 cos t sin t = − sin 2t

dy

dt
= − sin t2 · 2t = −2t sin t2



Розв’язання

dz

dt
=

∂z

∂x

dx

dt
+

∂z

∂y

dy

dt
.

Маємо
z = xex

2+y2+1;x = cos2 t; y = cos t2.

∂z

∂x
= ex

2+y2+1 + xex
2+y2+1 · 2x = (1 + 2x2)ex

2+y2+1

∂z

∂y
= xex

2+y2+1 · 2y = 2xyex
2+y2+1

dx

dt
= −2 cos t sin t = − sin 2t

dy

dt
= − sin t2 · 2t

= −2t sin t2



Розв’язання

dz

dt
=

∂z

∂x

dx

dt
+

∂z

∂y

dy

dt
.

Маємо
z = xex

2+y2+1;x = cos2 t; y = cos t2.

∂z

∂x
= ex

2+y2+1 + xex
2+y2+1 · 2x = (1 + 2x2)ex

2+y2+1

∂z

∂y
= xex

2+y2+1 · 2y = 2xyex
2+y2+1

dx

dt
= −2 cos t sin t = − sin 2t

dy

dt
= − sin t2 · 2t = −2t sin t2



Розв’язання

dz

dt
= −(1 + 2x2)ex

2+y2+1 sin 2t− 2xyex
2+y2+1 · 2t sin t2

=

= −(1 + 2 cos4 t)ecos
4 t+cos2 t2+1 sin 2t− 2 cos2 t cos t2ecos

4 t+cos2 t2+12t sin t2 =

= − sin 2t(1 + 2 cos4 t)ecos
4 t+cos2 t2+1 − 2t cos2 t sin 2t2ecos

4 t+cos2 t2+1



Розв’язання

dz

dt
= −(1 + 2x2)ex

2+y2+1 sin 2t− 2xyex
2+y2+1 · 2t sin t2 =

= −(1 + 2 cos4 t)ecos
4 t+cos2 t2+1 sin 2t− 2 cos2 t cos t2ecos

4 t+cos2 t2+12t sin t2

=

= − sin 2t(1 + 2 cos4 t)ecos
4 t+cos2 t2+1 − 2t cos2 t sin 2t2ecos

4 t+cos2 t2+1



Розв’язання

dz

dt
= −(1 + 2x2)ex

2+y2+1 sin 2t− 2xyex
2+y2+1 · 2t sin t2 =

= −(1 + 2 cos4 t)ecos
4 t+cos2 t2+1 sin 2t− 2 cos2 t cos t2ecos

4 t+cos2 t2+12t sin t2 =

= − sin 2t(1 + 2 cos4 t)ecos
4 t+cos2 t2+1 − 2t cos2 t sin 2t2ecos

4 t+cos2 t2+1



Задача

Знайти
dz

dt
, якщо z = z (x, y), x = x (t), y = y (t):

z =
√
2 lnx+ ey +

y

sinx
;x =

√
sin t; y =

1√
t
.



Розв’язання

dz

dt
=

∂z

∂x

dx

dt
+

∂z

∂y

dy

dt
.

Маємо
z =
√
2 lnx+ ey +

y

sinx
;x =

√
sin t; y =

1√
t

∂z

∂x
=

1

2
√
2 lnx+ ey

· 2
x
− y

sin2 x
· cosx =

1

x
√
2 lnx+ ey

− y cosx

sin2 x

∂z

∂y
=

1

2
√
2 lnx+ ey

· ey + 1

sinx
=

ey

2
√
2 lnx+ ey

+
1

sinx

dx

dt
=

1

2
√
sin t

· cos t = cos t

2
√
sin t

dy

dt
= −1

2
t−

3
2



Розв’язання

dz

dt
=

∂z

∂x

dx

dt
+

∂z

∂y

dy

dt
.

Маємо
z =
√
2 lnx+ ey +

y

sinx
;x =

√
sin t; y =

1√
t

∂z

∂x
=

1

2
√
2 lnx+ ey

· 2
x
− y

sin2 x
· cosx =

1

x
√
2 lnx+ ey

− y cosx

sin2 x

∂z

∂y
=

1

2
√
2 lnx+ ey

· ey + 1

sinx
=

ey

2
√
2 lnx+ ey

+
1

sinx

dx

dt
=

1

2
√
sin t

· cos t = cos t

2
√
sin t

dy

dt
= −1

2
t−

3
2



Розв’язання

dz

dt
=

∂z

∂x

dx

dt
+

∂z

∂y

dy

dt
.

Маємо
z =
√
2 lnx+ ey +

y

sinx
;x =

√
sin t; y =

1√
t

∂z

∂x
=

1

2
√
2 lnx+ ey

· 2
x
− y

sin2 x
· cosx

=
1

x
√
2 lnx+ ey

− y cosx

sin2 x

∂z

∂y
=

1

2
√
2 lnx+ ey

· ey + 1

sinx
=

ey

2
√
2 lnx+ ey

+
1

sinx

dx

dt
=

1

2
√
sin t

· cos t = cos t

2
√
sin t

dy

dt
= −1

2
t−

3
2



Розв’язання

dz

dt
=

∂z

∂x

dx

dt
+

∂z

∂y

dy

dt
.

Маємо
z =
√
2 lnx+ ey +

y

sinx
;x =

√
sin t; y =

1√
t

∂z

∂x
=

1

2
√
2 lnx+ ey

· 2
x
− y

sin2 x
· cosx =

1

x
√
2 lnx+ ey

− y cosx

sin2 x

∂z

∂y
=

1

2
√
2 lnx+ ey

· ey + 1

sinx
=

ey

2
√
2 lnx+ ey

+
1

sinx

dx

dt
=

1

2
√
sin t

· cos t = cos t

2
√
sin t

dy

dt
= −1

2
t−

3
2



Розв’язання

dz

dt
=

∂z

∂x

dx

dt
+

∂z

∂y

dy

dt
.

Маємо
z =
√
2 lnx+ ey +

y

sinx
;x =

√
sin t; y =

1√
t

∂z

∂x
=

1

2
√
2 lnx+ ey

· 2
x
− y

sin2 x
· cosx =

1

x
√
2 lnx+ ey

− y cosx

sin2 x

∂z

∂y
=

1

2
√
2 lnx+ ey

· ey + 1

sinx

=
ey

2
√
2 lnx+ ey

+
1

sinx

dx

dt
=

1

2
√
sin t

· cos t = cos t

2
√
sin t

dy

dt
= −1

2
t−

3
2



Розв’язання

dz

dt
=

∂z

∂x

dx

dt
+

∂z

∂y

dy

dt
.

Маємо
z =
√
2 lnx+ ey +

y

sinx
;x =

√
sin t; y =

1√
t

∂z

∂x
=

1

2
√
2 lnx+ ey

· 2
x
− y

sin2 x
· cosx =

1

x
√
2 lnx+ ey

− y cosx

sin2 x

∂z

∂y
=

1

2
√
2 lnx+ ey

· ey + 1

sinx
=

ey

2
√
2 lnx+ ey

+
1

sinx

dx

dt
=

1

2
√
sin t

· cos t = cos t

2
√
sin t

dy

dt
= −1

2
t−

3
2



Розв’язання

dz

dt
=

∂z

∂x

dx

dt
+

∂z

∂y

dy

dt
.

Маємо
z =
√
2 lnx+ ey +

y

sinx
;x =

√
sin t; y =

1√
t

∂z

∂x
=

1

2
√
2 lnx+ ey

· 2
x
− y

sin2 x
· cosx =

1

x
√
2 lnx+ ey

− y cosx

sin2 x

∂z

∂y
=

1

2
√
2 lnx+ ey

· ey + 1

sinx
=

ey

2
√
2 lnx+ ey

+
1

sinx

dx

dt
=

1

2
√
sin t

· cos t

=
cos t

2
√
sin t

dy

dt
= −1

2
t−

3
2



Розв’язання

dz

dt
=

∂z

∂x

dx

dt
+

∂z

∂y

dy

dt
.

Маємо
z =
√
2 lnx+ ey +

y

sinx
;x =

√
sin t; y =

1√
t

∂z

∂x
=

1

2
√
2 lnx+ ey

· 2
x
− y

sin2 x
· cosx =

1

x
√
2 lnx+ ey

− y cosx

sin2 x

∂z

∂y
=

1

2
√
2 lnx+ ey

· ey + 1

sinx
=

ey

2
√
2 lnx+ ey

+
1

sinx

dx

dt
=

1

2
√
sin t

· cos t = cos t

2
√
sin t

dy

dt
= −1

2
t−

3
2



Розв’язання

dz

dt
=

∂z

∂x

dx

dt
+

∂z

∂y

dy

dt
.

Маємо
z =
√
2 lnx+ ey +

y

sinx
;x =

√
sin t; y =

1√
t

∂z

∂x
=

1

2
√
2 lnx+ ey

· 2
x
− y

sin2 x
· cosx =

1

x
√
2 lnx+ ey

− y cosx

sin2 x

∂z

∂y
=

1

2
√
2 lnx+ ey

· ey + 1

sinx
=

ey

2
√
2 lnx+ ey

+
1

sinx

dx

dt
=

1

2
√
sin t

· cos t = cos t

2
√
sin t

dy

dt
= −1

2
t−

3
2



Розв’язання

dz

dt
=

[
1

x
√
2 lnx+ ey

− y cosx

sin2 x

]
· cos t

2
√
sin t

+

[
ey

2
√
2 lnx+ ey

+
1

sinx

]
·
(
−1

2
t−

3
2

)

=

=

 1

√
sin t

√
2 ln
√
sin t+ e

1√
t

−

1√
t
cos
√
sin t

sin2
√
sin t

 · cos t

2
√
sin t
−

−

 e
1√
t

2

√
2 ln
√
sin t+ e

1√
t

+
1

sin
√
sin t

 · 1
2
t−

3
2



Розв’язання

dz

dt
=

[
1

x
√
2 lnx+ ey

− y cosx

sin2 x

]
· cos t

2
√
sin t

+

[
ey

2
√
2 lnx+ ey

+
1

sinx

]
·
(
−1

2
t−

3
2

)
=

=

 1

√
sin t

√
2 ln
√
sin t+ e

1√
t

−

1√
t
cos
√
sin t

sin2
√
sin t

 · cos t

2
√
sin t
−

−

 e
1√
t

2

√
2 ln
√
sin t+ e

1√
t

+
1

sin
√
sin t

 · 1
2
t−

3
2



Задача

Знайти
∂z

∂u
,
∂z

∂v
, де z = z (x, y): z = ctg

sinx

y
− x;x = u2v; y = 1 + u.



Розв’язання

∂z

∂u
=

∂z

∂x

∂x

∂u
+

∂z

∂y

∂y

∂u
;

∂z

∂v
=

∂z

∂x

∂x

∂v
+

∂z

∂y

∂y

∂v
.

Маємо
z = ctg

sinx

y
− x;x = u2v; y = 1 + u

∂z

∂x
= − 1

sin2 sinx
y

· cosx
y
− 1 = − cosx

y sin2 sinx
y

− 1

∂z

∂y
= − 1

sin2 sinx
y

·
(
−sinx

y2

)
=

sinx

y2 sin2 sinx
y



Розв’язання

∂z

∂u
=

∂z

∂x

∂x

∂u
+

∂z

∂y

∂y

∂u
;

∂z

∂v
=

∂z

∂x

∂x

∂v
+

∂z

∂y

∂y

∂v
.

Маємо
z = ctg

sinx

y
− x;x = u2v; y = 1 + u

∂z

∂x
= − 1

sin2 sinx
y

· cosx
y
− 1 = − cosx

y sin2 sinx
y

− 1

∂z

∂y
= − 1

sin2 sinx
y

·
(
−sinx

y2

)
=

sinx

y2 sin2 sinx
y



Розв’язання

∂z

∂u
=

∂z

∂x

∂x

∂u
+

∂z

∂y

∂y

∂u
;

∂z

∂v
=

∂z

∂x

∂x

∂v
+

∂z

∂y

∂y

∂v
.

Маємо
z = ctg

sinx

y
− x;x = u2v; y = 1 + u

∂z

∂x
= − 1

sin2 sinx
y

· cosx
y
− 1

= − cosx

y sin2 sinx
y

− 1

∂z

∂y
= − 1

sin2 sinx
y

·
(
−sinx

y2

)
=

sinx

y2 sin2 sinx
y



Розв’язання

∂z

∂u
=

∂z

∂x

∂x

∂u
+

∂z

∂y

∂y

∂u
;

∂z

∂v
=

∂z

∂x

∂x

∂v
+

∂z

∂y

∂y

∂v
.

Маємо
z = ctg

sinx

y
− x;x = u2v; y = 1 + u

∂z

∂x
= − 1

sin2 sinx
y

· cosx
y
− 1 = − cosx

y sin2 sinx
y

− 1

∂z

∂y
= − 1

sin2 sinx
y

·
(
−sinx

y2

)
=

sinx

y2 sin2 sinx
y



Розв’язання

∂z

∂u
=

∂z

∂x

∂x

∂u
+

∂z

∂y

∂y

∂u
;

∂z

∂v
=

∂z

∂x

∂x

∂v
+

∂z

∂y

∂y

∂v
.

Маємо
z = ctg

sinx

y
− x;x = u2v; y = 1 + u

∂z

∂x
= − 1

sin2 sinx
y

· cosx
y
− 1 = − cosx

y sin2 sinx
y

− 1

∂z

∂y
= − 1

sin2 sinx
y

·
(
−sinx

y2

)

=
sinx

y2 sin2 sinx
y



Розв’язання

∂z

∂u
=

∂z

∂x

∂x

∂u
+

∂z

∂y

∂y

∂u
;

∂z

∂v
=

∂z

∂x

∂x

∂v
+

∂z

∂y

∂y

∂v
.

Маємо
z = ctg

sinx

y
− x;x = u2v; y = 1 + u

∂z

∂x
= − 1

sin2 sinx
y

· cosx
y
− 1 = − cosx

y sin2 sinx
y

− 1

∂z

∂y
= − 1

sin2 sinx
y

·
(
−sinx

y2

)
=

sinx

y2 sin2 sinx
y



Розв’язання

∂x

∂u
= 2uv;

∂x

∂v
= u2;

∂y

∂u
= 1;

∂y

∂v
= 0;



Розв’язання

∂x

∂u
= 2uv;

∂x

∂v
= u2;

∂y

∂u
= 1;

∂y

∂v
= 0;



Розв’язання

∂x

∂u
= 2uv;

∂x

∂v
= u2;

∂y

∂u
= 1;

∂y

∂v
= 0;



Розв’язання

∂x

∂u
= 2uv;

∂x

∂v
= u2;

∂y

∂u
= 1;

∂y

∂v
= 0;



Розв’язання

∂z

∂u
=

[
− cosx

y sin2 sinx
y

− 1

]
· 2uv +

[
sinx

y2 sin2 sinx
y

]
· 1

=

=

[
− cosu2v

(1 + u) sin2 sinu2v
1+u

− 1

]
· 2uv + sinu2v

(1 + u)2 sin2 sinu2v
1+u

∂z

∂v
=

[
− cosx

y sin2 sinx
y

− 1

]
· u2 +

[
sinx

y2 sin2 sinx
y

]
· 0 =

[
− cosu2v

(1 + u) sin2 sinu2v
1+u

− 1

]
· u2



Розв’язання

∂z

∂u
=

[
− cosx

y sin2 sinx
y

− 1

]
· 2uv +

[
sinx

y2 sin2 sinx
y

]
· 1 =

=

[
− cosu2v

(1 + u) sin2 sinu2v
1+u

− 1

]
· 2uv + sinu2v

(1 + u)2 sin2 sinu2v
1+u

∂z

∂v
=

[
− cosx

y sin2 sinx
y

− 1

]
· u2 +

[
sinx

y2 sin2 sinx
y

]
· 0 =

[
− cosu2v

(1 + u) sin2 sinu2v
1+u

− 1

]
· u2



Розв’язання

∂z

∂u
=

[
− cosx

y sin2 sinx
y

− 1

]
· 2uv +

[
sinx

y2 sin2 sinx
y

]
· 1 =

=

[
− cosu2v

(1 + u) sin2 sinu2v
1+u

− 1

]
· 2uv + sinu2v

(1 + u)2 sin2 sinu2v
1+u

∂z

∂v
=

[
− cosx

y sin2 sinx
y

− 1

]
· u2 +

[
sinx

y2 sin2 sinx
y

]
· 0

=

[
− cosu2v

(1 + u) sin2 sinu2v
1+u

− 1

]
· u2



Розв’язання

∂z

∂u
=

[
− cosx

y sin2 sinx
y

− 1

]
· 2uv +

[
sinx

y2 sin2 sinx
y

]
· 1 =

=

[
− cosu2v

(1 + u) sin2 sinu2v
1+u

− 1

]
· 2uv + sinu2v

(1 + u)2 sin2 sinu2v
1+u

∂z

∂v
=

[
− cosx

y sin2 sinx
y

− 1

]
· u2 +

[
sinx

y2 sin2 sinx
y

]
· 0 =

[
− cosu2v

(1 + u) sin2 sinu2v
1+u

− 1

]
· u2



Задача

Знайти
∂z

∂u
,
∂z

∂v
, де z = z (x, y): z = 2x cos y + tg

√
y;x = tg

u

v
; y =

1

u
.



Розв’язання

∂z

∂u
=

∂z

∂x

∂x

∂u
+

∂z

∂y

∂y

∂u
;

∂z

∂v
=

∂z

∂x

∂x

∂v
+

∂z

∂y

∂y

∂v
.

Маємо
z = 2x cos y + tg

√
y;x = tg

u

v
; y =

1

u

∂z

∂x
= 2x cos y ln 2 · cos y

∂z

∂y
= 2x cos y ln 2 · (−x sin y) + 1

cos2
√
y
· 1

2
√
y
= −x sin y · 2x cos y ln 2 +

1

2
√
y cos2

√
y



Розв’язання

∂z

∂u
=

∂z

∂x

∂x

∂u
+

∂z

∂y

∂y

∂u
;

∂z

∂v
=

∂z

∂x

∂x

∂v
+

∂z

∂y

∂y

∂v
.

Маємо
z = 2x cos y + tg

√
y;x = tg

u

v
; y =

1

u

∂z

∂x
= 2x cos y ln 2 · cos y

∂z

∂y
= 2x cos y ln 2 · (−x sin y) + 1

cos2
√
y
· 1

2
√
y
= −x sin y · 2x cos y ln 2 +

1

2
√
y cos2

√
y



Розв’язання

∂z

∂u
=

∂z

∂x

∂x

∂u
+

∂z

∂y

∂y

∂u
;

∂z

∂v
=

∂z

∂x

∂x

∂v
+

∂z

∂y

∂y

∂v
.

Маємо
z = 2x cos y + tg

√
y;x = tg

u

v
; y =

1

u

∂z

∂x
= 2x cos y ln 2 · cos y

∂z

∂y
= 2x cos y ln 2 · (−x sin y) + 1

cos2
√
y
· 1

2
√
y
= −x sin y · 2x cos y ln 2 +

1

2
√
y cos2

√
y



Розв’язання

∂z

∂u
=

∂z

∂x

∂x

∂u
+

∂z

∂y

∂y

∂u
;

∂z

∂v
=

∂z

∂x

∂x

∂v
+

∂z

∂y

∂y

∂v
.

Маємо
z = 2x cos y + tg

√
y;x = tg

u

v
; y =

1

u

∂z

∂x
= 2x cos y ln 2 · cos y

∂z

∂y
= 2x cos y ln 2 · (−x sin y) + 1

cos2
√
y
· 1

2
√
y

= −x sin y · 2x cos y ln 2 +
1

2
√
y cos2

√
y



Розв’язання

∂z

∂u
=

∂z

∂x

∂x

∂u
+

∂z

∂y

∂y

∂u
;

∂z

∂v
=

∂z

∂x

∂x

∂v
+

∂z

∂y

∂y

∂v
.

Маємо
z = 2x cos y + tg

√
y;x = tg

u

v
; y =

1

u

∂z

∂x
= 2x cos y ln 2 · cos y

∂z

∂y
= 2x cos y ln 2 · (−x sin y) + 1

cos2
√
y
· 1

2
√
y
= −x sin y · 2x cos y ln 2 +

1

2
√
y cos2

√
y



Розв’язання

∂x

∂u
=

1

v cos2
u

v

;

∂x

∂v
= − u

v2 cos2
u

v

;

∂y

∂u
= − 1

u2
;
∂y

∂v
= 0;



Розв’язання

∂x

∂u
=

1

v cos2
u

v

;
∂x

∂v
= − u

v2 cos2
u

v

;

∂y

∂u
= − 1

u2
;
∂y

∂v
= 0;



Розв’язання

∂x

∂u
=

1

v cos2
u

v

;
∂x

∂v
= − u

v2 cos2
u

v

;

∂y

∂u
= − 1

u2
;

∂y

∂v
= 0;



Розв’язання

∂x

∂u
=

1

v cos2
u

v

;
∂x

∂v
= − u

v2 cos2
u

v

;

∂y

∂u
= − 1

u2
;
∂y

∂v
= 0;



Розв’язання

∂z

∂u
= [2x cos y ln 2 · cos y]· 1

v cos2
u

v

+

[
−x sin y · 2x cos y ln 2 +

1

2
√
y cos2

√
y

]
·
(
− 1

u2

)

=

= 2tg
u
v
cos 1

u ln 2 · cos 1
u
· 1

v cos2 u
v

−

 1

2
√

1
u cos2

√
1
u

− tg
u

v
sin

1

u
· 2tg

u
v
cos 1

u ln 2

 · 1
u2

∂z

∂v
= [2x cos y ln 2 · cos y]·

− u

v2 cos2
u

v

+

[
−x sin y · 2x cos y ln 2 +

1

2
√
y cos2

√
y

]
·0 =

= −2tg
u
v
cos 1

u ln 2 · cos 1
u
· u

v2 cos2 u
v



Розв’язання

∂z

∂u
= [2x cos y ln 2 · cos y]· 1

v cos2
u

v

+

[
−x sin y · 2x cos y ln 2 +

1

2
√
y cos2

√
y

]
·
(
− 1

u2

)
=

= 2tg
u
v
cos 1

u ln 2 · cos 1
u
· 1

v cos2 u
v

−

 1

2
√

1
u cos2

√
1
u

− tg
u

v
sin

1

u
· 2tg

u
v
cos 1

u ln 2

 · 1
u2

∂z

∂v
= [2x cos y ln 2 · cos y]·

− u

v2 cos2
u

v

+

[
−x sin y · 2x cos y ln 2 +

1

2
√
y cos2

√
y

]
·0 =

= −2tg
u
v
cos 1

u ln 2 · cos 1
u
· u

v2 cos2 u
v



Розв’язання

∂z

∂u
= [2x cos y ln 2 · cos y]· 1

v cos2
u

v

+

[
−x sin y · 2x cos y ln 2 +

1

2
√
y cos2

√
y

]
·
(
− 1

u2

)
=

= 2tg
u
v
cos 1

u ln 2 · cos 1
u
· 1

v cos2 u
v

−

 1

2
√

1
u cos2

√
1
u

− tg
u

v
sin

1

u
· 2tg

u
v
cos 1

u ln 2

 · 1
u2

∂z

∂v
= [2x cos y ln 2 · cos y]·

− u

v2 cos2
u

v

+

[
−x sin y · 2x cos y ln 2 +

1

2
√
y cos2

√
y

]
·0

=

= −2tg
u
v
cos 1

u ln 2 · cos 1
u
· u

v2 cos2 u
v



Розв’язання

∂z

∂u
= [2x cos y ln 2 · cos y]· 1

v cos2
u

v

+

[
−x sin y · 2x cos y ln 2 +

1

2
√
y cos2

√
y

]
·
(
− 1

u2

)
=

= 2tg
u
v
cos 1

u ln 2 · cos 1
u
· 1

v cos2 u
v

−

 1

2
√

1
u cos2

√
1
u

− tg
u

v
sin

1

u
· 2tg

u
v
cos 1

u ln 2

 · 1
u2

∂z

∂v
= [2x cos y ln 2 · cos y]·

− u

v2 cos2
u

v

+

[
−x sin y · 2x cos y ln 2 +

1

2
√
y cos2

√
y

]
·0 =

= −2tg
u
v
cos 1

u ln 2 · cos 1
u
· u

v2 cos2 u
v



Задача

Знайти диференцiали 1-го та 2-го порядкiв функцiї z = ln sin
x

y
.



Розв’язання

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy

d2z =
∂2z

∂x2
(dx)2 + 2

∂2z

∂x∂y
dxdy +

∂2z

∂y2
(dy)2

Маємо
z = ln sin

x

y

∂z

∂x
=

1

sin
x

y

· cos x
y
· 1
y
=

ctg
x

y

y

∂z

∂y
=

1

sin
x

y

· cos x
y
·
(
− x

y2

)
= −

x ctg
x

y

y2



Розв’язання

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy

d2z =
∂2z

∂x2
(dx)2 + 2

∂2z

∂x∂y
dxdy +

∂2z

∂y2
(dy)2

Маємо
z = ln sin

x

y

∂z

∂x
=

1

sin
x

y

· cos x
y
· 1
y
=

ctg
x

y

y

∂z

∂y
=

1

sin
x

y

· cos x
y
·
(
− x

y2

)
= −

x ctg
x

y

y2



Розв’язання

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy

d2z =
∂2z

∂x2
(dx)2 + 2

∂2z

∂x∂y
dxdy +

∂2z

∂y2
(dy)2

Маємо
z = ln sin

x

y

∂z

∂x
=

1

sin
x

y

· cos x
y
· 1
y
=

ctg
x

y

y

∂z

∂y
=

1

sin
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Задача

Знайти диференцiали 1-го та 2-го порядкiв функцiї z = 2ln(x−y) + cos2 x.



Розв’язання
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∂x∂y
dxdy +

∂2z

∂y2
(dy)2

Маємо
z = 2ln(x−y) + cos2 x

∂z
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