
Розв’язання задач на правило
Лопiталя



Задача

Знайти границю lim
x→a

xm − am

xn − an
.



Розв’язання

lim
x→a

xm − am

xn − an

Функцiї, що входять у чисельник i знаменник дробу, задовольняють вимогам
теореми Лопiталя.

f ′(x) = mxm−1; g′(x) = nxn−1;

lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→a

mxm−1

nxn−1
=

mam−1

nan−1
=

m

n
am−n.
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Задача

Знайти границю lim
x→−1

x3 − 5x2 + 2x+ 8

x4 − 2x3 − 16x2 + 2x+ 15
.



Розв’язання

lim
x→−1

x3 − 5x2 + 2x+ 8

x4 − 2x3 − 16x2 + 2x+ 15

Функцiї, що входять у чисельник i знаменник дробу, задовольняють вимогам
теореми Лопiталя (невизначенiсть 0

0).

f ′(x) = 3x2 − 10x+ 2; g′(x) = 4x3 − 6x2 − 32x+ 2;

lim
x→−1

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→−1

3x2 − 10x+ 2

4x3 − 6x2 − 32x+ 2
=

15

24
=

5

8
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Знайти границю lim
x→0

a− n
√
an − xn
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Розв’язання
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Задача

Знайти границю lim
x→1

1− x+ lnx

1−
√
2x− x2

.



Розв’язання

lim
x→1

1− x+ lnx

1−
√
2x− x2

Невизначенiсть 0
0 . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) = −1 + 1

x
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√
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2x− x2

x
= −1
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Задача

Знайти границю lim
x→0

x− sinx

x3
.



Розв’язання

lim
x→0

x− sinx

x3

Невизначенiсть 0
0 . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) = 1− cosx; g′(x) = 3x2.

lim
x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0

1− cosx

3x2︸ ︷︷ ︸
Знову 0

0

= lim
x→0

sinx

6x︸ ︷︷ ︸
Знову 0

0

= lim
x→0

cosx

6
=

1

6
.
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f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0

1− cosx

3x2︸ ︷︷ ︸
Знову 0

0

= lim
x→0

sinx

6x︸ ︷︷ ︸
Знову 0

0

= lim
x→0

cosx

6
=

1

6
.



Розв’язання

lim
x→0

x− sinx

x3

Невизначенiсть 0
0 . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) = 1− cosx; g′(x) = 3x2.

lim
x→0

f ′(x)

g′(x)

= lim
x→0

1− cosx

3x2︸ ︷︷ ︸
Знову 0

0

= lim
x→0

sinx

6x︸ ︷︷ ︸
Знову 0

0

= lim
x→0

cosx

6
=

1

6
.



Розв’язання

lim
x→0

x− sinx

x3

Невизначенiсть 0
0 . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) = 1− cosx; g′(x) = 3x2.

lim
x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0

1− cosx

3x2︸ ︷︷ ︸
Знову 0

0

= lim
x→0

sinx

6x︸ ︷︷ ︸
Знову 0

0

= lim
x→0

cosx

6
=

1

6
.



Розв’язання

lim
x→0

x− sinx

x3

Невизначенiсть 0
0 . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) = 1− cosx; g′(x) = 3x2.

lim
x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0

1− cosx

3x2︸ ︷︷ ︸
Знову 0

0

= lim
x→0

sinx

6x︸ ︷︷ ︸
Знову 0

0

= lim
x→0

cosx

6
=

1

6
.



Розв’язання

lim
x→0

x− sinx

x3

Невизначенiсть 0
0 . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) = 1− cosx; g′(x) = 3x2.

lim
x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0

1− cosx

3x2︸ ︷︷ ︸
Знову 0

0

= lim
x→0

sinx

6x︸ ︷︷ ︸
Знову 0

0

= lim
x→0

cosx

6

=
1

6
.



Розв’язання

lim
x→0

x− sinx

x3

Невизначенiсть 0
0 . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) = 1− cosx; g′(x) = 3x2.

lim
x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0

1− cosx

3x2︸ ︷︷ ︸
Знову 0

0

= lim
x→0

sinx

6x︸ ︷︷ ︸
Знову 0

0

= lim
x→0

cosx

6
=

1

6
.



Задача

Знайти границю lim
x→0

sinx− x cosx

sin3 x
.



Розв’язання

lim
x→0

sinx− x cosx

sin3 x

Невизначенiсть 0
0 . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) = cosx− cosx+ x sinx = x sinx; g′(x) = 3 sin2 x cosx.

lim
x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0

x sinx

3 sin2 x cosx
= lim

x→0

x

3 sinx cosx︸ ︷︷ ︸
Знову 0

0

= lim
x→0

1

3 cosx
=

1

3
.



Розв’язання

lim
x→0

sinx− x cosx

sin3 x

Невизначенiсть 0
0 . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) = cosx− cosx+ x sinx = x sinx; g′(x) = 3 sin2 x cosx.

lim
x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0

x sinx

3 sin2 x cosx
= lim

x→0

x

3 sinx cosx︸ ︷︷ ︸
Знову 0

0

= lim
x→0

1

3 cosx
=

1

3
.



Розв’язання

lim
x→0

sinx− x cosx

sin3 x

Невизначенiсть 0
0 . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) = cosx− cosx+ x sinx

= x sinx; g′(x) = 3 sin2 x cosx.

lim
x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0

x sinx

3 sin2 x cosx
= lim

x→0

x

3 sinx cosx︸ ︷︷ ︸
Знову 0

0

= lim
x→0

1

3 cosx
=

1

3
.



Розв’язання

lim
x→0

sinx− x cosx

sin3 x

Невизначенiсть 0
0 . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) = cosx− cosx+ x sinx = x sinx;

g′(x) = 3 sin2 x cosx.

lim
x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0

x sinx

3 sin2 x cosx
= lim

x→0

x

3 sinx cosx︸ ︷︷ ︸
Знову 0

0

= lim
x→0

1

3 cosx
=

1

3
.



Розв’язання

lim
x→0

sinx− x cosx

sin3 x

Невизначенiсть 0
0 . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) = cosx− cosx+ x sinx = x sinx; g′(x) = 3 sin2 x cosx.

lim
x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0

x sinx

3 sin2 x cosx
= lim

x→0

x

3 sinx cosx︸ ︷︷ ︸
Знову 0

0

= lim
x→0

1

3 cosx
=

1

3
.



Розв’язання

lim
x→0

sinx− x cosx

sin3 x

Невизначенiсть 0
0 . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) = cosx− cosx+ x sinx = x sinx; g′(x) = 3 sin2 x cosx.

lim
x→0

f ′(x)

g′(x)

= lim
x→0

x sinx

3 sin2 x cosx
= lim

x→0

x

3 sinx cosx︸ ︷︷ ︸
Знову 0

0

= lim
x→0

1

3 cosx
=

1

3
.



Розв’язання

lim
x→0

sinx− x cosx

sin3 x

Невизначенiсть 0
0 . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) = cosx− cosx+ x sinx = x sinx; g′(x) = 3 sin2 x cosx.

lim
x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0

x sinx

3 sin2 x cosx

= lim
x→0

x

3 sinx cosx︸ ︷︷ ︸
Знову 0

0

= lim
x→0

1

3 cosx
=

1

3
.



Розв’язання

lim
x→0

sinx− x cosx

sin3 x

Невизначенiсть 0
0 . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) = cosx− cosx+ x sinx = x sinx; g′(x) = 3 sin2 x cosx.

lim
x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0

x sinx

3 sin2 x cosx
= lim

x→0

x

3 sinx cosx︸ ︷︷ ︸
Знову 0

0

= lim
x→0

1

3 cosx
=

1

3
.



Розв’язання

lim
x→0

sinx− x cosx

sin3 x

Невизначенiсть 0
0 . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) = cosx− cosx+ x sinx = x sinx; g′(x) = 3 sin2 x cosx.

lim
x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0

x sinx

3 sin2 x cosx
= lim

x→0

x

3 sinx cosx︸ ︷︷ ︸
Знову 0

0

= lim
x→0

1

3 cosx

=
1

3
.



Розв’язання

lim
x→0

sinx− x cosx

sin3 x

Невизначенiсть 0
0 . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) = cosx− cosx+ x sinx = x sinx; g′(x) = 3 sin2 x cosx.

lim
x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0

x sinx

3 sin2 x cosx
= lim

x→0

x

3 sinx cosx︸ ︷︷ ︸
Знову 0

0

= lim
x→0

1

3 cosx
=

1

3
.



Задача

Знайти границю lim
x→1

x2 − 1

x3 − 2x2 + 2x− 1
.



Розв’язання

Розв’язати самостiйно.



Задача

Знайти границю lim
x→a

√
a+ x−

√
2a

√
a+ 2x−

√
3a

.



Розв’язання

Розв’язати самостiйно.



Задача

Знайти границю lim
x→0

ax − bx

x
.



Розв’язання

Розв’язати самостiйно.



Задача

Знайти границю lim
x→0

ex − esinx

x− sinx
.



Розв’язання

Розв’язати самостiйно.



Задача

Знайти границю lim
x→+0

lnx
1
x

.



Розв’язання

lim
x→+0

lnx
1
x

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) =
1

x
; g′(x) = − 1

x2
.

lim
x→+0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→+0

1
x

− 1
x2

= − lim
x→+0

x2

x
= − lim

x→+0
x = 0.



Розв’язання

lim
x→+0

lnx
1
x

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) =
1

x
; g′(x) = − 1

x2
.

lim
x→+0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→+0

1
x

− 1
x2

= − lim
x→+0

x2

x
= − lim

x→+0
x = 0.



Розв’язання

lim
x→+0

lnx
1
x

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) =
1

x
;

g′(x) = − 1

x2
.

lim
x→+0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→+0

1
x

− 1
x2

= − lim
x→+0

x2

x
= − lim

x→+0
x = 0.



Розв’язання

lim
x→+0

lnx
1
x

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) =
1

x
; g′(x) = − 1

x2
.

lim
x→+0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→+0

1
x

− 1
x2

= − lim
x→+0

x2

x
= − lim

x→+0
x = 0.



Розв’язання

lim
x→+0

lnx
1
x

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) =
1

x
; g′(x) = − 1

x2
.

lim
x→+0

f ′(x)

g′(x)

= lim
x→+0

1
x

− 1
x2

= − lim
x→+0

x2

x
= − lim

x→+0
x = 0.



Розв’язання

lim
x→+0

lnx
1
x

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) =
1

x
; g′(x) = − 1

x2
.

lim
x→+0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→+0

1
x

− 1
x2

= − lim
x→+0

x2

x
= − lim

x→+0
x = 0.



Розв’язання

lim
x→+0

lnx
1
x

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) =
1

x
; g′(x) = − 1

x2
.

lim
x→+0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→+0

1
x

− 1
x2

= − lim
x→+0

x2

x

= − lim
x→+0

x = 0.



Розв’язання

lim
x→+0

lnx
1
x

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) =
1

x
; g′(x) = − 1

x2
.

lim
x→+0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→+0

1
x

− 1
x2

= − lim
x→+0

x2

x
= − lim

x→+0
x

= 0.



Розв’язання

lim
x→+0

lnx
1
x

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) =
1

x
; g′(x) = − 1

x2
.

lim
x→+0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→+0

1
x

− 1
x2

= − lim
x→+0

x2

x
= − lim

x→+0
x = 0.



Задача

Знайти границю lim
x→π

2

tg 3x

tg 5x
.



Розв’язання

lim
x→π

2

tg 3x

tg 5x

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) =
3

cos2 3x
; g′(x) =

5

cos2 5x
.

lim
x→π

2

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→π
2

3
cos2 3x

5
cos2 5x︸ ︷︷ ︸

Невизначенiсть 0
0

=
3

5
lim
x→π

2

cos2 5x

cos2 3x
=

3

5

(
lim
x→π

2

cos 5x

cos 3x

)2

=

=
3

5

(
lim
x→π

2

−5 sin 5x
−3 sin 3x

)2

=
3

5
· 25
9

(
1

−1

)2

=
5

3
.



Розв’язання

lim
x→π

2

tg 3x

tg 5x

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) =
3

cos2 3x
; g′(x) =

5

cos2 5x
.

lim
x→π

2

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→π
2

3
cos2 3x

5
cos2 5x︸ ︷︷ ︸

Невизначенiсть 0
0

=
3

5
lim
x→π

2

cos2 5x

cos2 3x
=

3

5

(
lim
x→π

2

cos 5x

cos 3x

)2

=

=
3

5

(
lim
x→π

2

−5 sin 5x
−3 sin 3x

)2

=
3

5
· 25
9

(
1

−1

)2

=
5

3
.



Розв’язання

lim
x→π

2

tg 3x

tg 5x

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) =
3

cos2 3x
;

g′(x) =
5

cos2 5x
.

lim
x→π

2

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→π
2

3
cos2 3x

5
cos2 5x︸ ︷︷ ︸

Невизначенiсть 0
0

=
3

5
lim
x→π

2

cos2 5x

cos2 3x
=

3

5

(
lim
x→π

2

cos 5x

cos 3x

)2

=

=
3

5

(
lim
x→π

2

−5 sin 5x
−3 sin 3x

)2

=
3

5
· 25
9

(
1

−1

)2

=
5

3
.



Розв’язання

lim
x→π

2

tg 3x

tg 5x

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) =
3

cos2 3x
; g′(x) =

5

cos2 5x
.

lim
x→π

2

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→π
2

3
cos2 3x

5
cos2 5x︸ ︷︷ ︸

Невизначенiсть 0
0

=
3

5
lim
x→π

2

cos2 5x

cos2 3x
=

3

5

(
lim
x→π

2

cos 5x

cos 3x

)2

=

=
3

5

(
lim
x→π

2

−5 sin 5x
−3 sin 3x

)2

=
3

5
· 25
9

(
1

−1

)2

=
5

3
.



Розв’язання

lim
x→π

2

tg 3x

tg 5x

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) =
3

cos2 3x
; g′(x) =

5

cos2 5x
.

lim
x→π

2

f ′(x)

g′(x)

= lim
x→π

2

3
cos2 3x

5
cos2 5x︸ ︷︷ ︸

Невизначенiсть 0
0

=
3

5
lim
x→π

2

cos2 5x

cos2 3x
=

3

5

(
lim
x→π

2

cos 5x

cos 3x

)2

=

=
3

5

(
lim
x→π

2

−5 sin 5x
−3 sin 3x

)2

=
3

5
· 25
9

(
1

−1

)2

=
5

3
.



Розв’язання

lim
x→π

2

tg 3x

tg 5x

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) =
3

cos2 3x
; g′(x) =

5

cos2 5x
.

lim
x→π

2

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→π
2

3
cos2 3x

5
cos2 5x︸ ︷︷ ︸

Невизначенiсть 0
0

=
3

5
lim
x→π

2

cos2 5x

cos2 3x
=

3

5

(
lim
x→π

2

cos 5x

cos 3x

)2

=

=
3

5

(
lim
x→π

2

−5 sin 5x
−3 sin 3x

)2

=
3

5
· 25
9

(
1

−1

)2

=
5

3
.



Розв’язання

lim
x→π

2

tg 3x

tg 5x

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) =
3

cos2 3x
; g′(x) =

5

cos2 5x
.

lim
x→π

2

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→π
2

3
cos2 3x

5
cos2 5x︸ ︷︷ ︸

Невизначенiсть 0
0

=
3

5
lim
x→π

2

cos2 5x

cos2 3x

=
3

5

(
lim
x→π

2

cos 5x

cos 3x

)2

=

=
3

5

(
lim
x→π

2

−5 sin 5x
−3 sin 3x

)2

=
3

5
· 25
9

(
1

−1

)2

=
5

3
.



Розв’язання

lim
x→π

2

tg 3x

tg 5x

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) =
3

cos2 3x
; g′(x) =

5

cos2 5x
.

lim
x→π

2

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→π
2

3
cos2 3x

5
cos2 5x︸ ︷︷ ︸

Невизначенiсть 0
0

=
3

5
lim
x→π

2

cos2 5x

cos2 3x
=

3

5

(
lim
x→π

2

cos 5x

cos 3x

)2

=

=
3

5

(
lim
x→π

2

−5 sin 5x
−3 sin 3x

)2

=
3

5
· 25
9

(
1

−1

)2

=
5

3
.



Розв’язання

lim
x→π

2

tg 3x

tg 5x

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) =
3

cos2 3x
; g′(x) =

5

cos2 5x
.

lim
x→π

2

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→π
2

3
cos2 3x

5
cos2 5x︸ ︷︷ ︸

Невизначенiсть 0
0

=
3

5
lim
x→π

2

cos2 5x

cos2 3x
=

3

5

(
lim
x→π

2

cos 5x

cos 3x

)2

=

=
3

5

(
lim
x→π

2

−5 sin 5x
−3 sin 3x

)2

=
3

5
· 25
9

(
1

−1

)2

=
5

3
.



Розв’язання

lim
x→π

2

tg 3x

tg 5x

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) =
3

cos2 3x
; g′(x) =

5

cos2 5x
.

lim
x→π

2

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→π
2

3
cos2 3x

5
cos2 5x︸ ︷︷ ︸

Невизначенiсть 0
0

=
3

5
lim
x→π

2

cos2 5x

cos2 3x
=

3

5

(
lim
x→π

2

cos 5x

cos 3x

)2

=

=
3

5

(
lim
x→π

2

−5 sin 5x
−3 sin 3x

)2

=
3

5
· 25
9

(
1

−1

)2

=
5

3
.



Розв’язання

lim
x→π

2

tg 3x

tg 5x

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) =
3

cos2 3x
; g′(x) =

5

cos2 5x
.

lim
x→π

2

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→π
2

3
cos2 3x

5
cos2 5x︸ ︷︷ ︸

Невизначенiсть 0
0

=
3

5
lim
x→π

2

cos2 5x

cos2 3x
=

3

5

(
lim
x→π

2

cos 5x

cos 3x

)2

=

=
3

5

(
lim
x→π

2

−5 sin 5x
−3 sin 3x

)2

=
3

5
· 25
9

(
1

−1

)2

=
5

3
.



Задача

Знайти границю lim
x→+∞

ex

x2
.



Розв’язання

lim
x→+∞

ex

x2

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) = ex; g′(x) = 2x.

lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→+∞

ex

2x︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть ∞

∞

= lim
x→+∞

ex

2
= +∞



Розв’язання

lim
x→+∞

ex

x2

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) = ex; g′(x) = 2x.

lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→+∞

ex

2x︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть ∞

∞

= lim
x→+∞

ex

2
= +∞



Розв’язання

lim
x→+∞

ex

x2

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) = ex;

g′(x) = 2x.

lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→+∞

ex

2x︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть ∞

∞

= lim
x→+∞

ex

2
= +∞



Розв’язання

lim
x→+∞

ex

x2

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) = ex; g′(x) = 2x.

lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→+∞

ex

2x︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть ∞

∞

= lim
x→+∞

ex

2
= +∞



Розв’язання

lim
x→+∞

ex

x2

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) = ex; g′(x) = 2x.

lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)

= lim
x→+∞

ex

2x︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть ∞

∞

= lim
x→+∞

ex

2
= +∞



Розв’язання

lim
x→+∞

ex

x2

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) = ex; g′(x) = 2x.

lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→+∞

ex

2x︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть ∞

∞

= lim
x→+∞

ex

2
= +∞



Розв’язання

lim
x→+∞

ex

x2

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) = ex; g′(x) = 2x.

lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→+∞

ex

2x︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть ∞

∞

= lim
x→+∞

ex

2

= +∞



Розв’язання

lim
x→+∞

ex

x2

Невизначенiсть ∞∞ . Застосуємо правило Лопiталя.

f ′(x) = ex; g′(x) = 2x.

lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→+∞

ex

2x︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть ∞

∞

= lim
x→+∞

ex

2
= +∞



Задача

Знайти границю lim
x→0

x−1

ctg x
.



Розв’язання

Розв’язати самостiйно.



Задача

Знайти границю lim
x→1

(
1

lnx −
1

x−1

)
.



Розв’язання

lim
x→1

(
1

lnx
− 1

x− 1

)
Невизначенiсть типу ∞−∞.

Зведемо дроби до спiльного знаменника:

lim
x→1

(
1

lnx
− 1

x− 1

)
= lim

x→1

x− 1− lnx

(x− 1) lnx︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть 0

0

= lim
x→1

1− 1
x

lnx+ x−1
x

= lim
x→1

x− 1

x lnx+ x− 1︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть 0

0

=

= lim
x→1

1

lnx+ x · 1x + 1
=

1

0 + 1 + 1
=

1

2
.



Розв’язання

lim
x→1

(
1

lnx
− 1

x− 1

)
Невизначенiсть типу ∞−∞.
Зведемо дроби до спiльного знаменника:

lim
x→1

(
1

lnx
− 1

x− 1

)
= lim

x→1

x− 1− lnx

(x− 1) lnx︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть 0

0

= lim
x→1

1− 1
x

lnx+ x−1
x

= lim
x→1

x− 1

x lnx+ x− 1︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть 0

0

=

= lim
x→1

1

lnx+ x · 1x + 1
=

1

0 + 1 + 1
=

1

2
.



Розв’язання

lim
x→1

(
1

lnx
− 1

x− 1

)
Невизначенiсть типу ∞−∞.
Зведемо дроби до спiльного знаменника:

lim
x→1

(
1

lnx
− 1

x− 1

)
= lim

x→1

x− 1− lnx

(x− 1) lnx︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть 0

0

= lim
x→1

1− 1
x

lnx+ x−1
x

= lim
x→1

x− 1

x lnx+ x− 1︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть 0

0

=

= lim
x→1

1

lnx+ x · 1x + 1
=

1

0 + 1 + 1
=

1

2
.



Розв’язання

lim
x→1

(
1

lnx
− 1

x− 1

)
Невизначенiсть типу ∞−∞.
Зведемо дроби до спiльного знаменника:

lim
x→1

(
1

lnx
− 1

x− 1

)
= lim

x→1

x− 1− lnx

(x− 1) lnx︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть 0

0

= lim
x→1

1− 1
x

lnx+ x−1
x

= lim
x→1

x− 1

x lnx+ x− 1︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть 0

0

=

= lim
x→1

1

lnx+ x · 1x + 1
=

1

0 + 1 + 1
=

1

2
.



Розв’язання

lim
x→1

(
1

lnx
− 1

x− 1

)
Невизначенiсть типу ∞−∞.
Зведемо дроби до спiльного знаменника:

lim
x→1

(
1

lnx
− 1

x− 1

)
= lim

x→1

x− 1− lnx

(x− 1) lnx︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть 0

0

= lim
x→1

1− 1
x

lnx+ x−1
x

= lim
x→1

x− 1

x lnx+ x− 1︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть 0

0

=

= lim
x→1

1

lnx+ x · 1x + 1

=
1

0 + 1 + 1
=

1

2
.



Розв’язання

lim
x→1

(
1

lnx
− 1

x− 1

)
Невизначенiсть типу ∞−∞.
Зведемо дроби до спiльного знаменника:

lim
x→1

(
1

lnx
− 1

x− 1

)
= lim

x→1

x− 1− lnx

(x− 1) lnx︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть 0

0

= lim
x→1

1− 1
x

lnx+ x−1
x

= lim
x→1

x− 1

x lnx+ x− 1︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть 0

0

=

= lim
x→1

1

lnx+ x · 1x + 1
=

1

0 + 1 + 1

=
1

2
.



Розв’язання

lim
x→1

(
1

lnx
− 1

x− 1

)
Невизначенiсть типу ∞−∞.
Зведемо дроби до спiльного знаменника:

lim
x→1

(
1

lnx
− 1

x− 1

)
= lim

x→1

x− 1− lnx

(x− 1) lnx︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть 0

0

= lim
x→1

1− 1
x

lnx+ x−1
x

= lim
x→1

x− 1

x lnx+ x− 1︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть 0

0

=

= lim
x→1

1

lnx+ x · 1x + 1
=

1

0 + 1 + 1
=

1

2
.



Задача

Знайти границю lim
x→1

(
2

x2−1 −
1

x−1

)
.



Розв’язання

lim
x→1

(
2

x2 − 1
− 1

x− 1

)
Невизначенiсть типу ∞−∞.

Зведемо дроби до спiльного знаменника:

lim
x→1

(
2

x2 − 1
− 1

x− 1

)
= lim

x→1

2− x+ 1

x2 − 1︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть 0

0

= lim
x→1

−1
2x

= −1

2
.



Розв’язання

lim
x→1

(
2

x2 − 1
− 1

x− 1

)
Невизначенiсть типу ∞−∞.
Зведемо дроби до спiльного знаменника:

lim
x→1

(
2

x2 − 1
− 1

x− 1

)
= lim

x→1

2− x+ 1

x2 − 1︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть 0

0

= lim
x→1

−1
2x

= −1

2
.



Розв’язання

lim
x→1

(
2

x2 − 1
− 1

x− 1

)
Невизначенiсть типу ∞−∞.
Зведемо дроби до спiльного знаменника:

lim
x→1

(
2

x2 − 1
− 1

x− 1

)
= lim

x→1

2− x+ 1

x2 − 1︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть 0

0

= lim
x→1

−1
2x

= −1

2
.



Розв’язання

lim
x→1

(
2

x2 − 1
− 1

x− 1

)
Невизначенiсть типу ∞−∞.
Зведемо дроби до спiльного знаменника:

lim
x→1

(
2

x2 − 1
− 1

x− 1

)
= lim

x→1

2− x+ 1

x2 − 1︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть 0

0

= lim
x→1

−1
2x

= −1

2
.



Задача

Знайти границю lim
x→0

(
1

sinx −
1
x

)
.



Розв’язання

Розв’язати самостiйно.



Задача

Знайти границю lim
x→+∞

xe−x.



Розв’язання

lim
x→+∞

xe−x

Невизначенiсть типу +∞ · 0.

Зводимо до ∞∞ .

lim
x→+∞

xe−x = lim
x→+∞

x

ex
Правило Лопiталя

= lim
x→+∞

1

ex
= 0.



Розв’язання

lim
x→+∞

xe−x

Невизначенiсть типу +∞ · 0.
Зводимо до ∞∞ .

lim
x→+∞

xe−x = lim
x→+∞

x

ex
Правило Лопiталя

= lim
x→+∞

1

ex
= 0.



Розв’язання

lim
x→+∞

xe−x

Невизначенiсть типу +∞ · 0.
Зводимо до ∞∞ .

lim
x→+∞

xe−x = lim
x→+∞

x

ex

Правило Лопiталя
= lim

x→+∞

1

ex
= 0.



Розв’язання

lim
x→+∞

xe−x

Невизначенiсть типу +∞ · 0.
Зводимо до ∞∞ .

lim
x→+∞

xe−x = lim
x→+∞

x

ex
Правило Лопiталя

= lim
x→+∞

1

ex

= 0.



Розв’язання

lim
x→+∞

xe−x

Невизначенiсть типу +∞ · 0.
Зводимо до ∞∞ .

lim
x→+∞

xe−x = lim
x→+∞

x

ex
Правило Лопiталя

= lim
x→+∞

1

ex
= 0.



Задача

Знайти границю lim
x→1

(1− x) tg π
2x.



Розв’язання

Розв’язати самостiйно.



Задача

Знайти границю lim
x→+0

xx.



Розв’язання

Маємо невизначенiсть типу 00.

Прологарифмуємо функцiю:
lnxx = x lnx

Отже,

ln lim
x→+0

xx = lim
x→+0

x lnx = lim
x→+0

lnx
1
x︸ ︷︷ ︸

Невизначенiсть ∞
∞

= lim
x→+0

1
x

− 1
x2

= − lim
x→+0

x = 0.

Значення границi в умовi отримуємо потенцiюючи отримане значення:

lim
x→+0

xx = e0 = 1.



Розв’язання

Маємо невизначенiсть типу 00.
Прологарифмуємо функцiю:

lnxx = x lnx

Отже,

ln lim
x→+0

xx = lim
x→+0

x lnx = lim
x→+0

lnx
1
x︸ ︷︷ ︸

Невизначенiсть ∞
∞

= lim
x→+0

1
x

− 1
x2

= − lim
x→+0

x = 0.

Значення границi в умовi отримуємо потенцiюючи отримане значення:

lim
x→+0

xx = e0 = 1.



Розв’язання

Маємо невизначенiсть типу 00.
Прологарифмуємо функцiю:

lnxx = x lnx

Отже,

ln lim
x→+0

xx = lim
x→+0

x lnx

= lim
x→+0

lnx
1
x︸ ︷︷ ︸

Невизначенiсть ∞
∞

= lim
x→+0

1
x

− 1
x2

= − lim
x→+0

x = 0.

Значення границi в умовi отримуємо потенцiюючи отримане значення:

lim
x→+0

xx = e0 = 1.



Розв’язання

Маємо невизначенiсть типу 00.
Прологарифмуємо функцiю:

lnxx = x lnx

Отже,

ln lim
x→+0

xx = lim
x→+0

x lnx = lim
x→+0

lnx
1
x︸ ︷︷ ︸

Невизначенiсть ∞
∞

= lim
x→+0

1
x

− 1
x2

= − lim
x→+0

x = 0.

Значення границi в умовi отримуємо потенцiюючи отримане значення:

lim
x→+0

xx = e0 = 1.



Розв’язання

Маємо невизначенiсть типу 00.
Прологарифмуємо функцiю:

lnxx = x lnx

Отже,

ln lim
x→+0

xx = lim
x→+0

x lnx = lim
x→+0

lnx
1
x︸ ︷︷ ︸

Невизначенiсть ∞
∞

= lim
x→+0

1
x

− 1
x2

= − lim
x→+0

x = 0.

Значення границi в умовi отримуємо потенцiюючи отримане значення:

lim
x→+0

xx = e0 = 1.



Розв’язання

Маємо невизначенiсть типу 00.
Прологарифмуємо функцiю:

lnxx = x lnx

Отже,

ln lim
x→+0

xx = lim
x→+0

x lnx = lim
x→+0

lnx
1
x︸ ︷︷ ︸

Невизначенiсть ∞
∞

= lim
x→+0

1
x

− 1
x2

= − lim
x→+0

x

= 0.

Значення границi в умовi отримуємо потенцiюючи отримане значення:

lim
x→+0

xx = e0 = 1.



Розв’язання

Маємо невизначенiсть типу 00.
Прологарифмуємо функцiю:

lnxx = x lnx

Отже,

ln lim
x→+0

xx = lim
x→+0

x lnx = lim
x→+0

lnx
1
x︸ ︷︷ ︸

Невизначенiсть ∞
∞

= lim
x→+0

1
x

− 1
x2

= − lim
x→+0

x = 0.

Значення границi в умовi отримуємо потенцiюючи отримане значення:

lim
x→+0

xx = e0 = 1.



Розв’язання

Маємо невизначенiсть типу 00.
Прологарифмуємо функцiю:

lnxx = x lnx

Отже,

ln lim
x→+0

xx = lim
x→+0

x lnx = lim
x→+0

lnx
1
x︸ ︷︷ ︸

Невизначенiсть ∞
∞

= lim
x→+0

1
x

− 1
x2

= − lim
x→+0

x = 0.

Значення границi в умовi отримуємо потенцiюючи отримане значення:

lim
x→+0

xx = e0 = 1.



Задача

Знайти границю lim
x→0

(cos ax)
1
x2 .



Розв’язання

Маємо невизначенiсть типу 1∞.

Прологарифмуємо функцiю:

ln(cos ax)
1
x2 =

ln cos ax

x2

Отже,

ln lim
x→0

(cos ax)
1
x2 = lim

x→0

ln cos ax

x2︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть 0

0

=

= lim
x→0

1
cos ax · sin ax · a

2x
= lim

x→0

a · cos ax · a
2

=
a2

2
.

Значення границi в умовi отримуємо потенцiюючи отримане значення:

lim
x→+0

(cos ax)
1
x2 = e

a2

2 .



Розв’язання

Маємо невизначенiсть типу 1∞.
Прологарифмуємо функцiю:

ln(cos ax)
1
x2 =

ln cos ax

x2

Отже,

ln lim
x→0

(cos ax)
1
x2 = lim

x→0

ln cos ax

x2︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть 0

0

=

= lim
x→0

1
cos ax · sin ax · a

2x
= lim

x→0

a · cos ax · a
2

=
a2

2
.

Значення границi в умовi отримуємо потенцiюючи отримане значення:

lim
x→+0

(cos ax)
1
x2 = e

a2

2 .



Розв’язання

Маємо невизначенiсть типу 1∞.
Прологарифмуємо функцiю:

ln(cos ax)
1
x2 =

ln cos ax

x2

Отже,

ln lim
x→0

(cos ax)
1
x2 = lim

x→0

ln cos ax

x2︸ ︷︷ ︸
Невизначенiсть 0

0

=

= lim
x→0

1
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Задача

Знайти границю lim
x→0

(tg x)sin 2x.



Розв’язання

Розв’язати самостiйно.


